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Unidad 1 — NUmeros reales
PAGINA 7

cuestiones iniciales

1. Encuentra varios nimeros que estén comprendidos entre:

a) %y% b) 2,1y2.2 d 2,01y2.1

. nr 33— ..
2. Describe un procedimiento que calcule /10 utilizando solamente las
teclas de las operaciones elementales de tu calculadora.

3. Ordena de menor a mayor los siguientes numeros:
5,31; -4,21; 5,201; -4,201; 5,2101; -4,2101; 4,211; 4,201

4. Comprueba la siguiente igualdad elevando al cuadrado ambos rmiern-
bros de la igualdad:

2V2-v3 =v6-12

nr—
5. ¢Para qué valores de n y a se cumple Va € R?

SOLUCIONES

1. Diremos que:
a) Los numeros comprendidos entre % y % son: 0,42; 0,46; 0,54; 0,57.

b) Los nimeros comprendidos entre 2,1y 2,2 son: 2,11; 2,14; 2,18; 2,195.
¢) Los numeros comprendidos entre 2,01y 2,1 son: 2,03; 2,045; 2,076; 2,098.

2. Utilizando la tecla del producto podemos conseguir aproximaciones sucesivas del valor. Asi:
2><2><2<§/E<3x3><3
21x2,1x21<3¥10<2,2%x2,2%x2,2
215%2,15%x2,15<310 <2,16x2,16x 2,16
2,154 x 2,154 x 2,154 < 310 < 2,155 x 2,155 x 2,155
2,1544 x 2,1544 x 2,1544 < Q/E < 2,1545x%x 2,1545 x 2,1545

3. Laordenacion queda: —4,2101< —4,21<-4,201< 4,201< 4,211<5,201<5,2101<5,31

4. Elevando al cuadrado ambos miembros obtenemos:
(2/2-3) =(Vo 2] = a(2-43)=(46) +(v2) 242

— 8-4.3=8-43 Severifica la igualdad

5. npary aeR" 6 nimpary aeR
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ACTIVIDADES

W Clasifica las siguientes tareas en problemas o ejercicios e intenta resolverlas:
1. Sumas. Considera la serie de nUmeros pares 2, 4, 6, 8, etc. ;Cuanto vale la surma de los m primeros?

2. El camello sediento. El beduino Ali-kan desea transportar 100 bidones llenos de agua desde Karnal hasta Wadi, pue-
blos separados por 100 km de desierto. Para ello, dispone de un camello capaz de andar descargado indefinidamente,
0, de cargar con un solo bidén, siempre y cuando beba una cantidad de agua igual a la que contiene el biddn cada vez

gue completa 100 km cargado.
El beduino no dispone de mas agua para el camello que la contenida en los bidones. ; Cuantos de estos 100 bidones po-
dran llegar a Wadi?

SOLUCIONES

1. 2+4+6+8+...+2m=m(m+1)

2. Resolvemos en los siguientes pasos:

¢ Supongamos que el camello lleva un bidén hasta la mitad del camino, vuelve a Kamal,
carga con otro bidén hasta el mismo punto y se bebe uno de los bidones transportados,
guedandole otro. Repitiendo el proceso conseguird llevar 50 bidones hasta la mitad del
camino. De aqui repitiendo lo mismo hasta Wadi conseguira que lleguen 25 bidones
segun la expresion:
2

50 bidones=100 x %

e Si mejoramos la solucién conseguiremos que lleguen mas bidones, haciendo el camino
en tres fases tras el 1.°' tercio, el camello habra bebido 33,333... bidones y quedan
66,666... En el 2.%° tercio se bebe 22,222... y quedan 44,444... En Wadi se bebe 14,81...
y quedan 29,629... bidones, es decir:

3
100><£=100><2—3
27 3

¢ Avanzando por cuartos de camino se puede mejorar la solucién, llegan:

4 4
31,640 =100 % 81 =1OO><3—4=100>< 3
256 4 4

e Siguiendo asi sucesivamente se puede decir que en el mejor de los casos llegan:

;100><E

99 100
) w00

100 x| —
(100
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TIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Ordena, de mayor a menor, los siguientes nimeros:  0,4; 0; -0,3; 42; -2,3; -20; 428

M 2. Efectua los siguientes calculos haciendo uso de la jerarquia de las operaciones:

2 7-2 (4)+3-5.(2+7) b)4-22(1P+[3-(5-3)] ) (3F-3242-(1)

M 3. Efectia las siguientes operaciones, dando el resultado lo mas simplificado posible:
1 3 3. 2 2

a}i——+——2 Q —:— - — e)2+3-‘l—1—-i
2 4 5 2 5 5 5 3

(et a(e-d)(-3)(Fe2) 0e(-d)

M 4. Efectia, dejando el resultado en forma de potencia de exponente natural:
o|(s]] 2fe-3)- (5] 2 (3] )
GEE o3 E] (2] (3) (5]

M 5. ;Qué tipo de decimal genera cada uno de los racionales siguientes?
28 36 73 42 2145

) 126 b)_225 9 63 2 528 2 2100

M 6. Expresa cada decimal en forma de fraccién, opera y el resultado final conviértelo en namero decimal:

a) 31+521+2,8 b) (5.4 —3.42) - 2,7 ) 6,14:3,4- 2,44 d) 125+3,78: 1,4

M 7. Clasifica los siguientes nimeros en racionales e irracionales:
a) 232,25 b) 0,273454545... c) 0,0103333... d) 37,34 334 3334 33334... e) -3,141542653589...

M 8. Un agricultor recoge 120 000 kg de manzanas. Vende a un mayorista los % de la cosecha. De lo que le sobra vende a

pequefios comerciantes los % Del resto estan estropeados los % que se lleva un ganadero para alimento del ganado. De lo

que le queda vende 20 000 kg a una fabrica de zumo y los kilogramos restantes los utiliza para el consurno familiar. ;Cuan-
tos kg consurme la familia?

M 9. Un alumno tarda en pasar un trabajo a ordenador 12 horas, un segundo alumno tarda en pasar el mismo trabajo 8 h. El
prirmer alumno trabaja durante 4 hy deja el resto del trabajo al segundo. ¢Cuanto tiempo tardara este en finalizarlo?

Il 10. Halla el menor conjunto nurnérico al que pertenecen los siguientes ndrmeros:

- 1 _
3 | 423 | Vi3 0o |-2 |-vea |1:3 | -12 Ve | — L

7 3 T 0,5

Il 11. Representa en la recta real los siguientes nimeros:

8 4 3 18 =
-3 (V3 |— |-VvVE |-— (16 0,7 125 [—-— |42
V3 = VB 3 vV Ve




SOLUCIONES

1. Laordenacion pedida es: 428>42>0,4>0>-0,3>-2,3>-20
2. Las soluciones quedan:
a) -7 b)24 c) -2 d o

3. Las soluciones quedan:

3 1 3 5 23
a) —— b)-= c) — d — e)— f) -1
) 20 ) 6 ) 2 ) 11 ) 5 )
4. Las soluciones quedan:
4 6
a) 3° b)1 91  d1 e)(ij f (5
2 6
5. En cada caso queda:
a) Decimal periddico puro.
b) Decimal finito.
¢) Decimal periddico puro.
d) Decimal peridodico mixto.
e) Decimal periddico mixto.
6. La solucion queda:
a) 31+5,21+2,8-20,469 14 1001 ;)5
9 90 5 90
b) (5,2—3,42)-2,7: 49 154127 5 46
9 45 )10
C) 6,14:3,4-2,44 = o53 .31 244 33733 _ ) 35064516129
90 9 100 7750
d) 12,5+3, 78:12-22, 34113 _983 51530769231
2 90 9 65

7. La clasificacién queda:

« Racionales: a) b) c¢)
e Irracionales: d) e)



8. La solucion queda:

Vende al mayorista £-120000=105 000kg. Le quedan 15000kg.
Vende a pequefios comerciantes %-15 000=6000kg. Le quedan 9000 kg.

Se lleva el ganadero %-9000:3857,14kg. Le quedan 5142,86kg, luego no puede dar la

solucion.

9. La solucién queda:

El 1* alumno hace % del trabajo, luego quedan por hacer % del trabajo.

El 2% alumno tarda: %:%:%:5,§horas=5h 20min en terminar el trabajo.

10. Quedan del siguiente modo:
3eN; 4,23¢Q; \/Eeh OeN; —geQ;

—/64=-8¢7; 1,03cQ; —%:—462;

ﬂz—ZeZ; 1el; —Ee(@
T 0,5

11. Quedaria representado del siguiente modo:

'
r

L6 o5
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N2

W 13

M 14

M 15
M 16

7.

H 18

| REX

M 20
M 21

N2

M 23

M 24

Dibuja sobre la recta real los siguientes conjuntos:

a) Los numeros reales mayores o iguales que 3. O D={deZ|d>106 d>-5 e) E(5, 2)
by B=beR|b<0yb >-7} d) (-1, 41N (0, 3) ) (~es, =51
Expresa de forma simbdlica los siguientes conjuntos:
a) > > d) . . . . .
1 =1 0 1 2 3
b) . e) ; o
= 2 -2 2 b
o) + - = o— f) = - = »
-4 -1 1 4 -b 5 7

Dado el numero 1 724,157203... indica cuales de las siguientes aproximaciones decimales del nimero anterior son re-
dondeos. En los casos en que o sean, anota la cota de error.

‘ 1725 ‘ 1724,16 ‘ 17242 ‘ 17241 ‘ 1720 ‘ 1724158 | 1724,1572

. . 221 .
Calcula, aproximadamente, el error absoluto y relativo que se comete al tomar como valor aproximado de m.

Calcula, aproximadamente, el error absoluto y relativo que se comete al redondear el ndrrero de oro @ a centésimas.

Expresa en notacion cientffica las siguientes cantidades, y determina el orden de magnitud:
a) Distancia Tierra-Luna: 384 000 km ¢) Virus de la gripe: 0,0000000022 m e) 623 cienmilésimas
b) Distancia Tierra-Sol: 150 000 000 km d) Radio del protén: 0,00000000005 m f) 0,035 millones

La capacidad de rmemoria de un ordenador se mide en:

byte = 2% bits;  k-byte = 2'° bytes;  Megabyte = 2'° k-bytes;  Gigabyte = 2'° Megabytes
Expresa como potencia y en notacién cientifica la capacidad de los siguientes ordenadores y disquetes en bytes y bits:
a) Disco duro de 127 gigas b) Disquete de 1,44 megas ¢) Un CD-ROM de 650 megas

Calcula las siguientes ralces:

a) V252p b) V6aab® o VeTa
Expresa en forma de potencia |as raices, o en forma de raiz las potencias:
a) \3/5 b) \‘j/‘; C) L d) ‘l_ E) 2213 ﬂ gli2 9) 3312 h) 723

J
Ve Va?
Pon bajo un unico radical las siguientes expresiones:

aVe o Vivavi o VWe o (W@ o ( aax@)“ f Vavar

Extrae todos los factores posibles de los radicales siguientes:

a) V1000 b) V/Ba® o) V16a%k? d) Vdaz+4

Introduce los factores en el radical:

a) 42 b) 3V d 3Va d) 2abV/a? e) atb*/2ab f) 4aVab

Efectua, presentando el resultado en forma de raiz y en forma de potencia:

AV2Z- V2 bV V2 o VFEVFE d) Vaa e a'.Va fla:Va

10



SOLUCIONES

12. Las representaciones quedarian:

a) | @
0 3
by -O O
- 0
c) —o—9 0 0 0 0 0 0 0
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3
d) O O
0 3
e) O O
3 7
< @ |
f 5 0

13. Quedan del siguiente modo:

a) (1, +). No acotado.

b) (-2,2]. Acotado. Inf=-2. Maximo= 2.

c) [-4,-1] v [1,4). Acotado. Minimo=-4. Sup = 4.

d) {xeZ|-1exe3}. Acotado. Minimo =-1. Maximo = 3.
e) (-3,3) u{5}. Acotado. Inf =-3. Maximo =5.

) (=,5] U [5,+©) — {7}. No acotado.

14. Para cada uno de los numeros queda:

1725 no es redondeo.

1724,16 es un redondeo a centésimas. Cota de error 0,005.
1724,2 es un redondeo a décimas. Cota de error 0,05.

1724,1no es redondeo.

1724,158 no esredondeo.

1724,1572 es un redondeo a diezmilésimas. Cotade error 0,00005.

15. Realizamos el siguiente célculo:

Consideramos como valor real n=3,141592.

221

Errorabsoluto: |3,141592 — W =0,028916...

Errorabsoluto  0,028916

Errorrelativo: =
Valor real 3,141592

=0,0092...




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

®=1,61803398...
Redondeo a centésimas: 1,62

Error absoluto=0,00197...

Error relativo=0,00121506...

El nidmero de oro es :

La notacion cientifica queda:

a) 3,84x10° Orden de magnitud 10°.
b) 1,5x10° Orden de magnitud 10°
c) 2,2x107°. Orden de magnitud 107.
d) 5x10™ Orden de magnitud 10™°.
e) 6,23x10°. Orden de magnitud 107,
f) 3,5x10% Orden de magnitud 10*.

La notacién quedaria del siguiente modo:

a) 127x2%* Bytes =1,36x10" Bytes; 127 x2* Bits =1,09x10" Bits.
b) 1,44x2% Bytes =1,5x10° Bytes; 1,44x 2% Bits =1,21x10” Bits.
c) 650x2%° Bytes =6,8x10° Bytes; 650x 2?° Bits =5,45x10° Bits.

Las soluciones son:

a) 5ab? b) 4a’b c) 3a’

Las expresiones quedan:

a) a’* b) a’ Q) a’ d) a’
1 1

e) ¥4 H 5 ) h)

Las expresiones quedan:

a) §¥8=12
d) ¥/a”b®

b) ¥/3"
e) Ya*b* =a

c) ¥a
H ¥

Las expresiones quedan:

a)104/10 b) 2a¥/a® c) 4a%b*ab

d) 2ya*+1

12



23. Los radicales quedan:

a) J32
d) ¥8a°pb?

24. La solucion queda:

a) 3/273=2
d) a® =a”

b) ¥3° =\/3°
e) v2a°b"

b) Ya=a’s
e) Ya?=a’s

c) ¥27a
f) ¥64a°b

c) 9/37=3%
f Ja=a’

13
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ACTIVIDADES FINALES

M 25.

M 26.

H27.

M 28

H 29.

H 30.

H 34

M 35

Efectda las siguientes operaciones:

) 3VI-SVI+SVI- VI O 2VT6-5VER+ V20 o g VB-VEG+ L ViE-2 VEE
b) ;—\“/5+ %\"/5—%{/5 d) 6V +xVx—-32V27x f) 5V/ax - 3V/36x + V25x - 6Vx

Reduce a indice comun, y ordena de menar a mayar, las raices de cada apartado:

a) V2, V5 b) V10, V100 o Va, Ve d) V2, V2, V2 e) V2, V3. V5 f) V37, V5=

Opera:
a) V5-v2-V6 b) Va*- Vai: Va 9 Vab® - V2a2b d) V2ab : V/8a%b f) Vav3
Realiza las siguientes operaciones simplificando lo mas posible los resultados:

2 (z%) 9 (2+v2)2-v2)-(2+VaF o (V3+2v2)(V2Z-V3)V3
b) (2\ﬁ+3)2—4\ﬁ(\/}_’+3) d) (4@—2\/ﬁ+\/3_2)-2\/§ f) (\/ﬁ—@—\/ﬁ)(\/ﬁ+2\/§+2\/§)

Racionaliza las siguientes fracciones:

2 3 2 3 7 3 V3 V7 +1
a) — b)) —= o d) e) f) == ==
V2 2V3 s 2V3 N 2+vz 2 2-\3 2V7 +5
Realiza las operaciones, racionalizando previamente:
5 3 3+2V2 1 2 \6
a) — Vo6-—=_+/189 ) ——M—-— e) — +
V2 Vi 3-2V2 V2 Ve  Ve-2
b) "'E _ E " 2 2 f 24/18-5V8
V3 Vs 1+V3  1-V3 V2

. Efectta y simplifica:

a)\/4 NZE b)\/14+ 7-V81 o (V250-V16) Va2 o V5V5VsV& e)_l.‘" V3-1

. Calcula, simplificando al maximo el valor de:

a)(zwﬁwv's_—%ﬁ)-i by V5 2 \E g (VT-2r-(VT-2)(VT+2)

2
G Vil Ve

. Racionaliza, efectua y simplifica la expresion:

V2 (e . of 2V3-3 1 o (M52
2 V3-V2 W82, 2 2V3+3 23 )(\/3—2)

La naranja al pelarla pierde % de su peso; la naranja pelada pierde al exprimirla para hacer zurmo un 30% de su peso.

i Cudntos kg de naranjas hermos de comprar para obtener 2 400 kg de zumo?

. . 12 .
La cantidad de azticar maorena que se abtiene de la cafa es = de su peso. La cantidad de aztcar blanca que se ob-

. . o 4 . - . .
tiene de refinar el az(icar morena es = de su peso. ;Cuanta cafa de azlcar se necesita para obtener 10 toneladas de
azlcar blanca?

14



SOLUCIONES

25. La solucion queda:

98 37
a) —+/2 c) —-103/2 e) —~/2
) 15 V2 ) 12 ) 20\/_
b)—%(‘@ d) - 2x°3/x f —9x
26. La solucion queda:
a) 952 < 19/275 b) ¥/10° < 15106
c) 1262<1\2/473 d) 1223<1224<1\2/276
e) 18/32 1856 <1§/579 f 4/5.3 < 4/3.2
27. Tras operar obtenemos:
a) ¥/2°.3%.5* b) a¥/a c) Z2* attp’ d) 23
a
28. Quedan:
a)%—zﬁ b) 9 ) —4-42
d) 6486 e) V3 -3v2 f) 30
29. Tras racionalizar se obtiene:
3/=2
a) 2 0 3 o 25
2 5
i3 §f7° -3¢ 6-32
d) e) f)
2 3 2
) 243 +3 h) 3-+/7
30. La solucién queda:
2113 ) 2,15 0 344232
15 2
d) 243 e) 4:/6+9 f)—4

e)9/3_5

15



31. Queda:

32.

33.

34.

35.

a) 6 b) 4 c) 6
d) 5%/5° e) Jo-v2
2
La solucién queda:
a) 92 b) % c) 9-447
La solucién queda:
a)-2-6 b)@ c) 161+72+/5
La solucién queda:
El zumo supone:
ﬂ-i-Peso=§-P = Portanto,§-P:2400 = P =4285,7kg de naranjas.
100 5 50 50

La solucién queda:

AzUcarmoreno(AM):Ecaﬁa ©) 12 4 12 4
19 — AB=-2.2.C =10T=-2.2.C = C=11875Tdecafa
19 3 19 3

Azﬂcarblanca(AB):% (AM)

16



Unidad 2 — Polinomios. Fracciones algebraicas
PAGINA 31

cuestiones iniciales

1. Calcula el cociente y el resto en cada una de las siguientes divisiones:
a) (-3 +4): (c+ 1) b) (¢ —x): (x-2)
2. Calcula el valor de a para que el polinomio:
A)=x +axX - 7x-2

dé corno resto 5 al dividirlo por x + 3.

3. Descompén en factores los siguientes polinormios:

a) AlX)=x* -5 + 6x b) Blx) =x*-16
4. Efectiay da el resultado en forma de fraccién irreducible:

',|_1_‘ XX
(_ x_) X =1

SOLUCIONES

1. Diremos que:

a) Resto 0; Cociente x> —4x+4

b) Resto 14; Cociente x*+2x°+4x+7

2. Utilizando el teorema del resto:

Resto=A(-3) = 5=(-3)°+a(-3)’-7(-3)-2 = a= %

3. Ladescomposicion queda:
a)x® —5x° +6x=x(x-2)(x-3)

b)x*-16=(x-2) (x+2) (x> +4)

4. Operando obtenemos:

(1_1j.x2+x_(x—l)-x-(x+1)_l

x) x?-1 x-(x=1)-(x +1)_



PAGINA 43

B Con el fin de que te acostumnbres a escribir los protocolos de resolucién de los problemas, redacta los pratocolos de los si-
guientes problemas:

1. Decoracién. ;Como colocarfas 10 lamparas de pie en torno a un cuarto de estar cuadrado, de manera que haya el
misrmo nurmero de ldamparas junto a cada pared?

2. Las calles del pueblo. Todas las calles de un pueblo son rectas, sin que haya dos paralelas. Al emplear una farola en
cada cruce, se colocan 66 farolas. ; Cuantas calles tiene cormo minimo el pueblo?

3. Un criado sabio. Un sefor tenia sus mejares botellas de vino dispuestas en la cava de la manera indicada en la figura.

Desconfiaba de su criado y todas las noches, antes de acostarse, bajaba a la cava y las contaba,
6 9 6 sumando el nimero de botellas que habia en los tres cornpartimentos de cada uno de los cuatro
lados. Si la suma era 21 botellas en los cuatro casos, descansaba feliz.

9 9 El criado, por su parte, sabedor de la estratagema y del bajo concepto que de él tenia el sefior,
decidié robarle botellas. jY lo consiguié! Le robaba unas cuantas y redistribufa las restantes, de
6 9 6 tal modo que ello no perturbase los suefos del arro.

i Cuantas botellas, como maximo, pudo robar? ;Cormo quedd la cava?

SOLUCIONES

1. Sicada punto representa una lampara, la solucién quedaria del siguiente modo:

[ N ]
L ]
L ]
.
.
[ ]
2. Lasolucién queda:
n>-n
Si hay n calles el nimero maximo de cruces es: C ,= >

2

= n?-n-132=0 = n=12 calles como

Luego si hay 66 farolas = 66 cruces =

minimo tenia el pueblo.

3. Esta es una de las disposiciones en que quedo la cava. 1 20
Como maximo se pudo robar:
60-42=18 botellas.
20 1

La disposicion de las 42 botellas en la cava admite muchas
formas diferentes.

18



PAGINA 46

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

IR

Encuentra el polinomio A(x) que satisfaga la igualdad:

(X=3)-A=xX+2-3x-6

. Determina a y b de modo que sea cierta la siguiente igualdad:

F—2x+3)-(ax+b) + 5= -4 + Tx— 1

. Dados los polinomios:

Al)=—x"-2x+5 B =2x*+x%, Cl)=2x-5

calcula:
a) Ax) + Blx) - Clx) o) Ax)-2B(x) e) [BX
b) Ax)-[B(x) - C(x]] d) B(x) - Cx) f) Clx) - [B(x) + A(x]]

. Efectta las siguientes operaciones:

a) (3 -2x)7 Q) 2+x) e) (x —37 - (x + 3
b) (5x — 2) (5x +2) d) (% + 4x) f) (3x + 57 - (3x = 5) (3 +5)

. Determina el cociente y el resto de las divisiones:

a) (-4 + 7 -6 +2x-3) : X
b) (" —7x* + 12 - 5x* + 6x - 10) : (x + 5)
O Bx'+5¢ + 2 —6x+3): 0 +x+ 1)

. Al dividir un polinornio D(x) por d(x) = 5% + 3, se obtiene como cociente c(x) = 3 — 2x + 1 y como resto rix) = 3x + 4.

Halla el polinornio D(x).

. Si D(x) = 5x* + 6x° — 3x* — 5x— 4 es el dividendo; c(x) = x* — 1, el cociente y r(x) = x — 2 el resto de la divisién entre D(x)

y d(x); halla el divisor d(x).

. Calcula el valor nurmérico de los siguientes polinomios, por los valores que se indican:

a) X —12¢ +41x-30 parax=0, x=1 y x=2

b) x*+x* +13x% —-x—12 parax=1, x=-1y x=3

c) 2)1;—\5)3+1—)(—i parax =1, x=iy x=1—
2 2 2 4

. Efectta las siguientes divisiones utilizando |a regla de Ruffini:

a) (=3 +4x-2): (x-1) b) (2x* = 17): (x + 2) 0 (=32) 1 (x-2)

. Calcula el valor de a para que las siguientes divisiones sean exactas:

a) (-2 +5x+a):(x+1) b) (¢ +2xX —ax+1):(x=2)

. Resuelve |as siguientes cuestiones:

a) Dado el palinomio P(x) = x* + x° — 2x* + 3 calcula: P(0), P(1) y P(-2).

b) Calcula el valor de k para que el polinornio P(x) = 2x* — kx* + 6 sea divisible por x + 1.
¢) Calcula el valor de a para el cual el resto de la division (x* — 4 + ax) : (x + 2) es 2.

d) Calcula el resto de dividir el polinormio B{x) = x* + 3x - 5 por x.

19



SOLUCIONES

1. Quedan del siguiente modo:

¢ Mediante identidad de polinomios:

(x*=3)(ax+b)=x*+2x*-3x-6

ax® +bx*-3ax—-3b = x*+2x* -3x-6
Identificando coeficientes obtenemos:

a=1, b=2 = el polinomio A(x) =x+2
e Mediante division:

*+2x*-3x-6
A(x)=X X 3X =X+2

X2

2. Operando y utilizando la identidad de polinomios obtenemos: a=1 y b=-2.

3. Quedarian:

a) 2x* —4x+10 b) —2x* —2x>
c) —4x*-3x>-2x+5 d) 4x°> -8x* —5x°
e) 4x® +4x" +x° f) 4x°-10x" —4x* +20x-25

4, Quedarian:

a) 9-12x +4x? b) 25x* -4
c) 8+12x+6x° +x° d) %+4x +16x%°
e) —12x f) 30x+50

5. La solucién en cada uno de los casos es:

a) Cociente: 3x* —4x®+7x—-6 ; Resto: 2x-3.
b) Cociente: x* -12x®+72x?+355x+1781 ; Resto: 8895.

c) Cociente: 3x*+2x-3 ; Resto: 6-5x.
6. La solucién puede expresarse como: D(x)=d(x)-c(x)+r(x)=5x*-10x> +8x*-3x+7.

D(x)-r(x)
c(x)

7. La solucion puede expresarse como: d(x)= =5x*+6Xx+2.

20



8.

10.

11.

La solucién queda:
a)-30;0; 12 b)2; 2; 210 c)-5; -=;-=

La solucién quedaria:

a) Cociente: x®-2x*-2x+2 ; Resto: 0.
b) Cociente: 2x®> -4x*+8x-16 ; Resto: 15.

c) Cociente: x* +2x* +4x*+8x+16 ; Resto: 0.

El valor en cada caso es: a) a=10 b) a=%

Quedaria:

a) P(0)=3; P(1)=3; P(-2)=3

b) Debe verificarse que P (-1)=0 = k=4
-2)=2 = a=23

d) El resto de esta division es B(0)=-5

c) Debe verificarse que P(
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PAGINA 47

W12

M 14

M 15

M 16.

W17

M 18

M 19.

Encuentra las raices de cada uno de los polinomios siguientes:

a) Alx) =x° — 4x b) B(x) = 2x* — 32 O Cl=x+2x"—4x-8

. Descompon en factores los siguientes polinomios:

a) AQx) =x*—25x* + 144 d) D(x) =8¢ +2x* - 13x + 3
b) Blx) =x + 2x° + x e) E()=x* -2 -2x*— 2% -3
O CH)=x-2-x+1 fi Fx) =X + 8¢ + 16x

Dados los polinomios:
AC) = x(x+ 17 (=2 BO) = (x—1) (x— 27 ClO = x°0x + 1) (x + 2)°
halla el MCD y el mcm de los polinomios que se indican:

a) A y B() b) Ax) y Clx) o) A\ B y €

Calcula el MCD y el mern de los siguentes polinomios:

a) Alx) = x* —5x* + 6x; Bl=x*+x-6
b) C(x) = x* — 4x* + 5x — 6; D{x)=x-5x* +8x -4
O E(x)=2x" - 2° - 2x - 4; F(x) = -2x*—x + 10

Para los polinomios A(x) = 3x* =12 y B(x) = 2x" — 2’ — 4x* comprueba:
MCD [A(x), Bx)] - mcm [Alx), B(x)] = Alx) - B(X)

Obtén la fraccion irreducible en cada una de las siguientes:

2) Sx* — 15x 0 6-x—x
10x° + 15x2 X +2x-8
2x—4 a9 X —x—8+12
X —dx+ 4 X3 —6xt+ 2x+ 12

Halla el polinomio P(x) para que se cumplan las siguientes equivalencias de fracciones algebraicas:

Pix) x+1 x-2 P(x)
4 = C = ——
) Xt —x X ) x+3 x¥-9
b X -5x " x+4 X-16
Plx)  X-25 X P
En cada caso, reduce a comtn denominador las siguientes fracciones algebraicas:
x+1 5 x+1 x-1 X
a) 2 - 0 e
2x 3x 5x X+ x 3x+3
3x X+ 2 X X 3 2%
b — ) AN S
x-1" x=1" x+1 2° 2¢-50" x+5

22



SOLUCIONES

12. Las raices son:
a)0;2y -2 b2y -2 )2y -2

13. Las descomposiciones pedidas son:

a) AX)=(x-3)(x+3)(x—4)(x+4) d) D(X):8(X—l)[x—%j(x+gj
b) B(X)=x (x +1) e) E(X) =(x+1)(x* +1)(x-23)
c) C(X)=(x-1°(x+1) f) F(X) =X (x +4)?

14. La solucion en cada uno de los casos queda:

a) MCD [A(x), B(X)] =x (X — 2)?
mem [A(x), B(x)] = x? (x—2)* (x +1)? (x —1)
b) MCD [A(x),C(x)] =x(x+1)
mecm [A(X), C(X)] = X (Xx—2)* (x+1)* (x+2)°
c) MCD [A(x), B(x),C(x)] =x
mem [A(x), B(x),C(x)] = x® (x=2)* (x +1)* (x+2)° (x-1)

15. En cada uno de los casos descomponemos los polinomios en factores y calculamos el MCD y
el mem.

a) AX)=x(x-3)(x-2) MCD [A(X),B(X)]=(x-2)
B(X)=(x+3)(x-2) - mcm [A(X),B(X)]=x (x=3) (x-2) (x +3)

b) C(x)=(x-3) (X*—x +2) MCD [C(x),D(x)]=1
=
D(x) = (x - 2)* (x -1) mem [C (x), D(x)] = C(x)-D(x)
C)E(X)=2(xX*+x+1) (x-2)|  MCED[E(X),F(X)]=2(x-2)

s\ [ mem [E(x), F ()] = -2 (x-2) (x2+x+1)(x+§J
F(x)=—2(x—2)(x+5j 2

23



16. Se comprueba facilmente a partir de las descomposiciones factoriales de los polinomios:

A(X)=3(x-2)(x+2) MCD [A(X),B(X)]=(x-2)
B(x)=2x2(x+1)(x—2)} = mem [A(x), B(X)] =6x* (X +1) (x —2) (x + 2)

17. Queda en cada caso:

5x*-15x  5x(x-3) = x-3
10x® +15x> 5x°(2x+3) 2x°+3x

2x-4  2(x-2) 2

b =
)x2—4x+4 (x-2)° x-2

6-x-x* (x-2)(x+3)(-1) -x-3
X2+2X—-8  (Xx=2)(x+4)  x+4

d) X°—x?-8x+12  (x=2)* (x+3)  (x-2)(x+3) x*+x-6
x}—6x°+2x+12 (x-2) (x*-4x-6) x’—4x-6 x°-4x-6

18. En cada uno de los casos queda:

a) P(x)=x*-1 b) P(X)=x+5
c) P(x)=x*-5x+6 d) P (x)=x®-4x?

19. En cada caso queda:

2) 3x*+3x 10 3x?+6x+3 15x-15 5x?

b C 1 1
6x>  6X° )15x2+15x 15x?+15x 15x%+15x

3x%+3x X+2 x°-x x3 - 25x 3 4x% —-20x
x2-1 "x?-1 x*-1 2x2-50 2x?2-50" 2x2-50

b)

24



PAGINA 48

ACTIVIDADES FINALES

M 20. Efectla las siguientes operaciones y da el resultado en forma de fraccion irreducible:

3 2 2x-1 2
a) —+— B ==

X 3x x-4 x+2
b) x 1 d Sx + 3

x-1 x+1 X+3 Xx-2

M 21. Efectla las siguientes operaciones y obtén en cada caso la fraccién irreducible:

X+x A +4 x-1 . x-1

a) — —_— c :
X+1 -1 2x+6  -3x-9

by 2X=6  5x+5 " X +6x+9  2x+6
-1 Ax—12 X¥-x  AF-8+4

M 22. Realiza las operaciones combinadas siguientes dando el resultado en la forma mas simplificada posible:

2\ ¥4 X\, X
a)(1+7).m d)(x+x—1)‘()(7x—1)
b)xz+4x‘ ¥-16  3x-12 o (X 3 X 49

T XF+2x+1  X—x 3 x x-3
()(1_i)_x ﬂx+1.(‘l _ 1)
X x—1 2x x+1 x—1

M 23. Utilizando la identidad de polinomios resuelve las siguientes cuestiones:
a) Calcula ay b de forma que se verifique:
GErx+1)-(ax+h =23+ +x-1
b) Calcula Ay B de modo gue se verifique la igualdad siguiente:

5x-4_ __A B
£-x-2 x-2  x+1

M 24. Responde a las cuestiones:
a) Encuentra las raices de los polinomios:
A =x'-xC-x'-x-2 B =x+4¢+4x  CX)=x"+0x

b) Encuentra el polinomio en cada uno de los casos siguientes:
i) Raices 1, 2 y 3.
ii) Raices 0y 1 doble.
lii) Raices 0 doble y -1 triple.

¢) Halla un polinomio de primer grado sabiendo que su raiz es -2 y que toma el valor 5 para x = 3.

M 25. Comprueba si son o no ciertas las siguientes igualdades:

a) O + 17 =0 = 1) = 4 by X=1 _y
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SOLUCIONES

20. Queda en cada caso:

a)

b)

3x? x? -1

21. Queda en cada caso:

4 - 2 -1
a) X b) 5 0 3 d) (x+3)(x-1

x-1 2X -2 2X+2 X

22. Queda en cada caso:
a) 1 by 3X+3 01
X
X X3 +3x2+9x+27 1

d) —— e) f) 3

X-2 3 X=X

23. La solucion queda:

a) Utilizando el principio de identidad de polinomios obtenemos:

Parax=0 = b=-1 . b=-1
Para x=1 = 3a+3b=3 a=2
b) Laigualdad se comprueba del siguiente modo.

5x-4  A(x+1)+B(x-2)
x2—x-2 x2—x-2

Utilizando el principio de identidad de polinomios obtenemos:

Para x=2 = 3A=6 N A=2
Para x=-1 = -3B=-9 B=3

9x+2 x%+1 3 q 5x? —7Xx+9
x> -4 (x+3)(x-2)

= A(X+1)+B(x-2)=5x-4
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24. En cada caso queda:

a) Obtenemos las raices de los polinomios a partir de su descomposicion factorial:

A(X)=(x+1)(x-2)(x*+1) = Las raices son x=—1y x=2.
B(X)=x(x+2)° = Las raices son x=0 y x=-2.
C(x)=x(x*+9) = Laraiz es x=0.

b) En cada uno de los tres casos:

i) El polinomio que tiene como raices x=1, x=2y x=3 es: P(x)=a(x-1)(x-2)(x-3).
ii) El polinomio que tiene como raices x=0 y x=1 doble es: P(x)=ax (x-1)%.

iii) El polinomio que tiene como raices x=0 doble y x=-1triple doble es de la forma
siguiente: P(x)=ax*(x+1)°.

c) El polinomio es: P(x)=x+2.
25. En cada uno de los casos queda:
a) Operando obtenemos:
(x*+1)° —(x* =1 =x* +2x* +1-(x* —=2x* +1)=4x* = Luego estaigualdad es cierta.
b) Operando obtenemos:

x-1 x-1

L1 x-1
X X

=X = Luego estaigualdad es cierta.
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Unidad 3 — Ecuaciones y sistemas
PAGINA 51

cuestiones iniciales

1. Halla los valores que, sustituidos por x, verifiquen las igualdades si-
guientes:

a) (x—2P=x"-5x+5 by (x+ 1P =x+2x+ 1

2. ;Qué dos ndmeros dan el mismo resultado cuando se suman que
cuando se rmultiplican? ¢ si consideramos tres ndrmeros?

3. Los pueblos de Abejar, Buitrago y Cidones no estan situados en linea
recta. Para ir desde Abejar a Cidones, pasando por Buitrago, se reco-
rren 24 km. En el camino de Buitrago a Abejar, pasando por Cidones,
se cubren 32 krn. Caminando desde Cidones a Buitrago, pasando por
Abejar, se recorren 28 km. ;Cuales son los pueblos mas cercanos?

SOLUCIONES

1. Operando obtenemos:
a) X’ —4x+4=x>-5x+5 = x=1
Esta igualdad solo se verifica para x=1.

b) Esta igualdad se verifica para todos los valores de x.

2. En cada uno de los casos:

X
« Son numeros X, y que verifican: x+y=x-y. Es decir: —1=y.
X_

, X . o
Todos los numeros x;—1 con x #1 dan el mismo resultado al sumar y al multiplicar.
X —

. . . X+
« En el caso de tres nimeros, éstos quedarian de la forma: x; y; y con x-yz#1lyse

obtienen de forma analoga al caso anterior.

3. Consideremos el siguiente esquema:
Imponiendo las condiciones del problema :

ABEJAR
‘\\ X+y =24 x =10 km de Abejar a Buitrago
y ~ y+z=32! = y =14 km de Buitrago a Cidones
™~ X+2z2=28 z =18 km de Abejar a Cidones
BUITRAGO v CIDONES
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PAGINA 65

1. Vendimiadores. Una cuadrilla de vendimiadores tenfa que vendimiar dos fincas, una de doble superficie que la otra. Toda
la cuadrilla estuvo vendimiando en la finca grande durante medio dia. Por la tarde, la mitad de la cuadrilla vendimié en la
finca pequena y la otra mitad en la grande. Al finalizar el dia sélo les quedd un poco que recoger en la finca pequena, para
lo cual fue necesario que trabajara un solo vendimiador el dia siguiente. ; Cuantas personas componian la cuadrilla?

2. Primos. Supongarnos que X es cualquier numero primo mayor que 3. Demuestra que X2 da de resto 1 cuando se divide por 12.
3. Tinta de imprenta. Para numerar las paginas de un libro grande hacen falta 2 989 digitos. ;Cudntas paginas tiene el libro?

4. Tres naipes. Tres naipes de una baraja estan colocados boca arriba en una fila horizontal. A la derecha del rey hay una o dos
damas. A la izquierda de una dama, hay una o dos damas. A la izquierda de un corazén, hay una o dos picas. A la derecha
de una pica, hay una o dos picas. jPuedes decir de qué cartas se trata?

SOLUCIONES

1. Podemos resolver el problema mediante ecuaciones pero es un camino muy complicado.
Intentaremos representar la situacion:

Finca grande Finca pequefia
x| x | x || %] % | %
3 3 3 3 3 3
1 dia 1 dia 1 dia media cuadrila Sin segar
toda la cuadrilla media
cuadrilla
Superficie finca grande = x Superficie finca pequefa = %

Las condiciones del problema nos muestran que si toda cuadrilla trabajé durante la mitad del dia
en la finca grande y solo la mitad de la cuadrilla el otro medio dia. Entonces la mitad de la

cuadrilla vendimié la tercera parte de la finca grande en medio dia, es decir, % .Luegoenla
finca pequefia durante medio dia vendimiaron el equivalente a la finca grande, es decir, seria
X —2X , . . . X - ~ . ., .

A_ / luego quedo sin vendimiar % de la finca pequefia que la vendimi6 1 trabajador al
dia siguiente.

Si un trabajador vendimia % en un dia y se vendimiaron el campo grande 3X3 mas el

pequefio (3%—%) todos los trabajadores en 1 dia, entonces el primer dia se hicieron:

3Xx (3x 3x) 6x 2x 8Xx X
3 ( 6 6 ] 6 6 6 (6]

Es decir, en la cuadrilla habia 8 vendimiadores.
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2. Hay que ver que x*-1=12.
x-1=3 y x+1=4
o)

x—1:21 y x+1:é
x?-1=(x-1)(x+1) = Alser x primo>3 = )

X —1=12

X+1=12

En cualquier caso, x* ~1=3.4=12

3. Hacemos el siguiente diagrama:

Paginas 1-9 10-99 100999 1 000—1 025
numeradas
Digitos 9 180 2700 100
usados
Total digitos 9 180+9 180+9+2 700=2 889 2 889+100

En total hacen falta: 2 889+ 100 =2 989 digitos.
100 digitos son 25 péaginas, entonces hacen falta 999 + 25=1 024 paginas.
El libro tiene 1 024 paginas.

4. Por medio de ensayo y error dirigido se obtiene:

« Con lainformacién referida a los Reyes (R) y las Damas (D) llegamos a que puede ser RDD o
DRD.

e Con la informacion referida a los Corazones (C) y las Picas (P) llegamos a que puede ser
PCP o PPC.

Juntando los resultados obtenidos llegamos a que la solucién es: Rey de Picas — Dama de
Picas — Dama de Corazones.

30



PAGINA 68

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) T_&:L.;_g c) i_’t:i
6 2 6 X X
b) 3x+2 —iaz d) 2l 2x =1 _i L_L =0
X+ 1 4 6 6 BNE 3
M 2. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) xx+3)=3x-1) fy x¥*-13*+36=0
b) x+1=2 9 W +5¢=4
X
) (x+2)(x-2)=2(x+5) +21 h) 4x*-65x°+16=0
) LK ng ) (A=16)(E+25)=0
3
e) (-5 (K -3)=-1 ) xX+2x-5%x-6=0

M 3. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Halla el valor de m en la ecuacion x* + mx — 24 = 0 sabiendo que una de las raices es 8.
b) Las ralces de la ecuacién x* + ax + b =0son 2 y—3. Halla a y b.
¢) Halla b en la ecuacion 2x* + bx + 50 = 0 para que las dos ralces de la ecuacion sean iguales.

d) Dadala ecuacién x* + 6x = 0, escribe una ecuacién de sequndo grado que tenga como soluciones las soluciones do-
bles de las de la ecuacion dada.

M 4. Descornpén 200 en dos partes de forma que la cuarta parte de la prirmera menos la quinta parte de la sequnda de 32.

B 5. Encuentra un ndrnero de dos cifras sabiendo que estas suman 11 y que si invertimos el orden de las cifras el nimero ob-
tenido excede en 45 al nimero dado.

M 6. La edad actual de Luis es el triple de la de su hija Ma-
ria. Halla las edades de ambos sabiendo que dentro de
16 anos el padre tendra doble edad que la hija.

M 7. En un parking hay 37 vehiculos entre coches, motos y
carniones de 6 ruedas. El nimero de motos excede en
3 al de coches y camiones juntos. Halla el ndmero de
vehlculos de cada clase si en total suman 118 ruedas.

M 8. La diferencia de cuadrados de dos nirmeros pares con-
secutivos es 100. ;Cuales son esos numeros?




SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

6 3
a) X=— b)x=3 c)x=4 d)x=—=
) 5 ) ) ) 5

2. Las soluciones son:

a) 2x(x+3)=3(x-1) < 2x*+3x+3=0 No tiene soluciones reales.
6 2
b) X+1l=— & X°+x-6=0 = x,=2,X,=-3
X
C) (Xx+2)(x-2)=2(x+5)+21 < x’-2x-35=0 = Xx,=7;X,=-5
9 x )
d)———==2 < x°+6x-27=0 = Xx,=3;X,=-9
X 3

e) (X*-5)(x*-3)=-1 < x'-8x*+16=0 = x,=2;X,=-2

f) x*-13x*+36=0 = X,=2X,=-2; X,;=3; X,=—3

2
IX*+5x°=4 = X, == X,=——
9 37773

h) 4x* -65x*+16=0 = Xx,=4;X,=—4; X, :%; x4=—%

) (x*-16)(x*+25)=0 = x*-16=0 = x,=4;X,=—4
) X} +2x*-5x-6=0 = (X-2)(Xx+1)(x+3)=0 = x,=2;X,=—1; X,=-3
3. Las soluciones quedan:

a) Si una de las raices de la ecuacibn es 8, ésta verificara la misma; es decir:
8°+8m-24=0 = m=-5.

b) Silas raices de la ecuacién son 2 y — 3, éstas deben verificar la ecuacion, por lo tanto:

4+2a+b=0 a=1
9-3a+b=0 b=-6
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¢) Las dos raices son iguales si el valor del discriminante es nulo, es decir:
b’-4ac=0 = b*-4.2.50=0 = b=%20

d) La ecuacion x*+6x=0 tiene como soluciones x,=0y x,=-6. La ecuacién que tenga como
soluciones las dobles de las anteriores, x,=0y x,=-12, es: x*+12x=0.

Las dos partes de x e y deben verificar:

X+y =200 R « =160
X Y_ 3 y =40
4 5

= Luegolas dos partes son 160 y 40.

Llamando xy al numero de dos cifras e imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

X+y=11 X=3
y } = = Por tanto elnimero buscado es 38.

(10y +x)—(10x+y)=45 y =8
Llamando x a la edad de Luis e y a la edad de Maria. Se debe cumplir:

x=3y X =48 Lo 5 L 5
= Luistiene 48 aflos y Maria tiene 16 afios.

X+16=2(y +16) y =16

Llamando x al numero de coches, y al numero de motos y z al de camiones. Se tiene que
cumplir:

X+y+2=37 x=12 coches
y=3+x+z; = y=20 motos
4x+2y +62=118 z=5 camiones

Sean los numero pares consecutivos: (2x+2) y (2x). Se debe cumplir:

(2x+2)*-(2x)*’=100 = x=12 = Losnumerosbuscadosson 26y 24.
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PAGINA 69

H 10.

Wi
N2

N 13.

W 14

H 18

M 19.

W 20.

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) Vx2-5=2 d) 3x-3Vx+3=x+3
b) Vxi2—5Sx+3=2x-1 e) VZx-1-V2x-4=3
32
2 2 = —_
O Vx2+9+x2=21 ) Vx+3+ Vet e

El dividendo de una divisién es 1 081. El cociente y el resto son iguales y el divisor es doble del cociente. Halla el divisor.

Los dos catetos de un tridngulo rectangulo difieren en 5 unidades y la hipotenusa mide 25 cm. Calcula los catetos.

. ‘ 34 y
La suma de un NUMero y su inverso es G ; icuanto vale el namero?
El ntrrero de dias que tiene un ano tiene la propiedad de ser el tnico nurmero que es suma de |os cuadrados de tres
nlrneros consecutivos. Ademas, es tarnbién suma de los cuadrados de los dos nlmeros consecutivos a los anteriores.

Demuéstralo.

Resuelve los sistemas siguientes:

x-3 y+1 i
- d i 5 E
a) £ 2 b) { 3 o] [y 23
dy=x+3 ?(X—Z)-!-zy:—s x-5=3@2-y
X2 +y? =160 x—yP=21 X+y=7
d) [x—y:S e) [x+y=3 f) [x-y:—BU

. Halla las dimensiones del rectangulo de 60 crm?® de area y cuya base es 7 cm mas larga que su altura.

. Marta quiere hacer el marco de un espejo con un listén de madera de 2 m, sin que le sobre ni le falte nada. Sabiendo que

el espejo es rectangular y que tiene una superficie de 24 drr?, ;de qué longitud deben ser los trozos que ha de cortar?

. La surna de las dreas de dos cuadrados es 3 250 m? y su diferencia 800 m’. Calcula la rmedida de sus lados.

Dos albariiles hacen un trabajo en 3 horas. Uno de ellos lo haria en 4 horas. Calcula el tiempo que tardaria en hacerlo
el otro solo.

Los estudiantes de 1° de Bachillerato estdn preparando una ex-
cursién. La agencia de viajes les da un presupuesto de 1 620 eu-
ros. En el ultimo momento, dos estudiantes se ponen enferrmos
y, al no poder ir de excursion, el resto ha de pagar 4,80 euros
mas cada uno. ; Cuantos estudiantes habia en el curso?

En un multicine hay dos salas de proyeccidn, una grande en la
cual las entradas valen a 5 euros y otra pequena en la cual el pre-
cio de las entradas es igual al 75% del precio de las mismas en la
otra sala. Un dia en que asistieron al multicine 280 personas se
recaudaron 1287,5 euros. ;Cudntas personas estuvieron en
cada sala?
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SOLUCIONES

9.

10.

Las soluciones quedan:

a) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x*—-9=0; asi las soluciones
quedarian: x,=3; X,=-3

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: 3x*+x-2=0; asi las

. . 2 - - . 2
soluciones quedarian: x,=-1; X, =3 La solucion que verifica la ecuacion dada es X:§'

¢) Operando de forma anédloga a los casos anteriores obtenemos:
Xx*—43x*+432=0 = x1=3\/§; X, --33; Xg=4; X, =—4
Las soluciones que verifican la ecuacion dada son: X,=4; X, =—4

d) Operando de forma anéloga a los casos anteriores obtenemos:

4x?-21x-18=0 = x,=6; X, :—% donde la solucion buscada es: x, =6

e) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: —-1=,/2x—-4 y elevando de

nuevo se obtiene X=E, sin embargo esta solucién no verifica la ecuacion inicial, por lo que

se concluye que no existe solucion.

f) Elevando al cuadrado y operando:

\/x+3+w/x+6=\/3_3 = 3=X+3+/(X+6)(Xx+3) & /X*+9x +18 = —x
X+

Elevando al cuadrado se obtiene: 9x+18=0 = x=-2

Las condiciones del problema nos dan:

1081 |2x

X X

De donde se extrae: 1081=2x*+Xx cuyas soluciones son: x,=23; X, =-23,5.
El divisor de esta division es —47 06 46.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

El triAngulo tiene por catetos x, x—5 y por hipotenusa 25, por lo tanto:
x> +(x=5)°=25" < x*-5x-300=0 = x=20cm

Un cateto mide 20 cm y el otro 15 cm.

Llamando x al numero e imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
x+1=3—4 < 15x?-34x+15=0 = Las soluciones son: xlzg; X, _3
x 15 3 5

La demostracién queda:

(x-1?+x*+(x+1)*=365 = x=11 = Losniumerosson:10,11vy 12.

Los nimeros consecutivos a éstos son: 13y 14 y se cumple 13% +14% =365.

La solucién de los sistemas queda del siguiente modo:

g X3 ¥+ s d) x2+y?=160]  x=-4;y=-12
2 3 1= =2 = - =12;y=4
4y =x+3 y= x-y=8 X=1ey=

y-2_
°) X7 = x=4 e)xz—yzzzl}: x=5

y=—4 X+y=3 y=-2

C) y=2(x+3) - x=-1 ) x+y=7 - x=10;y=-3
Xx-5=3(2-y) y=4 X-y=-30 x=-3;y=10

Llamando x a la longitud de la altura, la base tendra por longitud (7+x). Conocida el area se
verifica:
x(7+x)=60 = x=5cm

El rectangulo mide 5 cm de altura'y 12 cm de base.

Llamando x a la longitud de la base e y a la altura e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos:

2x+2y=20} X=6cm X=4cm
—

0 bien
X-y=24 y=4cm y=6cm
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17.

18.

19.

20.

Llamando x al &area de un cuadrado e y al area del otro obtenemos:

X +y =3250 X =2025n7
=
x—y =800 y =1225n7

De donde el lado de un cuadrado mide 35 my el del otro 45 m.

Llamando x al tiempo que tarda él solo en hacer el trabajo obtenemos:

1 L
+—= = x=12 horas tardaria él solo.
X

Bp
Wk

Llamamos x al nUmero de estudiantes del curso e y a la cantidad de dinero que paga cada uno.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

X-y=1620 - x=27 estudiantes
(x-2)(y +4,8)=1620 y =60 euros paga cada uno

Llamando x al nimero de personas que asistieron a la sala grande e y al nimero de personas
de la sala pequefia; imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

5x+3,75y =1287,5 - x =190 personas enla sala grande
X+y =280 y =90 personas en la sala pequefia.
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PAGINA 70

ACTIVIDADES FINALES

M2

M 23

W 24

Utilizando el método de Gauss, resuelve los siguientes sisternas de ecuaciones lineales:

X+y+2z=2 x—y=1
[§X+;’_41 d) {2x4+3y+52=11 g {y-z=1
X—2)=—
4 x—5y+6z=29 x—z=3
X-y+2z=7 X+4y-8z=-8 X+y+t=6
b) {2x+y+5z=10 e) {4x+8y-7=76 h) {x-t=-1
X+)y—4z=-9 8x-y-4z=110 3x+2y+t=11
x+3y-2z=-1 3x+4y-z=3 X—2y+3z=5
c) {x+z=2 ) {6x—6y+2z=-16 ) {2x-y+z=3
2x+5y=8 xX—y+2z=-6 3x+y—-2z2=0

. La surna de las tres cifras de un ndmero es 7. La cifra de las centenas es igual a la suma de la de las decenas mas el do-

ble de la de las unidades. Si se perrnutan entre sf las cifras de las centenas y la de las unidades, el niimero disminuye en
297 unidades. Calcula dicho nimero.

Un hombre le dijo a su hijo: cuando transcurra la tercera parte de los anos que yo tengo, tu tendrds la mitad de mi
edad actual. 5f, contest¢ el hijo, pero hace sélo 4 anos, tu edad era 11 veces la mia. ;Cudl es la edad actual del hijo?

Las tres cifras de un nurrero suman 18. Si a ese nimero se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, se
obtiene 594; |a cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos. Halla dicho ntmero.

. Las edades de una familia formada por los padres y una hija suman 86 anos. Halla la edad de cada uno de ellos sa-

biendo que la edad de la madre es triple de la edad de |a hija, y las edades del padre y de |a hija difieren en 26 anos.

. Un pais importa 22 400 vehiculos entre motos, coches y todoterrenos, al precio de 4 800, 9 000 y 9 500 euros, respec-

tivamente. Si el total de los vehiculos importados cuesta 168,65 millones de euros, ;cuantos vehiculos de cada tipo im-
porta este pals si de coches importa el 60% de la suma de motos y todoterrenos?

. En un centro hay dos equipos de fathol, A y B. Si del equipo A pasan tres personas al B, en ambos queda el misrmo nu-

mero. En cambio, si del B pasan 7 al A, queda en este un nimero que es el cuadrado de los de aquel. ; Cuantos depor-
tistas hay en cada equipo?
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SOLUCIONES

21. Las soluciones quedan:

ayx=1y=2 Ax=-1y=12=-2

byx=1,y=-2;2z=2 g) Sistema incompatible. No tiene solucion.
c)x=-1,y=2;z=3 h)x=t-1; y =7 -2t. Sistemaindeterminado.
d)x=1y=-2;z=3 Nx=1y=12=2

e)x=16;y=2;z=4

22. Sea el nUmero xyz.

23.

24,

De las siguientes condiciones del enunciado obtenemos el siguiente sistema:

X+y+z=7 X+y+z=7
X=y+2z = Xx-y-2z=0
Xyz —zyx =297 (100x +10y +2z)—(100z+10y +x)=297

Resolviendo el sistema obtenemos: x=4,y=2, z=1
El nimero buscado es el 421.

Llamando x a la edad del padre e y a la edad del hijo obtenemos:
N X X
y*373% X+ 6y =0 x= 48
= =
x—4=11(y-4) x—-11ly=-40 y=28
El padre tiene 48 afios y el hijo 8 afios.
Sea el nUmero xyz.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
X+y+z=18 X+y+z=18 x=9
(100x +10y +z)—-(100z+10y +x) =594 = x-z=6 = y=6
_X+z X-2y+2z=0 z=3
2

El ndmero es el 963.
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25. Llamamos x a la edad del padre, y a la edad de la madre y z a la edad de la hija. Obtenemos:

X+Yy+2z=86 X =38
X—-2=26 z=12

El padre tiene 38 afios, la madre 36 afios y la hija 12 afos.

26. Llamamos x al nimero de motos que importa este pais, y al de coches y z al de todoterrenos.
Obtenemos:

X+Yy+2=22400 X =8500 motos

4800x +9900y +9500z =168,65-10° ; = y=8400 coches

60 z=5500 todoterrenos
y=——(x+2)
100

27. En el equipo A hay x futbolistas y en el equipo B hay y futbolistas.

X-3=y+3 } x =18 futbolistas en el equipo A
=

X+7=(y-7) y =12 futbolistas en el equipo B
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PAGINA 71

H 28.

M 29

M 30.

W 32.

M 33.

W 34

W 35,

M 36.

Los 50 alumnos de 1.° de Bachillerato hacen una
votacién para determinar el destino de la excur-
sién de fin de curso. Eligen entre Italia, Canarias
y Holanda. El nimero de los que prefieren ltalia
duplica al de los que prefieren Canarias y los que
prefieren Holanda constituyen la novena parte de
la suma de los que prefieren los otros destinos.
Halla el nimero de votos que obtuvo cada des-
tino.

En un trabajo actdan tres mecanografas y lo ter-
minan en cuatro dias. Si trabajase solamente la
prirmera, lo terminaria en 12 dias; si trabajase so-
larmente la segunda, lo terminaria en 10 dias. ;En
cuanto tiempo lo terminaria la tercera actuando
sola?

Dos capitales se diferencian en 567 euros. Se sabe que si se colocan a interés simple al rmismo tanto por ciento, el pri-
rmero durante 4 meses y el segundo durante 13 meses, armbos producen el mismo interés. Determina dichos capitales.

. Invirtiendo mil euros en acciones de tipo A y dos mil en acciones de tipo B, obtendriarnos unos intereses totales (anua-

les) de 1 680 euros, y si invertimos dos mil en Ay mil en B, obtenemos 1 560 euros. ;Cuales serfan los intereses si se in-
virtieran 3 000 euros en Ay 5 000 euros en B?

Una empresa recoge papel usado para reciclar, que dasifica en tres tipos: bueno, medio y bajo. Ha realizado tres prue-
bas con diferentes mezclas: en la prirmera han obtenido 4 kg, habiéndose utilizado 2, 3 y 1 kilograrno de cada tipo, res-
pectivamente; en la segunda, con 1, 2 y 3 kg se produce un total de 5 kg; y en la tercera 3 kg con 3, 1y 2 kg. ;Cual es
el rendimiento de cada tipo de papel?

Un grupo de personas se retine para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hornbres, mujeres y nifios. Con-
tando horrbres y rmujeres juntas, su numero resulta ser el triple del nimero de nifos.

Ademas, si hubiera acudido una mujer mas, su namero igualaria al de hornbres. Averigua cudntos hombres, mujeres
y nifos han ido de excursién.

Un ganadero tiene vacas que cormen la misma cantidad de pienso cada dia. Observa que si vende 15 vacas el pienso le
dura 3 dias mas, y en cambio si compra 25 vacas el pienso le dura 3 dias menos. ¢ Cuantas vacas tiene este ganadero?

En cierto colegio, al principio de curso, la relacion del ntrmero de alurnnas al de alurmnos era de &/7. Al finalizar el
curso, habian causado baja, por diversas causas, 40 chicas y el 4% de los chicos, y la relacion era de 15/14. ; Cuéntos
alurnnos de cada sexo acabaron el curso?

En una confiteria envasan los bornbones en cajas de 250 g, 500 g y 1 kg. Cierto dia envasaron 60 cajas en total, ha-
biendo 5 cajas mas de tamaro pequefio (250 g) que de tamafo mediano (500 g). Sabiendo que el precio del kilo de
bombones son 24 euros y gue el irmporte total de los bormbones envasados asciende a 750 eurcs, determina cuantas
cajas se han envasado de cada tipo.
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SOLUCIONES

28. Llamando x, y, z a los alumnos que eligen ltalia, Canarias y Holanda respectivamente e
imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

X+y+z=50 x =30 alumnos prefierenir altalia

X=2y = y =15 alumnos prefierenir a Canarias

. y z=5 alumnos prefierenir a Holanda
3

29. Llamamos x al tiempo que invertiria la tercera ella sola. Obtenemos:

1.1 .1
X

el :1 = x=15 dias tarda la 32
12 10 4

30. Llamando x e y a los capitales, obtenemos:

X -y =567

4 ¢ 13 X—-y =567 } - x=819 - Luego los capitales pedidos
X-r-4 y-r-

B 4x-13y = =252 nde 819 euros y 252 euros.
1200 1200 x—-13y =0 y =25 sonde 819 euros y 252 euros

31. Llamando x al interés que produce cada accion tipo A e y al que produce cada accion tipo B,
obtenemos:

1000x +2000y =1680 N x=0,48 euros N Luego 3 000 euros entipo A y 5000 euros
2000x +1000y =1560 y =0,6 euros en tipo B producen 4 400 euros.

32. Llamando x al rendimiento que produce el tipo bueno, y al de tipo medio y z al de tipo bajo,
obtenemos:

2X+3y+z=4

3X+2y+3z=5; = x:z; yzi; z:£
9 9 9
3X+y+2z=5

33. Llamando h al nimero de hombres, m al de mujeres y n al de nifios, obtenemos:

h+m+n=20 h=8 hombres
h+m=3n = m=7 mujeres

m+1=h n=>5 nifos
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34. Llamamos v al numero de vacas que tiene el ganadero y t al tiempo en dias que le dura el
pienso para sus vacas. Obtenemos:

v-t=(v-15)-(t+3) v =75 vacas .
= = Luego el ganadero tiene 75 vacas.

v-t=(v+25)(t-3) t=12 dias

35. Llamamos x al nimero de alumnas que habia al principio del curso e y al nimero de alumnos.
Obtenemos:

~ | oo

- x =400 alumnas
0 15 y =350 alumnos

0,96y 14

X
y );, = Luego finalizan el curso 360 chicas y 336 chicos.

36. Llamamos x al numero de cajas de 250 gr, y al de 500 gr y z al de 1 00 gr. Obtenemos:

X+Yy+2=60 x =25 cajas pequefias
x=y+5 + = y=20 cajas medianas

(0,25x +0,5y +2)-24=750 z=15 cajas grandes
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ACTIVIDADES FINALES

M 37

H 38.

M 39

H 40.

W41

W42

W 43.

W 44,

Resuelve las siguientes ecuaciones:

aj i(2)(—4}—M=x+2
4 3
=it
b) ——=0
) x 1

A2 +8-x—6)=0

d) (P-2)(* +2)=12

Resuelve los siguientes sistemas:
X+3y 3x+y 1

a) 3 2
2)(:3—:"}/
X+y=9

b {x 3
6 y

Una casa rural dispone de 27 camas en ha-
bitaciones dobles y sencillas. Halla el nd-
mero de habitaciones de cada tipo si en to-
tal son 16 habitaciones.

El perfrmetro de un jardin rectangular es 36 m.
Si se aurnentan sus lados en 2 metros cada
uno, el area aurmenta en 40 m?. Halla las di-
mensiones del jardin.

La suma de tres ndmeros es 98. La razoén
del prirmero al sequndo es %y del segundo

5 3
al tercero A encuentra los nurreros.

e) 2x° + 3x*— 2x> = 3%

) —x*+9x=9

g) V2e-4=1+Vx2-3

-2 =xt-
-1
x_ y _ z
q Za e
X+y+22=150
2x-3y=6-z
d) ¢3x-5z=-4-2y
Z—by=9-4x

La suma de las areas de dos cuadrados es 673 m? y su diferencia es 385 m’. Halla las longitudes de los lados de los cua-

drados.

A la proyeccion de una pelicula asisten 500 personas, de las cuales algunas pagan la entrada a 9 euros, otras son jubi-
ladas y pagan el 20% del precio de la entrada, y los nifios que asisten pagan el 50% del precio de la entrada. Sabiendo
que el namero de jubilados es doble del de personas que pagan la entrada completa y que en total se han recaudado
2115 euros; halla el nirmero de ninos que ven la pelicula.

En una finca hay 22 arboles entre manzanos, ciruelos y perales. El doble del nimere de ciruelos mas el triple del nu-
mero de perales es igual al doble del nimero de manzanas. Halla el nimero de arboles de cada tipo si se sabe que el

numero de ciruelos es la mitad del de manzanos.
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SOLUCIONES

37. Las soluciones quedan:

a)x=6 e)x=0; x=1, x=-1y x:—%
byx=2 y x=-2 fix=1

C)x=—2y x=3 gx=2y x==-2

d)x=2y x=-2 hyx=+3 y x=—+/3

38. Las soluciones de los sistemas son:

39.

40.

3 3
AX=——; Y=— c)x=20; y=30; z=50
) = ) y
b)x=3; y=6 o0bien x=6; y=3 d)x=3; y=1,z=3

Llamando D al numero de habitaciones dobles y S al de sencillas obtenemos:

D+S=16 D =11 habitaciones dobles
2D+S=27 S =5 habitaciones sencillas

Llamando x, y a las dimensiones del jardin e imponiendo las condiciones del problema
obtenemos el siguiente sistema:

2X+2y =36
(x+2)(y +2)=xy +40

Este sistema tiene indefinidas soluciones, todos los valores de x e y que verifiquen la siguiente
expresion: x+y =18 con xe(0,18) e ye(0,18).

41. Sean x, Y, z los tres nimeros. Obtenemos:

X+y+z=98

45



42. Llamamos x, y a las areas de estos cuadrados. Obtenemos:

X+y=673 =529 m? :
y } - mo Luego los lados de estos cuadrados miden 23 my 12 m.

X —y =385 y =144 m?

43. Llamamos x a las personas que pagan la entrada a 9 euros, y a los jubilados y z a los nifios.
Obtenemos:

X+Yy+2z=500 x =150 paganla entrada a9 euros
y=2x = y =300 son jubilados
9x+18y+4,52=2115 z=50 sonnifos

44. Llamando X, y, z al nimero de manzanos, ciruelos y perales respectivamente. Obtenemos:

X+y+z=22 x=12 manzanos
2y +3y=2x ; = y =6 ciruelos

X z=4 perales
y ZE
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Unidad 4 — Inecuaciones y sistemas

PAGINA 75

cuestiones iniciales

1. Dos segmentos miden 10y 15 cm, respectivamente. ;Qué dimensio-
nes puede tener un tercer segrrento para que forme tridngulo con los
anteriores?

2. Ladesigualdad 25 = 15 es verdadera. Estudia si son verdaderas las de-
sigualdades siguientes:

a) 25+5=15+5 c)25-4>15-4 e} 25(-3)>15(-3)
b) 25-6>15-6 d) 25/5>15/5 f) 25/(-5) > 15/(-5)
3. Comprueba si los valores que se indican son soluciones de las inecua-
ciones carrespondientes:
a) x=3, x=4, x=5 de x>+ 3x> 30
b) x=-2, x=6 de x+2<8-x
2x +3

) x=0, x=2 de =1
x=1

d) x=0, x=1 de M>‘|—
x—=2 2

4. Un vehiculo se desplaza en linea recta con una velocidad superior a
75 m/s e inferior a 110 m/s. ¢Entre qué distancias se encuentra el moé-
vil al cabo de dos horas?

SOLUCIONES

1. La medida del tercer segmento debe estar entre 5y 25 cm.

2. En cada uno de los casos:

Son verdaderas las desigualdades: a), b), c) y d).
Son falsas las desigualdades: e) y f).

3. En cada uno de los casos:

a) Los valores de x=3 y x=4 no son soluciones de la inecuaciéon dada. Sin embargo, x=5 si
lo es.

b) El valor x=-2 es solucién de la inecuaciéon daday x=6 no lo es.
¢) El valor x=0 no es solucién de la inecuacién daday x=5 si lo es.

d) Los valores x=0, x=1 no son soluciones de la inecuacion.

4. Entre 540 kmy 792 km.
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B Practica lo dicho anteriormente con los siguientes problemas

1. Relaciones familiares. Por ahf vienen nuestros padres, padres de nuestros hijos, maridos de nuestras madres y nuestros
propios maridos. ¢ Es esto cierto?

2. Animado baile. Cuarenta y dos personas toman parte en un baile. Durante la velada, una prirnera dama baild con sie-
te caballeros; una sequnda, con ocho; una tercera, con nueve; y asi sucesivarnente hasta la Gltima, gue bailé con todos
los caballeros. ; Cuantas damas habia en aquel baile?

3. La perra Cati. Luis va todos los dias desde su casa a la sierra mdas cercana, que dista 1,5 km. Va acompafado de su perra
mastina Cati, que va corriendo a la sierra. Cuando |a perra llega a la sierra, vuelve con Luis y asi sucesivamente, hasta que
Luis llega a la sierra. Luis camina a 6 kmn/h y Cativa a 16 kmn/h. ¢ Cuantos km recorre Cati?

4. La edad de Astérix. ;Qué edad tenfa Astérix en el afo 2000, sabiendo que esa edad es igual a la suma de las tres dlti-
mas cifras de su afio de nacirmiento?

SOLUCIONES

1. Sipuede ser cierto; se trata de dos padres que se han casado cada uno con la hija del otro.

2. Diremos que:

4.

a, =7+(n-1)-1=n+6
Ademas sabemos que a, +n=42 = n=18 damas.
a, =42-18=24 caballeros.

Habia 18 damas y 24 caballeros.

Luis tarda 15 minutos en llegar a la sierra.
La perra, por lo tanto, ha estado moviéndose durante 15 minutos.

Por tanto ha recorrido: 16 kr%:4=4 kildbmetros.

Diremos que:

2000-19xy =9+x+Yy
2000-(1000+900+10x+Yy)=9+ xX+Yy
= 1Ix+2y=91 = x=7 y=7

Es decir, Astérix naci6 en el afio 1 977
y en el afio 2 000 tendra 23 afos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Comprueba silosvalores x=-2, x=-1, x=0, x=1 y x =2 son soluciones de las inecuaciones siguientes:
2x+3

a) 3-x<2+5x d)?sz g) x(x+4) <2
b) 14x>2-3 ) 2213 h) G+ 27 >9
+Xx>2-3x 953 > +2)7 >
x+1 2 L _x-1P-6
X -2x+8<0 ) %15 >3 i} 7322 >
M 2. Resuelve |as siguientes inecuaciones:
8 +x
a) 2(3x-3)>6 ) 2x+3)+3x-1)>2x+2) e) 2(3+x > 3
3x-3 Ax+ 8 X x+1 1 —5x
b) 3(3-2x<2(3+x d) B -7 <7 —3x f) 3 —-3x2> 3 +4
M 3. Asocia a cada inecuacién su conjunto de soluciones correspondientes:
1y X <oy a) (-9, +29)
2)3x-7>x-1 b) (~e=, 6]
3) K6 x43 ¢ - :
9
4)2(x-3)<x dx>3 N

M 4. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

—=X
1- 2-3 — _
a) X< X 9 5x-7>5-x e) 3 2
3+x<2+5x x+1<x-1 4x—27x—‘l>x
4 3
x+%<3 %+%>8 %—%cz
b) d) f)
4-2x X 4x X X
x< === =k ———>-6
5 2 9 3 5
M 5. Asocia, de forma razonada, las siguientes soluciones con sus sistemas correspondientes:
a) [2x-3<4x-5 b) [x<3 o [ -2x<-6
X+,|>7x—2 X+b6=6 xz0
2ix+ 1) =2x -1<x
i) (3, +o0) i [=2, 0] i) (1, 2)

M 6. Juan tiene la costumnbre de subir |a escalera de su casa saltando los escalones de 2 en 2 y la baja con saltos de 3 en 3. No
recuerda con exactitud cuantos saltos da entre la subida y la bajada: entre 45 y 50. ; Cuantos escalones tiene la escalera
de su casa?

[l 7. En un concurso organizado en el aula, una de las pruebas consiste en tirar una moneda 20 veces. Si sale cara al jugador
se le asignan 10 000 puntos y si sale cruz, 6 000. jCuantas caras y cruces han podido salir si se sabe que ha ganado me-
nos de 176 000 puntos?

M 8. Un vendedor recibe una cantidad fija al mes de 600 euros, ademas de un 5% de las ventas que realice. ; Qué cantidad
debe vender para tener un sueldo mensual comprendido entre 1 200 y 1 500 euros?
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SOLUCIONES

1. Los resultados pueden verse en la tabla que sigue:

Inecuaciéon X=—2 Xx=-1 x=0 x=1 X=2
a) no no no Si si
b) no no no Si si
c) no no no no no
d) si si si no no
e) no no no no no
f) no no no no si
0) si si no no no
h) no no no no si
i) no no no no si
2. Las soluciones quedan:
a) 2(3x-3)>6 < 6x-6>6 < 6x>12< x>2
3

b) 3(3-2x)<3(3+x) < 9-6Xx<6+2Xx < -8x<-3 < x>§

C) 2(x+3)+3(x-D)>2(x+2) < 2x+6+3x-3>2x+4 < 3x>1 < x>%

3x—-3 4x+8 X

d)
5 2 4
e) 2(3+x)>8+X & 6+2x>8+x
f x+1_3X21—5x
2
3. Las asociaciones quedan: 1 — ¢) 2 —>d)

4. Los sistemas quedan:

1
) {1—x<2—3x {2x<1 X<3

34+ x<2+5x _ax<-1 <
X>Z

———<—-3X < 12x-12-40x-80<5x-60x < 27x<92 & x<3,/41

< 18+6X>8+X < Bx>-10 <& x>-2

23

+4 < 3x+3-18x>2-10x+24 < -5x>23 < XS—?

3—>a) 4 — b)

2 » _ 11
= Lasolucibneselrango: xe|=,=
1 4 2
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14

x+£<3 14 X<—
5 X<— o ) 4
b) o 5 o = Lasolucibneselrango: x e [—oo,—J
4-2X 7
X< 5x<4-2x X>—
5 7
) SX=7>5-X 6x>12 [X>2  _ Ejsistemano tiene solucion
3x+1<x-1 2x<-2 x<-1 '
5+£>8
3 5 5x+3x>120 x>15 L )
d) 5_4_x>5 & {9x—8x>90 %290 = La soluciénes elrango: x e (90,+x)
2 9
x_—l_x+3<x X>_11
S 2 = 2X —2-3x-9 < 6X —7x<11 =7 -
4x—2_x_—1 12x-6-4x+4>12x 4x > 2 x<—£
4 3 2
., 1 1
= Lasolucibneselrango: x {—7,—5}
X X
577<2 7x-5x<70 x <35 .
f) X X . = {5x—3x>—90 {x>—45 = Lasoluciéneselrango: x e[-45,35]
3 5

5. Lasolucién es: a)con iii)); b)con ii); c)con i)

6. Llamando x al nimero de escalones, tenemos:

45< %X %50 o 45<5?X<5o o 9<%<1o o 54<x<60

El nimero de escalones esta comprendido entre 54 y 60.

7. Llamando x al nimero de caras y (20— x) al nimero de cruces obtenemos:

10000-x+6000:(20-x)<176000 = x<14 = ElIméximonumero de caras conseguido es 14.

8. Llamando x a la cantidad que debe vender cumple:

1200<600+0,05-x<1500 = 12000<x<18000

Debe vender una cantidad entre 12 000 y 18 000 euros.
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M 9. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a)=¢ +3x+10<0 O x+17-8+4=20 e) X - 11+ 10x<0
2
b) 9% — 6x + 1> 0 g K= ATx+2 X0 X =150
3 15 3
M 10. Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) E =0 o) i <0 e)1—>‘l
x=2 x=2 X
37X <o 92225y px*tl L2<0
X+3 X+3 x=1

M 11. ;Qué numeros reales verifican que su cuadrado es menor que su cuadruplo?
M 12. Sin hacer la representacion grafica, estudia para qué valores de x la funcién f(x) = —x* + 4x es positiva.

M 13. Deseamos constuir un cuadro metalico de forma cuadrada. El interior del cuadrado es de acero que vale a 150 euros
el metro cuadrado y el marco de cobre cuesta 30 euros el metro. ; Qué longitud tendra como maximo el lado del cua-
drado si no disponemos de mas de 620 euros?

M 14. Estudia en cada una de las siguientes inecuaciones si los puntos que se dan son o no soluciones de la misma:

a)3x+2y>5; A(1,2),B(-1,2),C(=2, 1)y M (0, 0)

b) 4x + 3y < -2; D 1—,1 L _i,—1 NG _l,o y G _3,1—
4 2 2 4 3

M 15. Resuelve las siguientes inecuaciones:

ajx-2y<0 b)5x—2y =23 Q-2x-y>12

M 16. Busca el conjunto solucién o regién factible en los siguientes sistemas:

y=5
X+y<0 x-3y<2 x<3
a N C e)
—x+y>0 y+2>0 ey
xX<y+2
2Xx—-y=2-3 y=>x-1 Xx=1-y
b) X+y<2 x20 ir<2
) v<4 x>=2

2Xx<5-y

B 17. Escribe los sisternas de inecuaciones que representan las regiones rayadas siguientes:

a) ¥ b) |v ) ¥ d) _|¥

] Aa -1 E 1 1\2 X
: / e ' %
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SOLUCIONES

9. La solucién en cada caso es:

a) -x*+3x+10<0 = x*-3x-10=0 = La solucién queda: (-, 2]U[5,+ =)
b) 9x*-6x+1>0 = (3x-1°>0 = La solucién queda: R—{%}

c) (x+1)*-8x+4>0 = x*-6x+5>0 = La solucién queda: (—o,1JU[5,+x)
(x-1° 11x+2 x*-1
+ <

3 15
e) x*-11x*+10x<0 = La solucién queda: (—»,0]U[1,10]

d) = x+12<0 = La solucién queda: (—o,—12)

f) x*-1>0 = La solucién queda: [1+ =)

10. Las soluciones quedan:

a) Solucion: (2,+«) d) Solucion: (-3,3]
b) Solucion: (—w0,—3)U[3,+ ) e) Solucion: (0,1)
c) Solucién: (2,+ ) f) Solucion: (%1}

11. Todos los nimeros x que verifiquen x*<4x, es decir, los valores del intervalo (0,4).
12. Todos los nimeros x que verifiquen —x*+4x>0, es decir, los valores del intervalo (0,4).
13. Llamando x al lado del cuadrado obtenemos: 150-x*+30-4x<620.

Las soluciones son los valores de x que estén en el intervalo (-2,47;1,67). Luego la longitud
maxima del cuadro es de 1,67 metros.

14. Las soluciones de las inecuaciones son: a) El punto A b) Los puntos E, Fy G.
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15. Las soluciones son las regiones rayadas.

a) x—2y < 0 VA
21 .
14 .
o] 2 4 X

c) 2x-y > 2 Y A

[&]
=<y

b) bx-2y = 3 Y A
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16. En cada uno de los casos queda

a C e
) Kty=0 ) ) 4
::X}
1t +—t++++t+>» f > .iiyiiiii::
1l y+2=0
X+y=2 ::
—X+y:0
b) f) A
4 y=2
N
——+—> ——— t
x=3 X=-2 ::

17. Los sistemas de inecuaciones son:

x>0
1 3 1 y>-3
X>— X< X<—
a) b) c) d){y<-1
xX<3 y>-3 y>1
X+2y <2
y<-1
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TIVIDADES FINALES

M 18. Encuentra los vértices de las regiones factibles solucion de cada uno de los siguientes sistemas de inecuaciones:

x-y>0 y<2
a) ¢ y>0 y=-1
X+y—-6<0 9 x<0
X—-y+3>0
yz-4 X+2y<12
by { x—y+1>0 y>x
x+y+1<0 el x>0
y=0

M 19. En el dibujo esta representada la region factible que es solucién de un sistema de inecuaciones.
Busca el citado sistema y halla los vértices de esta regién factible.

Y

M 20. Halla el rea de la parte del plano que curnple las condiciones: [ : —

y=>x, x>-5 -2<y<2

M 21. Un quiosco vende boligrafos a 0,2 euros y cuadernos a 0,6 euros. Llevamos 2 i &=
euros y pretendermos cornprar los mismos cuadernos que bolfgrafos por lo
menos. ¢Cudl sera el maximo nurmero de piezas que podemos comprar? : i .
M 24. Entre dos cofres tienen mas de 10 monedas. El nimero de monedas del cofre
rojo disrrinuido en 6 es inferior al triple del nimero de rmonedas del otro cofre. {Cuadntas monedas puede contener
cada uno de estos cofres?

M 22. La edad de un padre es 30 afios mayor que la de su hijo. ¢Para qué edad del
hijo la edad del padre supera en 6 afios el doble de la del hijo?

M 23. Con un cordel de 8 m queremos rodear un tridngulo isésceles. ;Qué medida
puede tener este triangulo?

M 25. En un campeonato de mus, cada partida ganada vale 2 puntos y cada partida perdida, 1 punto; ademas, no puede ha-
ber ernpates. A una pareja le faltan diez partidas por disputar. Para consequir dicho campeonato tendran que lograr
un minirno de 16 puntos. ;Cudntas partidas han de ganar?

M 26. Mezclamos azlcar de 2 euros/kg con otra de 3 euros/kg, y queremnos obtener una mezcla de calidad intermedia cuyo

precio no sobrepase las 2,6 euros/kg. Para conseguir 60 kg de esta calidad intermedia, qué condiciones deberan cum-
plir los pesos de |as dos clases rezcladas?
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SOLUCIONES

18. En cada caso quedan:

a) (0,0); (0,6); (3,3) c) (-4,-1);(-1,2);(0,2);(0, -1)

19. El sistema y los vértices quedan:

5x-2y>-15
X+y<4} = Los vértices son:(-15);(-5,—5);(4,0)
5x -9y <20

20. El célculo sobre el recinto queda:

v>x, x>-b, -2<y<2
e
yv=x
x=-5
12 y=2 . .
El area del recinto es de
18 unidades cuadradas.
5 0 X
__2 = —2

21. Sean x e y el numero de boligrafos y cuadernos, respectivamente, que podemos comprar. Se
debe cumplir:

Y
Al x>0 Las soluciones son el conjunto
] y>0 de pares enteros dentro del recinto
X+ 3y =10 X<y = rayado. Es decir :
"3 0,2x+0,6y <2 (0,1) (0,2) (0,3) (11) (1,2) (1,3) (2,2)

22. Para que se cumplan las condiciones del enunciado el hijo debe tener 24 afios como minimo.
Este resultado satisface al sistema que se obtiene del enunciado, llamando P a la edad del
padre y H a la del hijo:

P-H>30

= H>24 afios
P=2H+6
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23. Llamando x e y a los lados del triangulo, debe cumplirse:

x>0 . , L, .

Las medidas seran las coordenadas de la regién de soluciones del
y>0 sistema de inecuaciones anterior. Estas aparecen a continuacion en la
2x+y<8 region sombreada.

24. Llamando x al numero de monedas del cofre rojo, e y al nUmero de monedas del otro cofre.
Dichas cantidades deben cumplir el sistema:

x>0,y>0 Las soluciones del problema son las coordenadas
X+y>10 enteras de los puntos que aparecen en la region

x -3y <6 marcada en el siguiente diagrama.

25. Llamamos x al niUmero de partidas ganadas; se debe cumplir:
2-x+(10-x)-1>16 = x=6 = Portantohade ganar masde5delas10 partidas.

26. Se debe cumplir: 2-x+3-(60-%)<2,6-60 = x>24

Por tanto deben mezclarse 24 o mas kilos de 2 euros/kg con 36 0 menos kilos de 3 euros/kg.
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Unidad 5 — Logaritmos. Aplicaciones

PAGINA 93

cuestiones iniciales

1.

Un fabricante incrernenta el precio de sus productos en un 5% anual.
Actualmente, uno de sus productos cuesta 15 euros. ¢ Cudnto costara
este producto dentro de 3 anos? jCuédnto costaba hace 2 afos?

. ¢A qué rédito anual heros de colocar 120 euros para que en 6 tri-

mestres se conviertan en 150 euros?

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 8=32 b) 3 9" =9 9 (%)zﬂ

. Los bulbos de algunas flores se triplican en la tierra cada afo, es decir,

si sembrarnos 1 bulbo, al final del afio tendremos 3 bulbos en |a tierra,
y asi sucesivamente. Suponiendo que no sacamos los bulbos de la tie-
rra, responde a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cuantos bulbos tendremos al cabo de 8 anos?

b) ¢Cuantos afios han pasado si tenemos 1594323 bulbos en la
tierra?

SOLUCIONES

1.

La solucién en cada caso queda:

3
Al cabo de 3 afos costara 15-(18—2) =17,36 euros.

3 105\
Hace 2 afios costaba 15- m =13,61 euros.

Los intereses que han producido son 30 euros, por tanto:

12016

O=—— = r=50% = Elréditoesdel50%.

1200

En cada uno de los casos queda:

« 8°=32 = X=E
3

¢ 3¥.9=9° = 3¥=3° = x=2

5 - Gy -
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4. En cada uno de los casos queda:

a) Al cabo de 8 afios tendremos 1-3° bulbos =6561 bulbos.

b) El célculo de los afios queda: 3*=1594323 = 3*=3"

— x=13 afios han pasado.
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B Practica la fase de busqueda de estrategias en la resolucién de los siguientes problemas:
1. Producto de cuatro enteros. Observa las siguientes igualdades:

1-2-3-4=5"-1; 2-3-4.5=11"-1; 3-4.-5-6=19"-1

v ¢ Serd siempre cierto que el producto de cuatro enteros consecutivos es un cuadrado per-
J fecto menos uno?

2. Naves hacia Venus. Los cohetes A y B marchan hacia Venus a una velocidad de
50 000 kmn/s, formando sus trayectorias hacia dicho planeta un angulo de 60°. En un
instante dado, hallandose ambos a 3 000 000 de km de Venus, A emite una senal de
radio {velocidad de esta 300 000 krn/s), que una vez alcanzado B, es devuelta por este
hacia A. Este nuevamente la reenvia y asi sucesivamente, hasta gue ambos cohetes lle-
\ gan al planeta. Halla la distancia recorrida por las sefiales radio eléctricas desde su emii-
B sion hasta ese momento.

3. A buen fin, mejor principio. ;En qué cifra termina 7%°"*2

SOLUCIONES

1. Veamos si el producto de cuatro nimeros enteros (x-1)x(x+1)(x+2)es un cuadrado perfecto
menos una unidad.

(X=X (x+1) (x+2)=x"+2x>—x*-2x
= Luego (X-1) X (X+1)(x+2)=(x*+x-1°-1
(X*+x-1° =x"+2x°-x*-2x+1

2. Ambos cohetes tardan M:eso segundos en alcanzar Venus. Durante este tiempo la

50000
sefal, en sus idas y venidas ha recorrido: 300000-60=18000000 km.

3. Planteamos lo siguiente:

=7 — termina en 7
7?=49 = termina en 9
7°=343 = terminaen 3
74=2401 = terminaenl
7'=16807 = terminaen?

Por tanto hay cuatro terminaciones distintas que se repiten ciclicamente; de modo que:

83578 |4

R=2 20894

Es decir, 7%*"®termina en el mismo nimero que 77, es decir, termina en 9.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Calcula los siguientes logartimos:

a) log. 5 o) log,s 5 e) log,, 64
b) logs 25 d) log, 64 f) logy; \B/Z

M 2. utilizando la definicién de logaritmo, calcula x en cada uno de los apartados:

a) log, 1000 =3 o) log, x=3 e) log, 32 =-5
b) log, 27 =x d) log, 11_6=X f) logx=2
M 3. Halla, con ayuda de la calculadora, los siguientes logaritmos:
a) log 7 d) In5 g) log (1,5 - 10%
1 1
b) log — e) In — h) In(2,3-107
) log = ) - ) In )
d log 12 ) InV5 D In(7-107%)
M 4. Calcula el valor de las siguientes expresiones, sin hacer uso de la calculadora:
a) log, 24 —log, 3 ) log; 45 —log, 3 + log; 81 —log; 15 €) ;—Iog2 36 + log, ;—
b) log; 3 + log; 4 + log, 18 d) 2 log; 10-log; 4 f) w

B 5. Expresa como un solo logaritmo cada una de las siguientes expresiones:

a) 2log, M -3 log, N c)%logM—%logN
b) INnM+2InN=InP d)%lnM—InN—%lnP
M 6. Halla el valor de x en cada caso, aplicando las propiedades de los logaritmos:
a) logx =log 75 -log 3 9] Inx:InB—%\nQ
b) logx=4log3+3log4 d) Inx=;—ln35+3ln2—ln9
M 7. Expresa los siguientes logaritrmos como cocientes de logaritmos decimales y halla sus valores con la calculadora:
a) log, 5 Q) logyz 0,6 e) Iogolzsé
b) logs 2 d) log, (6 ) logys %
M 8. Sabiendo quelog 2 = 0,3010y log 3 = 0,4771, calcula:
a) log 6 e) log 300 i) log; 9
b) log 5 f) log 0,5 j) log 0,03
) log 12 g) log, 2 k) log 1 200

d) log 18 h) log, 27 l) log 0,45



SOLUCIONES

1. Las soluciones quedan:

a)l b) 2 C) = d)3
2. En cada caso queda:

a) x=10 b) x=3 c) x=8
3. En cada caso queda:

a) 0,85 b) - 0,3010 c) 1,08

f) 0,805 g) 8,18 h) 16,95
4. En cada caso queda:

a)3 b) 3 c)4 d)2

5. En cada caso queda:

2 2 % %
a)kgzﬂ%?J MIn(M%P j c)bg{%%zJ dﬂniéwp%

6. En cada caso queda:

a) x=25 b) x=5184 c) x=1

7. En cada caso queda:

loghs log2

a) =2,32 b) =0,43
log2 loghs
d) 2'|09620185 G)Mzoﬁs
log3 —log4

2
_ fl_Z
e)-3 ) 3
1
d) x=-4 e)x_E
d) 1,609 e) -139
i) —9,57
e) 195 f) 6

log0,6
log0,3

(%)
og(%3)

c)

=0,42

=0,55

f) x=100
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8. Las soluciones son:

a) log6=Ilog2+log3=0,78

b) log5=log10-log2=0,70

c) logl2=2-log2+log3=108

d) logl8=log2+2:log3=126

e) log300=Ilog3+log100=2,48

f) log0,5=logl-log2=-0,30

log2
log, 2=——=0,63
9) log, 093

3-log3
h) log, 27 =
) log, g2

: 2-log3
i) log. 9= =136
) log, 095 1

=4,75

j) log0,03=log3-log100=-152

k) log1200=log12 +l0g100=3,08

) log0,45=2-log3-log2-logl0=-0,35
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B 9. Unempresario incrernenta el precio de sus productos en un 5% anual. Actualmente, uno de sus productos vale 1,8 euros.
Contesta a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cuanto costara el producto dentro de 4 anos?
b) ¢Cuanto costaba hace 4 anos?
c) ¢Cuantos afos han de pasar para que el precio actual del producto se duplique?
B 10. El servicio de control de calidad de una gran empresa que fabrica cierta marca de televi-

sores ha comprobado que el porcentaje de televisores que sigue funcionando al cabo

T
de t afios viene dado por la funcién f{t) = &2 5

a) ;Qué proporcion de televisores siguen funcionando después de 5 afos? ;Y después
de 15 afos? ;Y al cabo de 20 afos?

b) ¢Cudnto tiernpo debera transcurrir para que funcionen el 40% de los televisores
fabricados?

M 11. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

2l {Eara— ot x f) 441 42432320 =0
b) 3*.9"=9° g 22l o=
0 2F=8% h) 9°—2-3"*24+81=0
iz tn ot g ) 5°+1=10+3 . 57
8 66 =7 ) 2% =4

M 12. Resuelve |os siguientes sistemas:

) [Zr2=6 a 2+5=9
Z-2=2 225+l =g
3+3=36 F=3

b d

) [ 37 =243 ) [4*-4'}‘:255

M 13. Resuelve las siguientes ecuaciones logarftmicas:
a) 2 log, x—log, (x— 16) =log, 4 d) (@ ~-5x+9)log2+log125=3
b) logx =1 + log (22 — x) &) In2x-3)+InG-x)=In5
c) 2log(5x+4)—logd=logx+4) f) Inx=In2+2Inx-3)

B 14. Resuelve los siguientes sistemas:

X
a) [Iog3x+ logsy=0 9 log (?) =1

X =3
T logx+logy=3

b) X—y=11 d logx—logy=3log5
logx—logy=1 logx +log y=log 5



SOLUCIONES

9.

10.

11.

En cada apartado queda:

a) El producto dentro de 4 afios costara: 1,8-1, 05*=2,19 euros.
b) Hace 4 afios costaba: 1,8-1,05™ =1,48 euros.
¢) Llamando t al nUmero de afios que han de pasar obtenemos:

log2

3,6=18-1,05" = 2=105" = Tomando logaritmos: t=
log1,05

Por tanto, han de pasar casi 15 afios.

En cada apartado queda:

5
a) Al cabo de 5 afios funcionan [SJ =0,55, el 55% de los televisores.
8 15
Después de 15 afos: [5} =0,17, es decir, el 17% de los televisores.

20
Al cabo de 20 afos: (g) =0,09, es decir, el 9% de los televisores.

b) Deberian pasar t afios y se debe cumplir:

t
(gj =04 = t= Iogoé4 =7,8 = Deberan pasar casi8 afios.
log| —
g(9j
La soluciéon de cada ecuacion es:

a)1281=2""2 = x =9 y x,=-1

b) 39" =9° = 3¥=3° = x=2

c)27=8" = 27=2"% = X=%

d) 2* +2¥7 422 =7 = 2°4+2.2°+4.2°=7 = 2=1 = x=0

€)6 7 +6"=7 = 6£X+6X=7 = =0y x,=1

f) 414253 _320=0 = 4.2%%48.2-320=0 = 2% +2.2X-80=0 = x=3

()

g) 2" +2¢142% =1 = 2* +2—+2—:l - o2 x=—-1=_0,81
2 4 7 log2
h) 9*-2-3*?4+81=0 = 3*-18-3*+81=0 = x=2

=14,21 afos.
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) 5*1=10+3-5* = 5-5X=10+;—§ = x=1

J) 2><2—5>< :64—1 .

12. Los sistemas quedan:

=

=
2X-_2Y=2 2y =2

a) 2 +2 =6}
b) 3*+3' =36
3 =243

C) 2*+5Y =9
2x+2_5y+1=_

d 3¥=3 X=

) - y
4% .4Y =256

13. Las soluciones quedan:

X2

X—-16

a) Iogz[ }:Iogz4 =

b) logx =log [10-(22-x)]| =

c) log

(5x+4)2
-

d) IOg _2x2,5x+9 125]:|0g1000 = 2x275x+9 =8 =

2)(275)( — 276

2" =4 X

} = Haciendo 3=
3)’

2"+5" =9
= =
9 4.2°-5.5 =—9

=
X+y=4

=log (x+4) =

= X=2 Yy X,=3

a a+b=36 a=27 y b=9 = x=3;y=2
obtenemos =
a-b=243 a=9 y b=27 = x=2;y=3
2" =4 X=2
=
5 =5 y=1

Il
NN

x=10(22-x)

(5x+ 4)2 ~

=X+4 =

= x=20

=4 = Notiene solucionesreales

9
e) In[(2x-3)-(5-x)]|=In5 = (2x-3)(5-x)=5 = X1:4'X2:Z

2

f) Inx:ln[z-(x—S)z] = x=2:(x-3) =

X, =

%;XZ:Z
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14. Los siguientes sistemas quedan:

a) log, x +log, y =0
X+y=3

b) x?—y?=11
logx—log y=1

C) Iog[ijzl
y
logx +logy =3

d) logx+logy=3log5
logx—logy =log5

f=

x-y=1
X+y=3
x*-y?=11
X_10
y

logx—logy =1
logx+logy =3

logy = log5;

x=2,62; y=0,38
x=0,38; y=2,62

10
X =

N 3

y-L
3
logx=2; x=100
logy=1; y=10

logx= 2log5; x=25

y=>5
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TIVIDADES FINALES

M 15.

M 18

M 19.

M 20.

M2

M 22

W 23.

M 24.

M 55,

H 26.

Responde a las siguientes cuestiones relacionadas con el interés simple:
a) Un capital de 1 000 euros colocado al 12% de interés sirmple durante tres afios, jen qué capital se transforma?
b) ¢Cuanto tiempo hay que tener 3 000 euros al 10% de interés simple para que se conviertan en 3 900 euros?

¢) Calcula los intereses que generan 12 000 euros colocados al 7% de interés simple durante 4 anos, si los intereses se
devengan:

c1) Anualmente c2) Mensualmente

. Caleula el tiernpo que debe estar colocado un capital de 4 000 euros en una cuenta corriente al 5,5% de interés com-

puesto anual para que el capital se duplique.

. ¢A qué tanto por ciento anual debe prestarse un capital puesto a interés compuesto para gue en 20 afios se duplique?

¢Y para que se duplique en 10 afos?

¢ Qué capital sera preciso que cologue un padre, al nacer su hijo, en el banco, si desea que cuando cumpla siete afnos
pueda tener un capital de 2 100 euros? La imposicion la hace al 8% de interés compuesto anual.

Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 anos una cantidad fija de 60 euros. La capitalizacion es
mensual al 5% anual. ;Qué capital tendra al final de los 4 anos?

¢Qué anualidad habra de colocarse al 13% de interés compuesto para reunir en 5 afios doce mil euros?

Al comienzo de cada uno de 4 afos consecutivos depositamos en una libreta de ahorro 1 500 euros. Al comenzar el
quinto ano, sacamos 5 000 euros de la libreta. ; Qué cantidad de dinero queda en Ia libreta si sabernos que los intere-
ses son compuestos al 4,5% anual?

Se paga una deuda al 9% en € afos rrediante una anualidad de amortizacion de 1 350 euros. ¢(A cuanto ascendia |a
deuda?

¢Cual es la cuota mensual de amortizacion de un préstamo hipotecario de 50 000 euros a 15 afios al 11% anual?
¢Qué cantidad de dinero pagamos durante los 15 afios?

Para amortizar una deuda de 29 500 euros, hermos abonado
varias anualidades de 4 200 euros cada una al 7% anual.
;Durante cuantos anos?

Una ermnpresa maderera compra un camion, el cual se corn-
promete a pagar en 13 anualidades al 6%. Cada anualidad
de armortizacion asciende a 21 000 euros. ;Cuanto costé el
camion?

Tu herrnana se ha comprado una moto cuyo valor es de 10 000
euros. Ha de pagarla rediante cuotas trimestrales de 528,7
euros al 8% anual. ;Cuantos anos tardara en pagar la moto?
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SOLUCIONES

15. En cada caso queda:

a) i=%=360 euros = Se transformaen1300 euros
b) 900=2000-10t 5 os
100
. 12000-7-4 :
) 1= 100 = 1=3360 euros En ambos casos generan unos

=
12 010;(;(;'48 123360 euros intereses de 3 360 euros.

16. Aplicando la formula: M =C (1+r)' obtenemos:
log2

=———=_ =129 afios
log1,055

8000=4000-(1+0,055) = 2=(1+0,055)

17. En cada caso queda:

. 2C=C(1+1)" = 2=(1+r1)”
Tomando logaritmos obtenemos : Iog(1+r)=|02io2 = 14r=1035 = r=0,035

Para que el capital se duplique al cabo de 20 afios el rédito debe ser de un 3,5%.

. 2C=C(1r1)" = |og(1+r)='°1i02 = r=0,072

Para se duplique en 10 afios se debe colocar a un rédito del 7,2%.

18. La solucién queda:
2100=C(1+0,08)" = C=1225,33 euros.

48
60 (1+ 0,05 . (1+ 0,05 -1
12 12

19. Queda:

C= =3194,1468 euros

Al cabo de 4 afios tendra 3 194,1468 euros.
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20. Aplicando la férmula:

a-(1+r)[ (2+1) 1] oo a-(1+0,13)-| (1+0,13)"-1]
r 0,13

C= = a=1638,7385 euros

21. Aplicando la misma formula que en el problema anterior:

1500-(1+0,045)| (1+0,045)" ~1]
C =
0,045

=6 706,06 euros

En la libreta después de sacar 5 000 euros quedan 1 706,06 euros.

D-r-(1+r)t
-7

(1+r) -1

22. Aplicando la formula: a= obtenemos:

D-0,09-(1+0,09)°
(1+0,09)° -1

1350= = D=605599 = Ladeudaasciende a6 055,99 euros.

23. Aplicando la misma formula del problema anterior:

180
50000{ 1+ 21| 211
12 ) 12

a= = a=568,298 euros

180
(1+ 0,11) 1
12

La cuota mensual de amortizacién es 568,298 euros.
En total hemos pagado:

180 180
568,298-| 1+ 011 1+ 011 -1
12 12

0,11
12

C=

=260767,83 euros.




D-r-(1+r)t

t

(1+r) -1

24. Aplicando la férmula: A= obtenemos:

29500-0,07-2,07
1,07' -1

4 200=

107'=1,9672 = t=10 afios.

25. Aplicando la formula anterior obtenemos.

D-0,06-(1+0,06)"

21000= =
(1+0,06)" -1

= D=185 906,34 euros cost6 el camién.

26. Aplicando la férmula anterior obtenemos:

10 000-

0,08( 0,08
- 1+
4

t
(1+ 008] -1
4

= 102'=160845 = t=24periodos = Esdecir,pagaralamoto en 6 afos.

528,7=

jt
= 528,7-(102—1):200-102
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Unidad 6 — Funciones reales. Propiedades globales
PAGINA 117

cuestiones iniciales

1. Dibuja la grafica de las funciones con las caracteristicas siguientes:

a) Dom f=(-6, 6); Im f=[0, 4]; simétrica respecto del eje OV, maxi-
mos en los puntos (3, 4) y (=3, 4) y minimo en el punto (0, 0).

b) Dom f = (—e=, 0); Im f=(—e=, 0) y estrictamente decreciente en
todo su dominio.

2. Describe las caracteristicas (dominio, recarrido, simetria, acotacién, ex-
trernos relativos, periodicidad y tendencia) de cada una de las funcio-
nes representadas graficamente.

3. Encuentra la funcién asociada a la siguiente descripcion verbal: La
bacteria «Salmonella typhimurium» causante de intoxicaciones
alimentarias, se reproduce cada hora dividiéndose la célula madre en
dos células hifas.

SOLUCIONES

1. Las soluciones pueden quedar asi:
a) b)

2. En cada uno de los casos queda:

a) Domf=R ; Imf=[0,+x)
Simétrica respecto al eje OY.
Acotada inferiormente por y =0 pero no acotada superiormente.
Minimos en (-10) y (1,0). Maximo en (0,).
Tiende a (+o0) para x tendiendo a ().



b) Domg=R ; Img=[-11]

Simétrica respecto al origen de coordenadas.
Periédica de periodo 4.
Acotada inferiormente por y =—1 y superiormente por y=1.

El periodo tiene un maximo relativo en (-1,1)y un minimo relativo en (1,5;-1) .

c) Domh=R ; Imh=(0,+ )

No es simétrica ni periddica.
Acotada inferiormente por y =0 pero no acotada superiormente.

Carece de extremos relativos.
Cuando x tiende a (—) la funcién tiende a (+w0) y cuando x tiende a (+) la funcién tiende
ao.

3. Lafuncion es: N=2' siendo N el nimero de bacterias y t el tiempo en horas.
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ACTIVIDADES

M Intenta utilizar las ideas referentes a la fase de llevar adelante |a estrategia en |a resolucién de los siguientes problernas:

1. El pequeno astuto. El pequefio astuto tiene mas de 36 cajas, pero menos de 1 991. Las dispone todas en una pila trian-
gular y luego las coloca formando una pila cuadrada. ; Cuantas cajas tiene?

2. lgualdad. ;Sera cierta la siguiente igualdad?

L + ! + 1 + ..+ ! + ! =0,999
1-2 2-3 3-4 988 - 999 999 - 1 000

3. Tostado rapido. Hay que tostar tres rebanadas de pan. En el tostador caben dos rebanadas a la vez, pero solo se tuestan
por un lado. Se tarda 30 segundos en tostar una cara de una rebanada de pan; 5 sequndos en colocarla en el tostador; 5

segundos en sacarla; y 3 segundos en darle la vuelta. ;Cual es el minimo de tiempo que se necesita para tostar las tres
rebanadas?

SOLUCIONES

1. Hay que buscar un nimero que sea a la vez triangular y cuadrado.
n?+n

Numeros triangulares: 1,3,4,10,15,21,...,

Numeros cuadrados: 1,4,9,16,25,...,n°
n“+n , 2
> =X° = esto se cumple para n=38, pues
Como dice que hay mas de 36 cajas, hay que buscar otra solucién, y ésta es:

2
n=49, pues 49—2+49=352 =1225 = Luego x*=1225cajas tiene.

=x*> = x?=36.

2. Observamos que:

1 1 1
———=———-—-connx2.
(n-Yn n-1 n
Luego:

1 11
12 1 2
1 11
23 2 3
1 11
34 3 4
1 1 1
998-999 998 999
1 1 1

999.1000 999 1000
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Sumando:
1 1 1 1

+ +...+ + =0,999
23 34 998-999 999-1000

1
—+
1.2

Sean A, B, C, las tres rebanadas. Con A, indicamos que se tuesta la cara 1 y con A, indicamos
gue se tuesta la cara 2.

1°AB, tarda: 30s:tostarcaraA, y B,
5s:colocar A
5s:colocar B,
5s:sacarB,
2°AC, tarda: 3s:dar la vuelta A
5s:meterC,
30s:tostarcara A, yC,
3s:dar la vuelta C,
3.°B,C, tarda: 5s:sacarA,
5s:meterB,
30s:tostarcaraB, yC,
5s:sacar B,
5s:sacarC,

En total se necesitan: 136 s en tostar las 3 rebanadas.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Determina una tabla de valores, una férmula matematica y una grafica

de cada una de las siguientes funciones:

a) La tarifa de precios de un aparcamiento urbano indica que el precio
es de 1 euro por cada hora o fraccion, siendo el precio méximo por
dia de 8 euros. Expresa esta funcién mediante su tabla de valores, su

grafica y su expresién algebraica.

b) El espacio, en kilémetros, que recorre un autobus que lleva una velo-

cidad constante de 100 km/h.

¢) La tarifa de los taxis que cobran 1 euro por bajada de bandera y 0,05

euros por cada minuto recorrido en el taxi.

d) El drea de un rectangulo cuya base mide 5 rm rmas que su respectiva

altura.

Expresar, en cada caso, sus dominios y recorrido o conjunto imagen.

M 2. Estudia el dorninio de las siguientes funciones:

¥i ! Y A Yy : =
. . | i o
Iﬂl IIII E '|\ E \\\ E i /
i\ N\
\_ 0 / RS -5 ! Vi i
‘\\ i." \ x'fl X -3 é 0 X e = 0 §2 X 0 \ é i ‘:II %
S / \\_/ . \i \ ' ‘ ."I
y=Fi) : y=gt ? (A
| y=ho | | I
W =rt =20 PP i oy == mo) = Ve + 2
¥-5x+6 1-x
3 4 & 5X3 -2
nix)=Vx+5 olx) = Vx—1 plx)=Vx2-4 q(x}:T

M 3. Analiza y estudia, en cada una de las siguientes funciones, el dominio, el recorrido o conjunto imagen, la monotonfa y

los extrermnos relativos:

Y |i Y :I ¥ //
/i H =gt T i
Y= / E \ /v:;(x}
i i \ .'f i =)
= __/ i i S [ \ b J o
0 X = 112 X | \‘i_
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SOLUCIONES

1. En cada apartado queda:
a) La tabla de valores, la formula y la gréfica son:

Tiempoenhoras|1 L5 2 ... 89

Precio en euros |1 2 2 ... 8 8

lsiD<x<1
Férmula f(x)=42sil<x<2

8si7T<x<24
Dom f = (0, +e); Im f =[1, +e). La gréfica es:
A Precio (€)
S_.
':,'__
6_.
5_.
4..
3_.
2_.
1 Tiempo (h)
0]l 1 2 3 4 5 6 7 8 24
b) La tabla de valores, la formula y la gréfica son:
t e 4 e (k) Formula:
e=100-t
1.5 | 150 Dom e = [0, 42}
Ime =[0, 4+
2 | 200 1001 -

ol 1 2 tfhoras

c) La tabla de valores, la formula y la gréfica son:

P (€)

1 |1.05

| eIt

=
o

201 2 0 5 10 15 20  (m)
P=1+005-t
Dom P = [0, 4+=<); Im P =1, +)
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d) Llamando x a la medida de la altura sabemos que la base mide 5+ x, por tanto, la tabla de
valores, la férmula y la gréfica quedan:

A=x-x+5 = A=x%+5x

x| A AA (M3
1le
2114 301
3|24 207
4136 107
o 1 2 3 2 @

Dom A = (0, 4+e2); Im A = (0, +)

Los dominios quedan:

Domf =R Domg=(-3,0]
Domh=(-5,+ ) Domi =(—o0,1)U(4,+x)
Domj=R Domk=R—{2,3}
Dom|=R-{1} Domm=[-2,+ )
Domn=R Domo =[1,+ )

Dom p=(—o0,—2]U[2,+ ) Domq=R—{-1}

Las funciones se caracterizan por:

o y=f(x)
Domf =R; Imf =(0,+ )

Estrictamente creciente en todo su dominio.
No tiene extremos relativos.

« y=9(x)
Domg=R—-{-2,2}; Img =(-o0,-1]u(0,+ )
Estrictamente creciente en (—o,—2)uU(-2,0)
Estrictamente decreciente en (0,2)U(2,+ )

Maximo relativo (0,—1)
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e y=j(x)
Domj=R; Imj=R
Estrictamente creciente en (—o0,—5)U(-1,+ )
Estrictamente decreciente en (-5,-1)
Maximo relativo (-5,4)

Minimo relativo (-1,—3)
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PAGINA 133

M 4. Dibuja las graficas correspondientes a la funciones con las caracteristicas que se citan a continuacion:

a) Dom f = (~==, 2] U [2, +=<); Im f=(-==, 2]; maximos relativos en los puntos (-3, 2) y (3, 2).

b) Dom g =R; Im g =(=3, 2); minimo relativo en el punto (-2, 1) y méximo relativo en el punto (0, 1).

c) Dom h =(—e=, O); Im h = (1, +e<) y estrictammente creciente en todo su dominio.

d) Domi=R-{0}; Im/=R; estrictamente creciente en (—ee, 0); estrictamente decreciente en (0, +o<) y simétrica res-

pecto del eje de ordenadas.

M 5. Estudia la acotacion, simetrfa, tendencias y la posible existencia de supremo, infimo y extremos absolutos en cada una
de las siguientes funciones:

¥ ¥ ¥
o 4 r.i \ 3 / \
\ 2 v="lx) - y=gix) N | y=hix
\/ N A\
2 0 X ] X [ \
/=2 o 2\ x
= o - = .
1 Y Y Y
III ¥ = i{x) j_.-"
0 ' / 2
\ / == —
e = \\ , /
. =] &
- (o] 8 x L{__________q_ » X O .'f X
\
y=io [ r=w0
\ |
|
. il
M 6. Estudia |a simetria de las siguientes funciones:
1 .
) =x° — glx) = x—1 h(X):T ix) =8
. x3 xt—4 2
)= —— k()= —— [{x) = mix)=x-é&
. 2 +4 X+ 1 K
B 7. La gréafica siguiente muestra los beneficios en miles de euros de
una empresa desde el mormento en que se fundo. ij‘lgss i
Contesta razonadamente a cada una de las siguientes cuestiones: 1
a) ;Qué variables se relacionan? 17 /_\ fiy = _B00x
. . . . X +16
b) ;Cual es el dominio y el recorrido de esta funcién? ;Qué sen- T /
tido tienen en el contexto del problema? T/
¢) (Al cabo de cudntos afios tiene la empresa beneficios maxi- T/
mos? ;A cudnto ascienden estos? 204
d) ¢Como varian los beneficios los primeros afios? ;Y después? 10..:-" e
e) ;Crees que habrd un punto en el que no existan ni beneficios R N SR
123456867 8 .. Afios

ni pérdidas?
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SOLUCIONES

4. Las representaciones quedan:

a) y=Fix b) y=ai
2 2
o 7 o]
32 ) o Oy
)
c d)
¥=hix
¥ =iixl
:
0 0

5. El estudio de cada funcién nos ofrece la siguiente informacion:

a)

b)

d)

f)

Esta funcion y =f(x) esta acotada por y=0e y=4.
El supremo es y=4 y el infimo es y=0.
Esta funcion tiene un minimo absoluto en y=0.

Esta funcion y =g(x) esta acotada por y=3 ey=-2.
El supremo es y=3 y el infimoes y=—2.

Esta funcién no tiene extremos absolutos.

Esta funcion y =h(x) esta acotada por y=—3 e y=5.
El supremo es y=5 y el infimo es y=—3.
Esta funcion tiene un maximo absoluto en y=5.

Esta funcion y =i(x) no esta acotada.

Esta funcién y = j(x) esta acotada inferiormente por y=-1.
El infimo es y=—1 y no tiene supremo.
Esta funcion tiene un minimo absoluto en y=-1.

Esta funcion y =k(x) esta acotada superiormente por y=2.
El supremo es y =2 y no tiene infimo.

Esta funcién no tiene extremos absolutos.

82



Las simetrias en cada caso son:

« Las funciones: f; i; k; I; son simétricas respecto al eje de ordenadas.

« Las funciones: h; j; m; son simétricas respecto al origen de coordenadas.
« Las demas funciones no tienen simetrias.

En cada caso las respuestas son:

a) La variable independiente es el nimero de afios desde su fundacién, y la variable
dependiente el beneficio en miles de euros.

b) Domf =[0,+») Imf=[0,75]
c) La empresa tiene beneficios maximos al cabo de 4 afios, y estos ascienden a 75 000 euros.

d) Durante los primeros cuatro afios los beneficios crecen; a partir del 4° aflo empiezan a
decrecer.

e) Como en todo el dominio se verifica que f(x)>0, no habrd pérdidas en ningiin momento;
siempre habré beneficios.
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PAGINA 134

ACTIVIDADES FINALES

M 8. Dadas las funciones f(x) = ij"I

y gl =x-1, calcula:

a) Dom f; Dorn g by f+qg; f-g; é y sus dorninios c) % y el dominio

B 9. Dadas las funciones f(x) = e y gix) =x’ + 2, determina las siguientes funciones con sus respectivos dorninios:
- X

f

a) f+g b) f-g ()E d)gof e)gog

M 10. Dadas las funciones f(x) = 1 + 3x%; g(x) = Vi y hix) = xzi‘l 1 caleula:
a)fog o fo h e) (ge f(-1)
b) he g d) (fe (1) f) (ho h)(0)

M 11. Siendo f(x)=5-x y glx)=3x—a, calcula el valor de a para que la composicion de ambas sea conmutativa, es de-
cr,b foeg=gof.

M 12. Dadas las siguientes funciones, halla, en cada caso, las dos funciones que, compuestas, resultan la que se indica:

. et - = X4+ 1
(fog) 00 =0F+2) (hal)(x)=3 (top) )= = |
M 13. Determina las funciones inversas de:
5 _ 3
a) fx)=5 Q) ) =0+ 1) e)fw*z;us
2 3-x
b) f(x)=2x-3 d) f(x) = et f) flx) = T

M 14. Calcula la funcion inversa de cada una de las siguientes y comprueba, en cada caso, que la funcion dada compuesta
con su inversa, da la funcién identidad:

f)=x-2 g)=1-3x hix) =2"*?

W 15. Sea f(x) = % y glx)=2x-4. Calcula (fog)™ (4).

M 16. En el afio 1995 se fundd una ONG. El ndmero de sus
afiliados ha variado con los afos segun la funcién:

N =250 (2t2 =12t + 21)

iCuantos son los afiliados fundadores? Ayudandote de
una calculadora indica cérmo varia el nirnero de afilia-
dos. ;En algtin rmomento serd nulo este nurmero?

M 17. Una empresa Cable | ofrece una tarifa de utilizacion de
Internet de 15 euros mensuales. La empresa Cable Il
ofrece una tarifa de 0,05 euros por hora. Discute qué
tarifa te parece la mas conveniente a la hora de elegir.
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SOLUCIONES

8. En cada caso queda:

a) Domf=R-{-11} Domg=R

b) Quedan:
(F+9)()=X ‘2X21+4 = Dom(f+g)=R—-{-11}
(f - g)(x)—x—+3 =  Dom(f-g)=R—{-1}
X+3 f
(EJ(X)z—X3 i1 = Dom(a]:R—{—ll}
c) Queda:

1 -1 1
(f—j(x)z))(HS = Dom(f—):R—{—B}

9. Los dominios quedan:

) (F+0)()=(0+9(x) =+ x? +2= 22X pominio - ()

x3 +2x

b) (F-g)(x)=f (x)- g(x)_— (x*+2)=" = Domf.g =R-{2}

FX) o x L a oy X L
)[ j() 90" 2_X.(x +2)_—(2—x)(x2+2) = Domg R-{2}

x Y 3x*-8x+8
S| TE oo
2-X 4—-4x+X

d) (gF)(x)=g [f(x)]=g {%H — Domgef =R-{2)

e) (g°9)(x)=g [g(x)]=g [x*+2]=(x* +2)? +2=x" +4x*+6 = Domgog=R
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10. Las soluciones son:

11.

12.

13.

14.

a) f og(x)=1+3x d) (f of) (1) =49
b) hog(x)=—— &) (gof)(-1)=2
X+1
x*+2x2+28 3
= a1 D (hemO=44

La solucién queda:

(fog)(x)=f [g(X)]=f (3x—a)=5+a—3x

= a=5
(gof)(X)=g [f (X)]=g(6—-x)=3(5—-x)—a=15-a-3x
Por ejemplo, las funciones pueden ser:
f(x)=x> g(x)=x>+2
h(x)=3" [(x)=2x
t00=212 p(x)=x°
X+2
Las inversas quedan:
1 . 4 2+X
a) 7 (x) no existe d)f~(x)=——
X
3 5x
b) £ (x) =21 e) f*(x)=
)1 0="3 )FH0=57
0) F1(x)=x -1 f) £ (x) =X
3x+1
Las inversas quedan:
_ _ 1-x _ log x
f1(x)=3x+2 H(x)=—= h™(x)=—"--2
(x) g~ (x) 3 (x) log?

15. Queda:

(fog)(x)=x-3 = (fog) " (X)=x+3 = (fo0)"(4)=7
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16. La solucién queda:

Haciendo t=0 obtenemos N =5250 socios fundadores.
La grafica de la funcién viene dada por:

N2 de afiliados

5250 . - )

50001 El ndmero de afiliados desciende los
tres primeros afios hasta alcanzar el

4000 namero de 750 y, a partir de ese afio,
empieza a aumentar.

30001 En ningdn momento es nulo este
namero.

2 0001

1 000

750 *

o 1 2z 3 4 5 6 A

17. La solucién queda:
Cable| = P=15
Cable Il = P=0,05t

Veamos a partir de qué numero de horas el precio de una empresa y de la otra es el mismo:

0,05-t=15 = t=300 horas

Hasta 300 horas mensuales interesa mas la empresa Cable IlI; a partir de 300 horas mensuales
interesa mas la empresa Cable |, y si se utiliza Internet durante 300 horas mensuales
exactamente es indistinta la empresa a elegir.
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Unidad 7 — Funciones polindmicas. Interpolacion
PAGINA 137

cuestiones iniciales

1. Dibuja las graficas de las siguientes funciones y estudia sus propie-
dades:

flx)=4; glx)=2x h()=-3x+1; kix)=x"-4x
2. Encuentra la funcién de primer grado cuya grafica pase por los puntos
(1, =1 @, 1)y 1, -5).

3. Las diferentes contracciones de un muelle (en mm) sometido a dife-
rentes cargas (en kg) vienen dadas por la tabla:

Carga x 5 10 15 20 25
Contraccién y 49 105 172 253 352

Halla la funcién cuadratica cuya grafica pase por los puntos (5, 49),
(10, 105) y (25, 352). Comprueba si esta funcién aproxima conve-
nientermente los otros valores de la tabla.

4. Asocia cada una de las siguientes graficas con su correspondiente ex-
presion algebraica:

a) II v I b) \ v C) ¥
4{ 4{-.__ 4%
\2 | 21\ 2

PRI nfinnnn - PETETEErI R TR t ST

=3 -5‘]1 BRc7x 53 -12"[1 3 5 7x =3 -gF-.,; 5 7x
=27 = = \
o\

by

~

y=x-x y=-2x+5 y=x-3-2x

SOLUCIONES

1. Las representaciones quedan:

a) f(x)=4

«f(x) es una funcién constante.
Domf=R
fix) = 4 imf ={4)

Acotada por 4.

\J



b) h(x)=—3x+1

'|:I.-"JL

R Q. Ty

I-:‘_'J

c) g(x)=2x

'\KII.

aixl = 2x

o X

d) i(x)=x*-4x

Y

0

10 = x% — 4

2. La funcion queda: f(x)=2x-3.

4

+h(x) es una funcién afin.
Domh=R
Imh=R

Estrictamente decreciente en su dominio.

+g(x) es una funcién lineal.
Domg=R
Img=R

Estrictamente creciente en su dominio.

«i(x) es una funcién cuadratica.
Domi=R
Imi=[-4,+ )
Acotada inferiormente por (-4).
Estrictamente creciente (2, + «)
Estrictamente decreciente (-, 2)
Minimoen (2,-4)
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3. La funcién cuadratica buscada sera de la forma:

f(x)=a, +ax+a,x’
Buscamos los coeficientes:

49=a,+5a, + 253,
105=a,+10a,+100a, = a,=
352=a, +25a, +625a,

Por tanto, f(x)=3—7+§x + Oy
6 300

Para: x=15 = f(15)="L+22.15. 2 15217417
6 4 300

Para: x=20 = £(20)=>L+22.20+ "2 207~ 256,5
6 4 300

Esta funcion nos permite obtener buenas aproximaciones de x=15y x=20.

4. Queda en cada caso:

a)y=x*-2x-3 b) y=—2x+5 c) y=x-x°



PAGINA 151

M Practica la fase de revisar el proceso y sacar consecuencias de él en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Vacas lecheras. Cuatro vacas blancas y tres vacas negras dan tanta leche en cinco dias como tres vacas blancas y cinco ne-
gras en cuatro dfas. ;Qué clase de vaca es la mas lechera, la blanca o la negra?

2. Naranjas. En un almacén de fruta almacenamos naranjas en pilas con forma de pirdmide de base cuadrada. Cada lado de
la base lo forman 15 naranjas, ;cual es el maxirmo numero de naranjas que podremos apilar? Intenta generalizar este
problema.

3. Tres naipes. Tres naipes de una baraja estan colocados boca arriba en una fila horizontal. A la derecha del rey hay una o
dos damas. A la izquierda de una dama hay una o dos damas. A la izquierda de un corazén hay una o dos picas. A la dere-
cha de una pica hay una o dos picas. ; Puedes decir de qué cartas se trata?

SOLUCIONES

1. Llamemos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:

5.(4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El ndmero de naranjas en la piramide es:
1 +2°+3%+4% +...+14° +15° =1 240 naranjas.
En general si el lado de la base es de n naranjas, el nUmero de naranja en la piramide es:

n ., 2n°+3n’+n .
P+2%+..+n*=) i? == — nharanjas.
i=1

3. Por medio de ensayo y error dirigido se obtiene:

« Con lainformacién referida a los Reyes (R) y las Damas (D) llegamos a que puede ser RDD o
DRD.

e Con la informacion referida a los Corazones (C) y las Picas (P) llegamos a que puede ser
PCP o PPC.

Juntando los resultados obtenidos llegamos a que la solucién es: Rey de Picas — Dama de
Picas — Dama de Corazones.
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PAGINA 154

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

i

Resuelve las cuestiones que siguen:

a) Halla la funcién lineal cuya gréfica pasa por el punto (5, 3).

b) La recta que pasa por los puntos (1, 2) y (-1, =2), ¢es una funcién constante, lineal o afin?

) Halla la ecuacion de |a recta que pasa por los puntos A(1, -3) y B(-2, 6).

d) Averigua si los puntos (0, 7), (3, —6) y (-3, -8) estdn o no alineados.

. Realiza |a grafica de las siguientes funciones:

a) flx)=|x-1|

3 si x<—1
a) f)=4 1 -2x si-1<x<1

3x-1 six=1

. Representa graficarnente las siguientes funciones definidas a trozos:

b) gix) = x| + L] ) hix) =[xl - L5
5 X
Sx—2 six<1 —X Si x<2
b) gbd=4¢ -2 siox=2 o) hix)= { -1 s5i 2<x<5
ix siX>2 X—6 six>5
2

Estudia en cada una de ellas: dominio, recorrido, monoton(a, extremos relativos, acotacion y simetrfa.

Para un determinado instante de tiempo con una temperatura exterior de
5 °C la siguiente funcién, f(x), describe la temperatura en un punto del
rruro situado a una distancia x cm del interior de la vivienda.

-0,8x + 22

Representa graficamente la funcion f(x).

O<x<10cm
flx)= ¢ -0,4x + 18 10<x<20cm
—0,5x + 20 20<x=<30cm

. Los rmuros de las viviendas de una determinada urbanizacién se han cons-
truido con tres revestirmientos aislantes de 10 cm de grosor.

. La bajada de bandera de un taxi estd en 1 euro y cada 3 minutos sube 0,2 euros el marcador. Dibuja la gréfica corres-

pondiente a la primera media hora e indica el costo de una carrera de 15 rrinutos y 30 segundos.

. Una determinada empresa nos ofrece lo siguiente por conectarnos a

Internet:
— Cuota mensual de abono 6 euros.

— Cada hora de conexién 1,8 euros.

a) Encuentra la funcién que nos indique el precio a pagar mensual-
mente, segun las horas que se haya establecido conexion.

b) Representa graficarnente esta funcion.

C) La empresa carga un 16% de IVA. ;Como afecta esto a la fundion

anterior y a su grafica?

m
iddso! 1050 Bl D v

T T e e ]

5 Swrcmna e 9 10 M4 1

EaparBad o 11 v
Conumesaisoas an tamgs i (1G]
Gnmos oa mbcas i
Seruicon. O wI0C HM05

P T
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SOLUCIONES

1. En cada caso:

a) Lafuncién es yzg-x

b) Es la funcion lineal y =2x
c) Su ecuaciénes y=-3x
d) No estan alineados.

2. Las gréficas quedan:

x|
a) f(x)=Ix-1l b) g(x)=|xl+7
A b
fix) = Ix-1]
5
gt = x| +121
10 : X o~
i T‘l
X
c) h(x):lxl—u
X
A
13
abe) = x| 1]
. o 5
T—l
3. Las gréficas quedan:
a) y=f(x)
; Domf=R
12 / Imf =(-1+ o)
1 Estrictamente decreciente (-11)
\ y = flxl Estrictamente creciente (1+ )
1 . .
—— \ — . No tiene extremos relativos.
TR

Esta acotada inferiormente por (-1).
No es simétrica nirespecto al eje de ordenadas ni
respecto al origen.

Sy
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b) y=9(x)

vk

—t _2I _]I 0 t
14

-24

4. Larepresentacion queda:

A

T(°C)

v =fix)

Domg =(—o0,1]U[2,+ x)

Img=R

Estrictamente creciente (—o0,1)U(2,+ )

No tiene extremos relativos.

No esta acotada.

No es simétrica nirespecto al eje de ordenadas ni
respecto al origen.

Domh=R

Imh= [—2, + oo)

Estrictamente decreciente (—ox,2)
Estrictamente creciente (5,+ oo)

No tiene extremos relativos.

Esta acotada inferiormente por (2) y no esta.
acotada superiormente, luego no es acotada.
No tiene simetrias.

Y

10

15 20

25 30  x(cm)
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La funcién y la grafica quedan:
, AP©
1,2 si 0<x<3
14 si 3<x<6
16 si 6<x<9

f(x)= . 21
18 si 9«<x<12

3 si 27<x<30

t (m)
——

Of 3 6 o 12 15 18 21 24 27 30

Una carrera de 15 min 30 s cuesta 2,2 euros.

La solucién queda:

a) Lafunciénes: P=6+18-t, donde P es el precio a pagar en euros y t el tiempo en horas.
b) Queda:

c) Lafuncion sera: f(x):EPzﬁ(Gﬂ,Bt).
100 100

Todas las ordenadas de esta funcion quedan multiplicadas por 1,16.
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PAGINA 155

M 7. Dibuja, para cada una de las siguientes funciones cuadraticas, sus respectivas graficas:

a) flx)=x*—8x+12 ) hix)=x*—2x+3 g) jlx)=—x*+6x-5

b) glx)=x*—6x+9 d) iX)=—C +4x—6 f) k) =—2—-4x—-4

Estudia en cada una de estas funciones: dominio, recorrido, monotonia, extremos relativos, acotacion y simetria.
B 8. Encuentra las ecuaciones o expresiones alge- 4 el 7

braicas de las funciones cuyas graficas son s 1 qu ”””””””””” .

las adjuntas. _/ \_ /
=3 2] -1\ 0 x

M 9. Resuelve las cuestiones que siguen:

; - v

a) Halla una funcién cuadratica que se anu- Mesee o ol b 3 ol \_\ -
le, para x=1 y para x=-1. ; Cudntas so- / \
luciones hay? 1

b) Estudia los intervalos en los cuales la funcién cuadratica flx) =x*—6x+5 es
positiva y los intervalos en los que es negativa. ;Se anula para algun valor? 0 1

o L S S

R

3
) Halla los intervalos en los cuales las ordenadas de la funcién f(x) =x*—5x + 6 sean iguales o superiores a 2.

M 10. Las funciones que aparecen a continuacion, representan el beneficio, expre-
sado en miles de euros, que obtiene una empresa por |a fabricacion de x st
unidades de dos productos distintos.

fix) = 91—0 (=* + 100x — 1 60O) glx) = 10x —x* - 21

a) Representa graficamente las funciones.

b) ¢Cuéntas unidades hay que fabricar de cada producto para gue no se
produzcan pérdidas?

c) ¢Cuél es el mayor beneficio posible? ; Cuantas unidades deben fabricarse?

M 11. La econorrfa de un gran almacén de zapatos se rige por las siguientes funciones de oferta y demanda:

f,(p) = n.° de unidades que f4(p) = n.° de unidades que
folp) = % p+ 100 el almacén produce falp) = % p+ 16 ;)00 el mercado pide
p = precio de cada unidad p = precio que paga por unidad

Halla el precio y el nimero de unidades que se deben fabricar para que la oferta y la demanda coincidan, es decir, «pre-
cio de equilibrio» y «cantidad de equilibrio».

M 12. Las funciones de oferta y demanda correspondientes a un taller de alfareria son: f,(p) = 3p + 150 y f,(p) =300-2p
donde p es el precio unitario en euros.

a) Encuentra el precio y la cantidad de equilibrio.

b) iQué ocurre, si el artesano pone un precio de 40 euros/unidad? ;Y si el comprador no esta dispuesto a pagar mas
de 15 euros/unidad?

B 13. Una agencia inmohiliaria de una zona turfstica dispone de apartarnentos para alquilar. La funcién demanda de estos apar-
tamentos obedece a un modelo lineal. La agencia observa que si el precio, p, de alquiler mensual por apartamento es de
600 euros, esta alquila 100 apartarnentos, mientras que si el alquiler mensual es de 750 euros, entonces alquila 50 apar-
tamentos. Obtén |a funcion demanda f,(p) e indica a partir de qué precio la agencia no alquila ningtin apartarmento.
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SOLUCIONES

7. Las gréficas quedan:

a) f(x)=x*-8x+12

¥ =Tix}

+a
P
@

b) g(x)=x*-6x+9

v = gix)

c) h(x)=x*-2x+3

Domf =R

Imf =[—4,+ )

Estrictamente decreciente (—oo,4).
Estrictamente creciente (4,+ oo).
Minimo relativo en (4,- 4).

Esta acotada inferiormente por (—4).M|’nimo absoluto— 4.

Es simétricarespecto a su eje x=4.

Domg=R

Img =[0,+x)

Estrictamente decreciente (—x,3).
Estrictamente creciente (3,+ ).
Minimo relativo en (3,0).

Esta acotada inferiormente por (0).Minimo absoluto en 0.

Es simétricarespecto a su eje x=3.

Domh=R

Imh =[2, + oo)

Estrictamente decreciente (—ox,1).
Estrictamente creciente (1,+ ).
Minimo relativo en (1, 2).

Esta acotada inferiormente por (2).Minimo absoluto en 2.

Es simétricarespecto a su eje x=1.
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d) i(X)=—x*+4x-6

V= .'. |'- x)

e) j(X)=—x*+6x-5

21

_5/ ' v = ilxl

f) k(X)=—x*-4x-4

v

Domi=R

Imi =(—oo,— 2]

Estrictamente creciente (—x,2).
Estrictamente decreciente (2,+ o).
Maximo relativo en (2,- 2).

Esta acotada superiormente por (-2).

Maximo absoluto en — 2.
Es simétrica respecto a su eje x=2.

Dom j=R

Im j =(—oo,4]

Estrictamente creciente (—,3).
Estrictamente decreciente (3,+ ).
Maximo relativo en (3,4).

Esta acotada superiormente por (4).

Maximo absoluto en 4.
Es simétricarespecto a su eje x=3.

Domk =R

Imk =(—oo,0]

Estrictamente creciente (—oo,— 2).
Estrictamente decreciente (—2,+«).
Maximo relativo en (-2,0).

Esta acotada superiormente por (0).

Maximo absoluto en 0.
Es simétricarespecto asu eje x=—2.
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8. Las soluciones se presentan bajo las graficas:

Y
Y o (S R |
___________ 1 5 ;
X 4 " !
y=7fix) !
Y ) I 0 y=r
: 3 i
| 1 !
| o) N :
| y=g()\ 1 5 ! !
| 1 | |
————————————————————— -3 ! !
‘ 0 1 2 3 4x

v=g)=—x"-4x-3 p=flx)=x"-4x+6

9. En cada uno de los casos:

a) Hay infinitas soluciones. Todas las funciones cuadréaticas se presentan segun la ecuacion:
y =K (x2 —1) con KeR.

b) La representacion queda:

A la vista de la grafica tenemos que::
f(x)>0 en (—,1)U(5,+ ).

¥ f(x)<0 en (1,5).

f(x)=0en x=1y x=5.

v = fix)

c) Buscamos f(x)=x*-5x+6>2 = x*-5x+42>0.

! Veamos los intervalos para los cuales la funcion
4\_ g(x)=x*-5x+4 >0.
v = gix Enla grafica se observa que::
g(x)>0 en (—o,1)U(4,+ ).
g(x)=0en x=1y x=4.

i \/‘1 Luego f(x)>2 en (—x,1]U[4,+ «)
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10. En cada caso:

a) Las representaciones quedan:

Y
v _
y=g(x)
T v="/f(x) 51
10
} + + + + : f .X
of 20 80 X of 3] 57 10
-17.8)
b) En el primer caso hay que fabricar entre 20 y 5
80 unidades y en el segundo caso entre 3y
7 unidades.
c) En la funcion f(x) el mayor beneficio se
produce al fabricar 50 unidades y este |
beneficio es 10 000 euros. -21

En la funcion g(x) el mayor beneficio se -

produce al fabricar 5 unidades y este
beneficio es 4 000 euros.

11. El precio de equilibrio se consigue cuando coinciden ambas funciones:

19

2 16000
—-p+100=——'p+
50 P 3 P

3

p=5000

El precio de equilibrio es de 5 000, y la cantidad de equilibrio es 2 000 unidades.
12. En cada caso:

a) El precio de equilibrio es p=30euros Y la cantidad de equilibrio es 240 unidades.

b) Si se pone un precio de 40 euros/unidad, él oferta 270 unidades y se demandan sélo
220 unidades.

Si se pone un precio de 15 euros/unidad, la oferta es de 195 unidades y se demandan
de 270 unidades, es decir, se produce un desequilibrio.

13. La funcion demanda que obedece a estas condiciones es: f, (p)=300—%- p

No alquila ningin apartamento al precio de 900 euros.
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PAGINA 156

ACTIVIDADES FINALES

M 14. La funcién que determina la curva (de demanda) de un producto es f(x) =-2x + 16, donde f(x) es la cantidad de pro-

M 17.

M 18.

M 19.

M 20.

ducto fabricado por unidad de tiempo y x es el precio en ddlares por unidad. Se define el ingreso total como el pro-
ducto x - f(x).

Dibuja, en el primer cuadrante, las funciones f(x) y gx)=x - f(x).
Halla el punto de interseccion y determina el ingreso total maximo.

Si el ingreso total del producto aurrienta de 14 a 24 ddlares, antes de llegar al ingreso total maxirno, ;en qué canti-
dad aurnenta el producto fabricado por unidad de tiempo y en qué cantidad disminuye el precio del producto?

. Obtén la funcién de interpolacion lineal que pasa por los puntos:

LNy @248

Interpola el valor a =0 y extrapola el valor a = 5.

. Deterrnina el polinomio interpolador cuya grafica pasa por los puntos:

(=1,12), (0, 6) y (3, 0)

Encuentra por interpolacion el valor del polinomio para x =2,75 y encuentra por extrapolacion el valor que toma el
polinomio para x=-1,25.

En Espana, en el ano 1993, |z inflacion en los meses que se indican fue:

Julio Septierribre Octubre
4,9 4,3 4,6

Haz sendas estimaciones para los meses de agosto y novierrnbre.

En la siguiente tabla se dan los pesos, en kg, de una nifa al nacer y en los dos siguientes
meses:

Meses 0 6 12
Peso (kg) | 3,200 | 7,300 | 11,100

Utilizando un polinomio de interpolacién, ;qué peso estimas que alcanzara cuando tenga afno y medio?

(Puedes estimar, por este procedimiento, cuanto pesara cuando tenga 5 anos?

En una farmacia encontramos junto a la maguina de pesar una tabla en |a que indica los pesos ideales de mujeres, en
kg, en funcién de la altura en cm. La tabla es:

a) Calcula por interpolacion lineal el peso de una mujer de 168 cm Altura (cm) Ui Ui LAY
de altura. Peso (kg) 48 52 60

b) ;Qué altura corresponde a una rmujer que pesa 62,5 kg?

La poblacion activa espanola en el sector agricola en los anos que se indican fue:| 1ggg 1990 1991

donde el nimero de ocupados viene dado en miles.

1694,2 | 14855 | 1341,1

a) Obtén la funcién de interpolacion cuadratica.

b) Determina por interpolacion el numero de ocupados en el sector agricola en el afo 1989 y por extrapolacion el nu-
mero de ocupados en el afio 1992.
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SOLUCIONES

14. La solucién queda:

« EI punto de interseccion lo hallamos v
resolviendo el sistema: 321

y =—2x*+16X x=8 , x=1
=
y=—2x+16

v =gfx)=-2x2 + 16x

Los puntos de interseccion son (8,0) y (1,14).
El ingreso total maximo se produce para x=4
dolares.

16§
« El ingreso total pasa de 14 a 24 délares para
valores de xe(1,2).

La funcién f(x) que da la cantidad de producto

fabricado disminuye de 14 a 12 unidades, no
aumenta y el precio pasa de 1 a 2 délares.

o[ 2 4 6 s
1 v = flx)

15. La funcién de interpolacion lineal es:

yoy, =t Yo xx) = y—lzg—_i-(x+1) =  y=x+2
+

X, =X,

La funcién buscada es f(x)=x+2
Para el valor de a=0, obtenemos: f(a)=0+2 = f(0)=2

Para el valor de a=5, obtenemos: f(5)=5+2 = f{(5)=7

16. El polinomio interpolado es: P(x)=a, +aXx +a,x’

12=a,-a +a, a,=6
6=a, = a=-5 = P(X)=6-5x+x°
O0=a,+3a,+9a, a,=1

Los valores pedidos son:
P(2,75)=6-5-2,75+2,75°=-0,1875
P(-125)=6-5-(-125)+(-125)* =13,8125
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17. Considerando julio como mes 0, septiembre como mes 2 t octubre como mes 3, obtenemos la
funcion de interpolacién cuadratica que se ajusta a estos datos:

f(0)=4,9 = a,=4,9 a,=49
f(2)=4,3 = a,+2a,+4a,=4,3} = a=-07 = f(x)=4,9-0,7x+0,2x?
f(3)=4,6 = a,+3a,+9a,=4,6 a,=0,2

-f(1)=4,4; lainflaciébn en agosto es 4,4
-f(4)=5,3; lainflaciébn en noviembre es 5,3

18. La solucién queda:

P(0)=32 = a,=32 a, =32
P(6)=7,3 = a,+6a,+36a,=7,3 = a,=-0675 = P(x)=3,2+0,675x—0,0014x>
P(12)=111 = a,+12a, +144a,=111 a,=-0,0014

P(18)=14,9kg pesaraalos18 meses.

Con el polinomio interpolador podemos calcular (extrapolando) el valor buscado para x=60
que queda como P(60)=38,66Kkg.

Pero este valor no tiene mucho sentido porque estd muy alejado de los puntos que hemos
considerado para calcular el polinomio interpolador.

19. La solucién queda:

a) Calculamos el polinomio de interpolacion lineal utilizado los puntos (160,52) y (170,60)
porgue la altura que nos piden esta entre esos dos valores y por tanto la interpolacion
sera mas precisa:

_ 60-52
170-160

b) Eneste caso: 0,8x-76=625 = x=173,125cm

y—-52 -(x-60) = y=0,8x-7,6 = Portanto y(168)=58,4kg

20. En cada caso:
a) Lafuncién es: f(x)=a, +a,x+a,x?

Tomando 1 988 como afio 0, 1 990 como afio 2 y 1 991 como afio 3, obtenemos:

a,=1694,2 a,=1694,2
a,+2a,+4a,=14855; = a=-77,65 = f(x)=1694,2-77,65x-13,35%"
a,+3a,+9a,=13411 a,=-13,35

b) Los valores pedidos son:
f(1)=1603,2 = en 1989 habial603,2 ocupados.
f(4)=1170 = en 1992 habial1170 ocupados.
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Unidad 8 — Funciones racionales

PAGINA 159

cuestiones iniciales

1. Indica cuales de las siguientes magnitudes son inversamente pro-
porcionales:

a) El nimero de invitados a una fiesta y los aperitivos que pueden
comerse.

b) El ntmmero de lapices adquiridos y el precio pagado por ellos.
) La dosis de un jarabe y el peso del enfermo.

d) El nimero de mecandgrafos y el tiernpo que tardan en hacer un
determinado trabajo.

2. La siguiente tabla muestra el tiempo que emplea un autobus de

linea regular en realizar el trayecto entre dos ciudades en funcién
de la velocidad media que lleva:

Velocidad (km/h) | 80 | 85 | 90 | 95 | 100 | 105 | 110 | 115
Tiempo (h) 5 (471444421 4 |3,81|364|348

Encuentra la expresion algebraica correspondiente a la funcion que
define esta tabla. ;Cual es la distancia entre estas ciudades?

3. A partir de la gréfica de la funcién v = x* construye las graficas de
las siguientes funciones:

a) y=x'+4 b) y=(x+2)* Qy=Kk-17-2

SOLUCIONES

1. Son magnitudes inversamente proporcionales las que intervienen en las cuestiones a) y d).

L . . 4 , .
2. La expresion algebraica correspondiente al problema es: t:ﬂ y la distancia entre las
%

ciudades es de 400 km.

3. Estas gréficas se obtienen trasladando la grafica de la funcion y =x?.

a) 4 unidades hacia arriba (hacia el semieje positivo OY).
b) 2 unidades hacia la izquierda (hacia el semieje negativo OX).

¢) 1 unidad hacia la derecha (hacia el semieje positivo OX) y esta nueva grafica 2 unidades
hacia abajo (hacia el semieje negativo OY).
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PAGINA 169

ACTIVIDADES

B Utiliza la experirmentacién en la resolucién de los siguientes problemas.

1.
2

. Las bicis. Un padre y un hijo van en sendas bicicletas a la misma velocidad.

. Nimero fantasma. Tu amigo Juan dice haber encontrado un ndmero cuyo

Sumas. Considera los nimeros impares 1, 3, 5, 7, etc. ;Cuanto vale la suma de los n primeros?

Castillo de naipes. En la figura tienes un castillo de naipes de dos pisos.
Han sido necesarias 7 cartas para formarlo. ; Cuantas cartas seran necesarias
para hacer un castillo similar de 15 pisos de altura? ; Cudntos pisos tendrd un
castillo que tiene 3 775 naipes?

La rueda trasera de la bici del padre da una vuelta, al tiermpo que la rueda
trasera de la bici del hijo da vuelta y media. En la rueda de la bici del padre
hay dos marcas, azul y roja, diarnetralmente opuestas; esto ocurre analoga-
mente en la rueda de la bici del hijo. En un determinado instante, las dos
marcas rojas estan sobre el suelo. ; Cuando coincidirdn por primera vez las
marcas azules sobre el suelo?

cuadrado acaba en tres cifras idénticas. ;Dice la verdad?, ;serla cierto si las
cifras no pueden ser cero?

. Desigualdad. ;Es cierta la siguiente desigualdad?

2! >1-3-5-...-2n-1NP -V2n+1

SOLUCIONES

1.

2.

1r(2n-1) _ o

La suma queda: 1+3+5+7+...+2n-1= n

La solucién queda:

1.%" piso: se necesitan 2 naipes.
2.° piso: se necesitan 5 naipes.

3.% piso: se necesitan 8 naipes.
4.° piso: se necesitan 11 naipes.

Luego en el enésimo piso habra (3n-1) naipes.

(Bn+1)-n

Una torre con n pisos tendra: naipes.

(3:15+1)-15

Una torre con 15 pisos tendra: =345 naipes.

Veamos cuantos pisos tendra un castillo de 3 775 naipes:

(Bn+1):-n 2 .
——~ =3775= 3n“+n-7750=0 = |n=50 pisos
2 __p
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3.

Imaginamos que la rueda del padre tarda 6 segundos en dar una vuelta y la del hijo 6 segundos
en dar vuelta y media.

En la situacién de partida vuelven a estar al cabo de 12", pero en ninglin momento coincidiran
las marcas azules sobre el suelo.

El cuadrado de cualquier nimero entero terminaen 0, 1, 4, 5, 6, 9.
Si el nUmero entero es par, su cuadrado es mdltiplo de 4.
Asi, 142 =196 = 4.

Si el nimero entero es impar, su cuadrado es multiplo de 4+1. Asi, 13°=169= 21+1.

Ahora bien, si el nUmero al cuadrado termina en 111, 555, 666 6 999, éstos no son ni multiplos
de 4 ni multiplos de 4+1, luego no pueden ser.

Veamos, pues, los que terminan en 000 6 444,
Efectivamente: 1444 =38, luego también se verifica si no son cero las cifras.

La demostracién queda:
(2n)'=2n-(2n-1-(2n-2)-...-3-2-1

Veamos si es cierta laigualdad anterior transformada en otra :

2n-(2n-1)-(2n-2)-...-3-2:1>[1-3-5-..-(2n-)"\2n+1 =

- 2n >\/m N 2n-(2n—2)-...-6-4-2>\/m

1-3-5-...-(2n-1) (2n-1)-..5-3-1

Esto eslo que vamos a demostrar por el método de induccion :

Paran=1 = 2>./2.14+1 = 2>/3

. 2n-(2n-2)-...-6:4-2
Supongamos que es cierto para n: >\/2n+1
pong a P (2n-1)-...5-3-1

. (2n+2)-(2n)-(2n-2)-...-6-4-2
Veamos que esciertopara n+1: ¢ >.2n+37? (I
a P ¢ (n+D-@n-1.531 Y O

(2n+2)(2n)-(2n-2)-..-6:4-2_(2n+2) (2n)-(2n-2)-..-6-4-2 _(2n+2)

J2n+1>,2n+3
(2n+1)-(2n-1)-..5-3-1 (2n+)  (2n-1)-.5-31 (2n+1)
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Elevando al cuadrado: (2n+2)*(2n+1)>(2n+1)>(2n+1)*(2n+3) =
= 16n+4>14n+3 = 2n+1>0

Esto siempre es cierto,pues neN = esciertala desigualdad (I) = es cierto el enunciado.
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PAGINA 172

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.

N4

Mo

. La siguiente tabla muestra el tiempo de llenado de una piscina en funcion

Representa graficamente las siguientes funciones de proporcionalidad inversa, realizando sus correspondientes tablas de
valores:

3 1 1
d) y=-—
)y 3x

V=3

a) A b) 4 5 i
! 5 |
'} 4 __‘" \
-3 | \
o AN S|
=) o 2 = ~—— 0| 2 5
- X S X . X
- N 5
ff/ \\ b
/ \_ \
[ |

del numero de grifos que se abren:
N* de grifos (x) 2 3 4 5 6
Tiempo en horas (y) | 12 8 6 |[24/5| 4

a) Encuentra mas valores para la tabla.
b) ;Cual es la expresion matemdtica de la funcion que se ajusta a la tabla?

¢) Realiza la representacién gréfica.

Un cine-club piensa proyectar una gran pelicula la préxirna sernana. El alquiler de la misrma cuesta 300 euros que deben
pagar entre todos los asistentes a la proyeccion. Encuentra la funcion real de variable natural que maternatiza esta fun-
cién. Representa esta funcién graficamente e indica qué tipo de funcién obtienes.

. Un generador de sonidos emite estos con distintas longitudes de onda y distintas frecuencias, segin muestra la si-

guiente tabla:

Frecuencia (ciclos/segundo) 6 60 75 150 500 800 1200
Longitud de onda (metros) 50 5 4 2

a) Completa esta tabla.
b) Representa graficamente los datos de esta tabla.

o) Encuentra la férmula matemdtica asociada a esta funcién.

3 ) 3

e six<-——

X 2
Representa graficamente la funcién: f(x) = 2%+ 1 si —% <x<0

X+1  six=20
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SOLUCIONES

1. Las representaciones quedan:

a) YA b) AY
_3 3
3 |-y V=X v=-%x
i . 3
ol 1 % o i
-1
(‘} YA . 'CU AY 1
V=5
1| V== 3x
; 1
! X ---1 3
3
2. En cada uno de los casos son:
6 8 4
a)y=-— b)y=— c)y==
X X X

3. En cada caso queda:

a) b) La expresion correspondiente es y:ﬁ, con lo cual podemos buscar todos los
X

valores que queramos.
c) La gréfica correspondiente viene dada por:

Y & Tiempo (h)

La parte negativa de la
gréfica no tiene sentido en
el contexto del problema.

101 .

M= Grifos

) :.L t t t t I}::
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4. La solucién queda:

La funcion es: y _300
X

Es una proporcionalidad inversa. Su gréfica viene dada por:

4 Precio (€)

La parte negativa de la
3001 gréfica no tiene sentido en
el contexto del problema.

2004
100 .
O 1 2 3 I II“*JE ﬂlsjst;ntes

5. En cada caso queda.
a) Latabla completa queda:

Frecuencia | 6 |6'D | 75 | 150 | 500 | 800 | 1200
Longitudonda |50 | 5 | 4 | 2 [0.6]0,375] 0,25

b) La grafica queda:
AY (Longitud

de onda)
30}
20 1
10 1
O 1:3:0 20:0 3;)(: X [Frea:encia)
300

c) Laférmula pedidaes: y=—
X
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6. Larepresentacion queda:

3 . 3
— si x<— —
x 2
3 vA
flx) = {2x+1 si —Echﬁ
x241si x>0 v = fix)
51
2,,
1+
-1
g 1 2 X
-1
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PAGINA 173

: o L 1
B 7. Enla funcién de proporcionalidad inversa y = ¥ halla:

a) ¢Para qué valores de x la funcién es igual o rmenor que una millonésirna?

b) ¢Para qué valores de x la funcion es igual o rmayor que una milésima?

B 2 Dadas las funciones y =

= 8 :
1 ey= 7 represéntalas graficamente y encuentra sus asintotas.
X+ X=

B 9. Representa graficamente las siguientes funciones, determinando previamente sus respectivas asintotas.

Ax 6x—11 Ax+7 —2x—8
xX+2

ay= b) y=—— cly= " d) y=

x+1

M 10. Una fabrica dedicada al montaje de dis-
positivos para aviones ha calculado que
la media de dispositivos que prepara
cada trabajador viene dada por la si-
guiente funcién:

i _ BOx
Xx+5

siendo x el tiempo en dias desde que el
trabajador es contratado. ;Cuantos dis-
positivos prepara un trabajador el primer
dia? ;Cuantos prepara el quinto dia? ¢Y
el trigésimo dia? ;Al cabo de cuantos
dias prepara 50 dispositivos? jTiene ra-
mas infinitas esta funcién? En caso afir-
mativo, discute su significado.

M 11. Un gabinete psicopedagogico ha hecho un estudio para determinar la mernoria visual de los ermpleados de un banco.
Para ello, se paso a cada empleado una coleccion de 60 dibujos y se les dio dos dfas para que los mernorizaran. El ga-
binete determiné que, durante cada uno de los 30 dias siguientes, cada empleado debia escribir los nornbres de los di-
bujos que recordaban, y obtuvo este gabinete que la media de aciertos es:

y= % siendo t el tiempo en dias.

Haz una tabla de valores y, a partir de ella, dibuja la grafica correspondiente.

i Cuantos dibujos recuerda un ernpleado al cabo de 8 dias? ;Y al cabo de 10 dias? ;Y al cabo de 15 dias? ; Cual es el
rmenor nimero de dibujos que retiene en la mernoria? ¢Y el maximo?

Estudia las ramas infinitas y asintotas de esta funcian.
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SOLUCIONES

7. En cada caso:

a)lﬁ; = x2>10° = wvx>10°
x 1000000

b)lz = x<1000 = Vvx<10°
x 1000

8. En cada uno de los casos:

y
y= 8
x-2
i ., 8 . ,
o La funcién y =2 tiene como asintotas
T | X —
las rectas de ecuaciones:
-1 _‘f 2, 4 é X X=2 y=0
Y
LT v 2
. = ., -2 .. ,
; x+1 La funcién y =—— tiene como asintotas
! X+1
: 1 las rectas de ecuaciones:
1 1 —li D T T I‘::_
Y x=-1 y =0
1
bk
i
/4
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9. En cada uno de los casos:

a) Asintotas: x=-1; y=4. b) Asintotas: x=2;y=3.
LY A YE i
___________________ fa L
N S P
! dx 9 I
I y= |
| x+ 1 Lo fxo 1l
! - b 2x-4
; 1 > R A >
T > — >
e 5 |
c) Asintotas: x=-2;y=1. d) Asintotas: x=—2;y=-2.
! ¥
L YA
; : _—2x-8
i : Tox+2
i Ax + 7 |
_______________ I e 2 o X
7o - S — e —

10. La solucién queda:

El 1* dia prepara: %:10 dispositivos.
+

El 5° dia prepara: %zBO dispositivos.
+

El 30° dia prepara: 60-30
30+5

=514 dispositivos.
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11.

60-X_50 = x=25dias.

Para preparar 50 dispositivos necesita: c
X+

El vigésimo quinto dia prepara una media de 50 dispositivos.
Esta funcién tiene dos ramas infinitas horizontales con asintota horizontal y=60. Las ramas
infinitas verticales no tienen sentido en el contexto del problema porque estdn en x=-5.

El sentido de la rama infinita horizontal es que la media de dispositivos que lega a hacer es de
60 como maximo.

La solucién queda:

Al cabo de 8 dias recuerda: %:12,7 dibujos.
+

Al cabo de 10 dias recuerda; %zljﬁ dibujos.
+

Al cabo de 15 dias recuerda: %:10,6 dibujos.
+

El menor nimero de dibujos que retiene en la memoria es 8 dibujos.

El mayor nimero lo da en 50 dibujos.

Esta funcién presenta dos ramas infinitas verticales con asintota vertical la recta t=—1 y dos
ramas infinitas horizontales con asintota horizontal y =8. Las ramas verticales no tienen sentido
en el contexto del problema.

La tabla y la grafica quedan:

t Y : ¥

: . Bt450

0 50 i L a0 Y== 1
1 29

e -
2 22 |

3 185 _b —+— :_15 5 +—t+—+ r»

q 16,4 I

10 |11,8 |
100 | 8,4
1000 | 8,04 !
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PAGINA 174

ACTIVIDADES FINALES

M 12, A partir de la gréfica de la funcion y = % representa las graficas de las funciones: y = % -1,y= % +2
M 13. Dibuja las graficas de las funciones y = 3 + x°, y = »° — 1 utilizando la grafica de la funcién y = x*.
M 14, A partir de la gréfica de la funcién y = x* encuentra las graficas de las funciones: y = x* — 6x + 9, y = x> + X + %

M 15, Dibuja la grafica de las funciones y = (x + 2)* =1, y =

2 . . . .
= a partir de las gréficas de las funciones correspondientes.

M 16. A partir de las graficas de las funciones basicas, dibuja las graficas de las siguientes funciones:

1

a) y=x-2 O y=kx-17+4 e)y:m
=1 —(x—2) L
bh) v= e +3 d) y=k-2) fly= — 3
B 17. A partir de la gréfica y = f(x) adjunta, dibuja las graficas de las siguientes i II'.
funciones: '.I
a) y="flx+2) O y=-100 , I | v=Fk)
T 7™
b) y=f(x) -5 d) y = Il L /0
III‘I 1 ;_I’ r'lll:l i IIIIII |
M 18. Dibuja las gréficas de las funciones opuestas de las siguientes: 0 Y T 3 1 5\ i
a1 \ '
a) y=4-3x N \_ \i/
b) y=—x* + 6x
py
_ [1 b /
dy= X=1 Il F\ /
M9 Qibuja las graficas de las siguientes fun- /-""4-- ; \ /y:f(x)
ciones: / 1 i
a) y=3-x - 27 :
byy=h-sx+12 o
‘ 5 ‘ -6 4 2 © 2 4 4 6 x
o v=|— i !
J ox :
21 A
M 20. A partir de la gréfica adjunta de la fun- I A
cién y = f(x), dibuja las gréficas de las si- .'; :
guientes funciones: 7 [ |
| [
1| |
| |
a) y=-flx) d) y=~0)+2 61 | I'| |
| i
b) y = IF(0) & y=1x-1 Tl
L i
Q) y = [fx f) y=fx+3)1 ' '
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SOLUCIONES

12.

13.

14.

15.

16.

En cada uno de los dos casos:

« La gréfica de la funcién yzg—l se obtiene de trasladar la grafica de la funcion yzg, 1
X X

unidad hacia abajo, es decir, hacia el semieje negativo OY.

« La gréfica de la funcion y=E+2 se obtiene de trasladar la gréafica de la funcion yzg, 2
X X

unidades hacia arriba, es decir, hacia el semieje positivo OY.

En cada uno de los dos casos:

« La gréfica de la funcion y=3+x® se obtiene de trasladar la grafica de la funcion y=x°, 3
unidades hacia el semieje positivo OY.

« La gréfica de la funcion y=x®-1 se obtiene de trasladar la grafica de la funcién y=x°, 1
unidad hacia arriba, es decir, hacia el semieje negativo OY.

En cada uno de los dos casos.

« La gréfica de la funcién y =x?>-6x+3=(x—-3)* se obtiene de trasladar la grafica de la funcién
y =x?, 3 unidades hacia la derecha, hacia el semieje positivo OX.

2
« La gréfica de la funcion y =x*+x +%=(x +%j se obtiene de trasladar la gréafica de la funcion

y =x*, media unidad hacia la izquierda, hacia el semieje negativo OX.

En cada uno de los dos casos:

« La gréafica de la funcion y =(x+2)* —1 se obtiene de trasladar la grafica de la funcion y =x?, 2

unidades hacia la derecha, hacia el semieje negativo OX, y esta nueva gréfica una unidad hacia
el semieje negativo OY.

« La grafica de la funcién yzi2 se obtiene de trasladar la grafica de la funcion yzg, 2
X

unidades hacia el semieje positivo OX.
En cada uno de los casos:
a) Se obtiene de trasladar la grafica y =x*, 2 unidades hacia abajo.

b) Se obtiene de trasladar la grafica y =i3, 3 unidades hacia arriba.
X

c) Se obtiene de trasladar la grafica y =x*, 4 unidades hacia arriba y ésta 1 unidad hacia
la derecha.
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d) Se obtiene de trasladar la grafica y =x®, 2 unidades hacia la derecha.
e) Se obtiene de trasladar la grafica y:%, 1 unidad hacia la izquierda.

f) Se obtiene de trasladar la gréfica y =

, 2 unidades hacia la izquierda, y ésta nueva
grafica 3 unidades hacia abajo.

17. Las graficas quedan:

a) y=f(x+2) b) y=f(x)=5
L NS S S
| |
o AT
| y="fix+2) T H\

\ +-----= 7r Wﬁti,,
Lt/ \ L A
AN \; \
x V. =
_1\\ /12 3\ 5 "\\ : /J \
1 T\
_\2\/ _?_"""“}l:/ﬂx)—5 \
8 ye—f() d) y=If(x)|
2_ ________ 3
1 /5\'\ /
/ Po\3 4 s/
A
L

-1 4

21
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18. Las graficas quedan:

b)La funcion opuesta de y =—x*+6x

a) La funcion opuesta de y=4-3x es y=3x-4 ylas

x? —6x, y las gréaficas son:

esy

graficas son:

|

y las graficas son:

_—2X
x-1

c¢)La funcion opuesta es y

19. Las graficas quedan:

b) y =|x?-8x+12]

a) y=[3-x|
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20. Las gréficas quedan:

a) y=-f(x)

c) y=—If(x)l

e) y=f(x-D

b) y =If(x)I

d) y=f(x)+2

e i 4
] ]
- -4 2 o ."/'}'- S [

| \

-2 II| 'III

|\

—4 i

| |

f) y=f(x+3)-1
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Unidad 9 — Funciones exponenciales, logaritmicas y
trigonomeétricas

PAGINA 177

cuestiones iniciales

1. En cada una de las siguientes gréficas estudia: dominio, recorrido, mo-
notonia, acotacién, simetrias y asintotas.

2. Completa la siguiente tabla referida a los angulos del triangulo de la
figura. ¢ Cuanto miden estos angulos?

21m 2m
Seno Coseno Tangente
A
B
Zm
SOLUCIONES

1. En cada uno de los tres casos:

a) Domf=R Imf=R
Estrictamente creciente en todo su dominio.
No acotada.
Simétrica respecto al origen.
Tiene dos ramas infinitas parabdlicas.
Continuaen R.

b) Domf=R-{0}  Imf=(0,+x)
Estrictamente creciente en (—x,0).
Estrictamente decreciente en (0,+ ).

Acotada inferiormente por O.
Simétrica respecto a OY.
Asintota vertical x=0.

Asintota horizontal y=0.

Continua en R—{O} )
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c) Domf=R Imf=R
Estrictamente creciente en todo su dominio.
No acotada.
Simétrica respecto al origen de coordenadas.
Tiene dos ramas infinitas parabdlicas.
No tiene asintotas.

2. La solucion queda:

Al ser un tridngulo equilatero los angulos miden: A=60° y B=30°.

La altura del triangulo vale J3m aplicando el teorema de Pitdgoras

La tabla quedaria:

seno coseno tangente
J3 1
A=60° — = 3
2 2 V3
~ 1
f-soe | 2 3 3
2 2 3
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PAGINA 193

AT I ENC L DEAIDEE S

W Utiliza esta estrategia en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Un paso dificil. En la subida a un pico de montana hay que pasar por un sendero muy estrecho en el que resulta imposible
que se crucen dos personas, a excepcion de un lugar al lado del camino en el que hay una pequefia cueva donde tan sélo
cabe una persona. Un fin de semana en el que suben muchos montaneros, coinciden dos grupos. Uno de ellos, compuesto
por dos montafieros, esta subiendo al pico, mientras el otro, compuesto por tres, esta bajando. ;Cérmo puede organizarse
el paso de los montafieros para que cada grupo pueda seguir su camino sin gque ninguno tenga gque retroceder?

2. Una abeja golosa. Sobre una mesa hay 25 monedas, cada una de las cuales contiene una gota de miel,
colocadas corno indica la figura. Viene volando una abeja y se posa scbre una de las monedas para co-
merse la gota de miel. Corno es muy golosa, quiere comerse todas las gotas, pero para ello debe pasar
de una moneda a otra y no pisar dos veces una misma moneda. ;Podra hacerlo?

3. La magia de los niumeros. Torna un ndmero cualquiera de tres cifras diferentes, por ejernplo, 472. Dale la vuelta: 274.
Resta el menar del mayor: 472 — 274 = 198. Invierte este numero: 891. Suma los dos Ultimos y obtienes: 198 + 891 =
=1 089. ;Ocurre lo mismo con cualquier ndmero de tres cifras distintas?

SOLUCIONES

1. Los pasos a seguir son los siguientes, llamando AB a los montafieros que suben y abc a los que

bajan.
1.0 2.° a
AB abc AB bec
3.¢ 3 42
AB be a AB be
5.¢° 6.2 b
a AB bc a AB c
7.2 b 8.2
a ABc ab ABc
9.° 10.°2 o
ab AB c ab AB
11.2 c 122
ab AB abc AB
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2. Sefialamos las monedas con Cy X.

« Consideramos el caso de que solo tengamos 9 monedas.
En este caso hay 5 caras C y 4 cruces X.
Si la abeja parte de una moneda marcada con C, puede hacer
el recorrido:

CXCXCXCXC

Pero si parte de una moneda marcada con X, no puede:
XCXCXCXC... falta una C.

« En nuestro caso hay 13 caras Cy 12 cruces X.

Si la abeja parte de una moneda marcada con C, es posible el recorrido, pero si la abeja parte
de una moneda marcada con X no es posible.

3. Lasolucién queda:

Sea el nimero inicial Xxyz = (100x +10y +z)—(100z+10y + x)=100(x—z)+(z-X)

Six>z = z-x<0 = hay que escribir la expresiéon anterior de la forma:
(x=2-1)100+100+(z—-x)=(x-2z-1)100+9-:10+(10+z—X)

La1.’cifra de este nUmeroes: x—z-1.

La 2.%cifra de este nimero es: 9.

La 3.cifrade estenimeroes:10+z—x.

Observamos que (x-z-1)+(10+z-x)=9 , es decir, la 12+ 32 siempre da 9 y la 22 también da
9. Luego siempre se cumple el resultado del problema.
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PAGINA 196

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Representa graficamente las funciones:
‘E X
a) y=3" b)y=(—) Qy=¢ d) y=4~
Aytidate de la calculadora creando una tabla de valores para cada funcién.

B 2. A partir de la grafica de la funcién v = e* representa las graficas de las funciones y=e*—1; y=e"+2; y=¢e"";
_V: eJ.’+2‘

M 3. Demuestra que si el punto (m, p) esta en la grafica de la funcion y=a’, el punto (—m %) estd también en su grafica.

W 4. ;Respecto de qué rectas son sirmétricas las funciones f(x) = 4* y g(x) = 4™? Asimismo, la funcion t(x) = 2M es simétrica
respecto de una recta. ;Qué recta es?

M 5. Los controles de calidad de una cadena de montaje de ordenadores han obtenido que el porcentaje de ordenadores que
siguen funcionando al cabo de t afos viene dado por:

4 T
p(t) =100 - (?)

b) ;Tiene sentido real toda la grafica obtenida?

a) Representa graficamente esta funcién.

¢) ¢Qué porcentaje de ordenadores sigue funcionando al cabo
de dos afios? ;Y al cabo de cinco afios?

d) ;Qué significado tiene el punto de corte con el eje de orde-
nadas?

M 6. La cantidad de madera de un bosque aumenta en un 50 % cada
100 afios. Tornando como punto de partida y cormo unidad de
medida la cantidad de madera que habia en este bosque en &l
ano 1600 y como unidad de tiempo el siglo:

a) Encuentra la cantidad de madera que habfa en los anos
1800, 2000, 1900.

b) Encuentra la funcién correspondiente.
c) (Cuanta madera habia en los afios 1500, 1400, 1450, 10007

d) Averigua cuando habra una rmasa de madera doble que en
1600 y cuando la mitad.

e) Averigua cada cudnto tiernpo se triplica la cantidad de madera.
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SOLUCIONES

1. Las graficas quedan:

a) v b) - vh c) ¥ d)

v= |_§.'| i y=3" y=¢* p=4=

-1 0 1 X -1 0 1 X

My

-1 @ 1

2. En cada uno de los casos:

Y
5
El
l4 « y=e*" se obtiene de trasladar la gréfica de la
="+ 2 . s .
rmeeo funcion y =e*, 1 unidad a la derecha.
/ . y=e*"? se obtiene de trasladar la gréafica de la
2
y=e A1 funcion y =e*, 2 unidades a la izquierda.
1 R o 2 3 X
y=2e"-1
3

3. La demostracion queda:

Si (m, p) esta en la gréafica de la funcién y =a* entonces:

) 11 1
y=a"=> p=a"=> —=— = —=a

—=— M= (—m, lj pertenece a la misma funcion y =a*
p a p p

4. La solucioén es:

% |

y=47 la , v=% o Las funciones f(x)y g(x) son simétricas

respecto del eje OY o del eje de ordenadas x=0.
e lgualmente, la funcion vy =2" es simétrica
respecto al eje de ordenadas.
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5. La solucion queda:

a) La gréfica queda:

x

80 \\\\

64
&0+

51,2 ‘“‘-~_‘___________
40__

20+

L t

b) La parte negativa de a gréafica no tiene sentido.

¢) En cada caso:
t=2 = p=64% siguen funcionando al cabo de 2 afios.
t=5 = p=32,768% siguen funcionando al cabo de 5 afios.

d) El punto de corte con el eje de ordenadas significa el 100% de ordenadores que
funcionan en el momento de salir de la cadena de montaje.

6. La solucion queda:

a) En el afo 1 600 hay una unidad de madera.
En el afio 1 800 habia (1+50% de 1) =1,5% unidades de madera.

En el afio 1 900 habia 15° unidades de madera.

En el afio 2 005 habia 1,5*% unidades de madera.
b) Lafuncion es y=15", con t= siglos a partir de 1 600.

c) En el afio 1 500 habia 1,5"=0,667 unidades de madera (u m).
En el afio 1 400 habia 152 =0,444u m.
En el afio 1 450 habia 1,5"°=0,544 u m.
En el afio 1 000 habia 1,5°=0,087 u m.
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d)

Para que haya doble madera que en 1 600 se ha de verificar:

_log2

2=15" = t 5=l7105ig|os = Es decir, en el afio 1600+171=1771.

Para que haya la mitad de madera se ha de verificar:

_log0,5
~logl5

%:J,St = t =-1,710siglos = Es decir, en el afio 1600-171=1429.

Si consideramos la madera en un tiempo t como 1,5' y queremos saber cuanto tiempo t '
ha de pasar para que la madera se triplique, 3-1,5', obtenemos:

15" =3.15' = 15'=3 =1t'=2710 siglos

Es decir, cada 2,710 siglos 0 271 afios, la madera se triplica.
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PAGINA 197

B 7. Representa gréaficamente las funciones:
a) y=log s x b) y=log ,;x g y=inx d) y=log ,x
Aylidate de una calculadora creando una tabla de valores para cada funcion.

B 8. Apartir de la grafica de la funcién v =log, x representa las graficas de las funciones:

a) y=-1+log,x b) y=2+log.x g y=log,x-1) d) y=log, (x+2)

B 9. A partir de las gréficas de las funciones siguientes, comparalas dos a dos:

fo =2 gix) =x hix) =log , x

M 10. Representa graficamente, con ayuda de la calculadora, las siguientes funciones:

: fion
flx)=4 g()():(?) hix) =log , x
yx) =log % jx)=4"+2 kix)=log ,x+4

2%+ 3 si x<—1

M 11. Representa graficamente la funcion: fix) ={ =* +2  si  -1<x=1

In x si x>1

M 12. En un pueblo de alta montana se repoblé una zona con acebos hace 6 anos. Ini-
= cialrmente se pusieron 100 ejemplares y en estos mormentos hay 2 010 ejernplares
de acebo. Sisabemnos que N =A - e* es la funcién que da el nirrero N de ace-
bos en funcién del tiempo que ha pasado, encuentra esta funcion para este enun-
ciado. ;Cuantos afnos han de pasar para que haya 14 850 ejemplares?

M 13. En el contrato de trabajo de un empleado se especifica que cada afo se le au-
mentara el sueldo el 12% de lo que cobro el afo precedente. ;Cuantos anos tar-
dara en doblar el sueldo? ;Cuanto tardara en cuadriplicarlo? ;Y en sextuplicarlo?

M 14. La poblacion de la Tierra, en 1986, era de 4 mil millones de personas. Suponiendo
que tiene un crecimiento anual del 2 %, scuando se alcanzara una poblacion de
10 miil millones?

M 15. La funcién y = log x —log (%) ¢es una funcién logaritrnica? Razona la respuesta.

B 16. Considerando la funcion f(x) =2 —e™, calcula:
a) f(0); f(1).

b) Elvalor de x que anulard |z funcién.

) Los valores de x tales que f(x)= % y fix) = ;— , respectivamente.

B 17. Una fabrica produce dos tipos de ruedas de automévil: Tipo S y Tipo N. Las ventas, en millones de ruedas, de cada
uno de los tipos sigue las funciones:

Tipo S=y =4"" TipoN=y=2" t en anos

A partir de sus graficas indica en qué momento vende el mismo numero de ruedas de cada tipo. (En qué momento
vende mas ruedas de calidad S que de calidad N?
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SOLUCIONES

7. Las gréficas quedan:

a)y b) y =log, x; y=log% X

Ve

v=log,x
i

g

c) y=Inx

Y

v=Inx

>y

8. A partir de la gréafica dada, solo cabe hacer las transformaciones pertinentes en cada caso:

9. Las comparaciones quedan:

« f(x)=2" y g(x)=x"

\ YA 1
\-\ glx) = x2 f

2*>x? en (-0,75;2)

« f(x)=2" y h(x)=log, x

2" >log, x;VxeR

h{x) = log, x

y =—1+log, x se obtiene de trasladar la grafica de y =log, X, 1 unidad hacia abajo.
y=2+log, x se obtiene de trasladar la grafica de y =log, x , 2 unidades hacia arriba.

y =log,(x—-1) se obtiene de trasladar la gréfica de y =log, X, 1 unidad hacia la derecha.

e

glx) = x*

2* <x* en (~0,—0,75)U(2,+ )
2"=x>enx=2y x=-0,75

h(x) = log, x

x?>log, X;VxeR

y =log,(x+2) se obtiene de trasladar la grafica de y =log, X, 2 unidades hacia la izquierda.

+ h(x)=log, x y g(x)=x?
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11.

10. Las graficas quedan:

f(0)=4"; g(x){ﬂ

.Y e )

1

HI 4 [ fix)=4%

1 hix) = logy x

.I _ I ——

o -1 L 4
glx) =[— » »
L4'J % ) f X
e -1
s T i ifx) = log,
-1 0 1 il ! ¢
|
*j(x)=4"+2; k(x)=log, x+4
v ¥
4 kix) = log, x + 4
jix)=4"+2 13
_____ 2
1 1
o T % ol 1 X
La grafica queda:
v
2
L ]
. 14
—I]_ (0] e : }?

*h(x)=log, x; y(x)=logy X
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12. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

A=100

= B_|n(20,1o)_0 c = Lafunciénbuscadaes: N =100-e*"

6

100=A-e°
2010=A-e®*

Para que haya 14 850 ejemplares han de pasar t afios, y se debe verificar:
14850=100-e**' = t=10afios.
13. La solucion del problema queda:

El sueldo de este empleado al cabo de t afios sera y =112"-x, siendo x el sueldo inicial.

e« 2x=112""x = t= l0g2 =6,12 arios tardara en duplicar su salario.
logl,12
¢ log4 ~ . . .
o 4x=112"-Xx = t= =12,23 afios tardara en cuadruplicar su salario.
log1,12
‘ log6 ~ , . .
e 6x=112"-x = t= =15,8 afos tardara en sextuplicar su salario.
log1,12

14. La solucion queda del siguiente modo:

Con un crecimiento anual del 2% al cabo de t afios, habr& en la Tierra una poblacion de:

P =1,02" -4 mil millones de habitantes

log=

De este modo: 10=1,02'-4 = t= =46,27 afos .

logl,02
Al cabo de 46,27 afios la poblacion sera de 10 mil millones.

15. Operando:

X X L, - . o
y =logx—log (E) =Iogx—=log2 = No es una funcién logaritmica, sino una funcién constante.

%
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16. En cada uno de los casos:

a) f(0)=2-e°=1; f(1)=2—é=163

b)2-e*=0 = exzé = x=-0,69

D

c)f(x):g = 2-e === ‘Xz—% = Imposible

NIk Do

f(x)=1 = 2-e*== = e*X:g = eng = x=In 2 =-0,41
2 2 3 3

17. La solucion queda:

o Para ver en qué momento vende el mismo numero de ruedas de cada tipo resolvemos la

ecuacion:
471=2 = 222" = 2t-2=t = t=2aflos = Alcabo de 2 afios.

« Vender mas ruedas S que N para los valores de t que verifiqguen la inecuacion:

471500 = 2%25 00 — 2t-2>t = t>2afios

A partir del 2° afio se vende mas ruedas de calidad S que de calidad N.
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PAGINA 198

ACTIVIDADES FINALES

M 18. Una persona esta aprendiendo a nadar el estilo espalda. Transcurridas x horas de entrenamiento, es capaz de nadar,
en un minuto, una distancia de y metros, dada por la expresién:

y=16 (1 — ™%
a) ;Que distancia es capaz de recorrer en un minuto después de 12 horas de entrenamiento?

b) ¢Cuéntas horas de entrenamiento son necesarias para recorrer 12 metros en un minuto?

M 19. Indica el signo de cada una de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen 150° ) tg 200° e) tg 345° g) cos 250° i) tg27°

b) cos 285° d) cos 170° f) sen 55° h) sen 320° j) sen(=120°)
M 20. Reduce los siguientes angulos al primer giro:

a) 1215° b) —60° ) % d) 18 750° o) ?

M 21. A partir de |as graficas de las funciones circulares halla los valores de x en el intervalo [-m, ] que hagan ciertas las
siguientes desigualdades:

3
cosxs—% tgx>1 2>senx cosx—TEO
M 22. Dibuja las gréficas de las siguientes funciones a partir de las graficas de las funciones circulares:
a) y=senx-3 c) y=sen (x +m) e) y=3senx g)y:sen% i)y=3sen[2 (x—%)]
b) y=cosx+2 d) _y=cos(x—%) f) y = cos (2x) h) y=-2 cosx |

M 23. En una isla del Pacifico se ha comprobado que la temperatura
media durante el mes de diciembre viene dada por (en grados
centigrados):

T=5 cos e ‘| +10°C
iz

donde t esla hora del dia variando en [0, 24).

a) ¢Qué temperatura habra a las 16 horas? ;Y a las 8 horas?

b) ;A qué hora del dia la temperatura es de 10 °C? ;Podra ser
la temperatura 0 °C?

¢) ¢A qué hora se alcanza la ternperatura minima? ;Y la maxirna?
M 24. Encuentra una solucién en cada una de las siguientes ecuaciones:
3
a) seny:—% b) x = arccos = c tgy=-1

B 25. Encuentra la expresién algebraica asociada a cada una de las siguientes funciones e indica el periodo de las mismas y
los valores méxirno y minirmo que alcanzan:

a} Yi b)
1 YA
L (0] 4 2m 3n XL - 7 i . +
Z =1 fn‘\—.’w’\ [\ [\= /\ :"{!\- fﬂ'ﬁ."-’{ T
: VAN \ARVEVRVA
-3
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SOLUCIONES

18. La solucién queda:

a) Six=12 = y=5,48 metros es capaz de recorrer en un minuto después de 12 horas de
entrenamiento.

b) Si y=12 metros por minuto = 12=16(1-e°*>) = 0,75=1-°* =
_In0,25

= e%9x_-0,25 = x =39,61 horas de entrenamiento

19. En cada uno de los casos:

« Son positivas las razones trigonométricas de los apartados a) b) c) f) i).
e SOn negativas en los apartados d) e) g) h) j).

20. Las reducciones quedan:

a) 1215°=135°+3-360° = 135°

b) —-60°=300° = 300°

C) %:690°=330°+1-360° = 330°
d) 18750°=30°+360°-52 = 30°

e) %:1560":120‘44-3600 = 120°

21. Queda en cada caso:

1 ( 275) (27: ]
a) CoOSX<—— en| -w,—— |U| —,7
2 3

3
b) tgx>1 en E,E v ﬁ,ﬂ
4 2 4 2
c) 2>senx entodo elintervalo [-m,m |

d) cosx—ﬁzo en [—E,E}
2 6
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22. En cada uno de los casos queda:

a) y=senx-3

[N VI [

-// =

-3

y=senx—23

c) y=sen(x+mn)

VA

y = sett x

AVAAVavs

b) y=cosx+2

YA

3 y-—cosx+2

S

=g
bmsen ey

e) y =3senx

v=23senx

}\/21: X
)

f) y =cos(2x)

vi
1 u=cos(2x

[N\
N

-1

Y=cosx
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Q) y=seni
2

o]

v—_-;-'.t-’.\x

/N
LNV

-1

/N
Y

/1
V

Y= 3sen (2, _ )

23. En cada apartado queda:

a) T(16)=12,5°C; T(8)=12,5°C

b) Queda:

e 10°C=5-cos (12_t
12

A las 6 horas ya a las 18 horas la temper

e 0°C=5-cos (12
12

j-n}rlooc = cos{

Nunca podra ser 0° C la temperatura.

j-n}rlooc = CO0S

h) y=—2cosx
] v=—2-cosx
2
1
[N VN
- o n o

Y=CosX

(%j-n}zo = t=6horas y t=—6horas

atura fue de 10° C.

1)

12

—2 = Imposible

¢) La temperatura minima fue de 5° C y la alcanzé a las 0 horas.
La temperatura maxima fue de 15° C y la alcanz6 a las 12 horas.
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24. Las soluciones quedan:

1 {210°+3600-K
a) senyz—E = y=

330°+360°-K

b) x=arc cosg

. 30°+360°-K
~13300+3600°-K

c)tgy=-1

Lol 135°+360°-K
~1315°+360°-K

25. Las expresiones quedan:

a) y=senx-2
Elperiodo es 2n

, . T
Los valores maximo lo alcanza en [—, -
b) y =cos(3x)
Elperiodo es %

, . 27
Los valores maximo lo alcanzaen| —,

1) y elminimo en (37“,—3}

1) y elminimo en (E,—lj.
3 3
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Unidad 10 — Limites de funciones

PAGINA 201

cuestiones iniciales

1. Comenta la tendencia de |as siguientes funciones:

a) Y ) 4
N 7\
“““““““ z ; ,
o\ X o /X
y=1x [ y=ga|
b) - d) v
% -------------- y=1(x)
} y=hx
______________ 2
SOLUCIONES

. Continuidad.

1. Podemos decir lo siguiente:

f(x) tiende a (3) cuando x tiende a () y tiende a (+) cuando x tiende a (+o).
g(x) tiende a (o) cuando x tiende a (—) y tiende a (+o) cuando x tiende a (+).
h(x) tiende a (-2) cuando x tiende a (—») y tiende a (2) cuando x tiende a (+oo).

t(x) tiende a (+w0) cuando x tiende a (—) y tiende a (—) cuando x tiende a (+o).
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PAGINA 219

ACTIVIDADES

B Aplica esta estrategia de ensayo y error en la resolucidon de los siguientes problemas:

1. Fichas de colores. Tenemos 16 fichas, de las cuales 4 son rojas, 4 verdes, 4 azules y 4 amarillas. De cada uno de los co-
lores tenemos una ficha cuadrada, una circular, una triangular y otra pentagonal. Coloca estas fichas en una cuadricula
o tablero de 4 x 4, de manera gue, en cada fila, columna o diagonal, haya una ficha de cada color y de cada forma.

2. Amanitas muscarias. Juan fue con su padre a ver una exposiciéon micoldgica. Les llamé la atencién el colorido de la
Amanita muscaria. Al dia siguiente, su amigo le pregunté por el nimero total de ejemnplares que habian visto de esta va-
riedad en la exposicién, a lo que Juan respondié: «Habia 8/9 de las Amanita rmuscaria mas 8/9 de Amanita muscaria.»
¢Cuantos ejernplares de amanita habia en la exposicién?

3. Latas de zumo. Hay un cierto namero de latas de zumo en la nevera. Invitas a dos amigos a tu casa a merendar. El pri-
mero se bebe la mitad de las latas que hay en |la nevera mas media lata; el sequndo, la mitad de las que quedan mas
media lata; y t0 te bebes la mitad de las que quedan mas media lata. Después de esto, no queda ninguna lata de zumo.

¢Cuantas latas habfa inicialmente?

4. Multiplo de doce. Si multiplicamos el cuadrado de un nurrero natural por el nimero natural anterior a ese cuadrado,

el resultado es multiplo de 127

SOLUCIONES

1. Designamos los colores por: rojo (R), verde (V), azul (Z) y amarillo (A); y las tres formas por:

cuadrada (C), circular (O), triangular (T) y pentagonal (P).

Por ensayo y error las colocamos en un tablero 4 x 4, cumpliendo las condiciones que marca el

enunciado.

Una solucion es:
RC |
P
VT

AO |

VO |

RP.

ZT

P
AC

AP
Ve
RT

Z0

Podemos encontrar hasta 72 soluciones distintas.

2. El nimero total de amanitas ha de ser mdltiplo de 9 menos 1, es decir, 8 amanitas. Haciendo el

problema mediante ecuaciones:

8 8
—X+—=X =
9 9

|x=8 amanitas
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3. El enunciado del problema nos muestra que el nimero de latas de zumo debe ser un nimero
impar. Por ensayo y error dirigido obtenemos:

Hay 7 latas de zumo.

El 1.°" amigo se bebe %+0,5=4 latas. Quedan 3 latas.
El 2.° amigo se bebe %+0,5=2 latas. Queda 1 lata.

El duefio de la casa se bebe %+0,5=1 lata.

Luego, efectivamente, habia inicialmente 7 latas de zumo.
Este problema se puede resolver también por medio de ecuaciones.

4. Sea n un ndmero real.

Veamos si n?-(n? -1)=12

n?.(n*-1)=n-n(n-1)-(n+1)

n(n-1)-(n +1):é, pues es producto de tres nimeros consecutivos.
Sin=3 = n-1=2 y n+1=é, luego (n—1)-n-(n+1)=é-é-é=1'2,
Sin-1=3 = nzé, por lo que n(n—l)-n-(n+1)=é-é-é=1'2,

Sin+1=3 = nzé, por lo que n(n—l)~n-(n+1)=é-é-é=l.2,

En cualquier caso, efectivamente, n’-(n? -1)=12.
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PAGINA 222

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. En las siguientes funciones, cuyas graficas se dan, calcula los valores pedidos:

Y Y
y=rf) B y=gx)
II'-. g \\ 1 ' ‘II
A FAVEEE S E— B :i — $ 3/
\ioi/4 3 -2 10 1 2 3 4 5 x N iy | x
N 1 11
a) 1(2) e) f(5) i) f(=5) m) lim _fix) a) g(2) 1) g{2.5)
x—=-25
b) lim_fGo ) lim. £G ) f-6) n) g(1) N Mgt u lim g
c) lim f(x) g lim fix) k) lim_ () o) lim g(x) s) lim_g(x) v) i g(x)
x—2* X2 x——H x—=1 x—3 ¥—3
d) lim fix) h) lim f(x) ) lim f(x) p) lim gix)
x—5* x—=-25* x—5" x—=3 -
B 2. I|dentifica cada una de las tres expresiones siquientes con su grafica correspondiente:
Alim gix)=3 I|'rn1g(x):3 g(1h=3
x—= 1t X —
Y Y / Y
== 3 / Q
i 3 N\
@ @I ) / © \_\..\.
///_ '\__\
A\
\
+ + A
o 1 X / 0 1 X (0] 1 \

B 3. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:
a) lim f(x)=-2; f(2)=5; Domf=FR; Imf=(-2, +=<)
X—2
b) Irm1 g(x) =4; g(x) estrictamente creciente en (—==, 1); I g = (—e=, 4]
X—
¢ lim hix)=3; lim h{x)=5; h(2)=3; Dom h =0, 3]
x—2 x—2*
dy lim 1) = lim t0) = lim t(x)
x——1 x—0 x—1
e) >0 ¥x>2; 000 ¥x<2; A lim /()
x—2

fy Domn=R—(2,3], Imn=R; lim nx)=0; lim n(x)=-2; n(0)=0
x—2 x—3*
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SOLUCIONES

Las soluciones quedan:

a) f(2)=1

b) lim f(x)no existe
X —> -5~

0) Iin’zlif(x)zl

h) lim f(x)=15
X = —2,5"

C) I|'rr21+f(x)=2 i) f(=5) no definida

d) Iirrg+f(x)=3 «f(-6)=-1

e) f(5)=2

) XI|’rpzsf(x)=15
m) g(1)=-2

n) ll’inlg(x)z—z
0) Iirr;+g(x)=—2

p) 9(2)=0

r Il’rr;_g(x) no existe

s) g(2,5) no existe

t) lim g(x) no existe
x — 2"

u) Iimgg(x) no existe

i) lim f(x)=-1
X —> -6

f) lim f()=-1 k) lim f(x) =3 Q) lim g(x)=0

2. Las correspondencias quedan:

a) Alimg(x)=3 b) g(1) =3 ¢) limg(x)=3
x = 1" X —
3. Las gréficas quedan:
a) b)
T y=f L
o\’ 2 0] 4
c) d)
°1 y=hx)
ST 2 y=1(x)
| Kl
0f 23 1|1
e) f)
3l
y=1() ]
1 - 0 —
0L 2 At 23
a1l o1
y=n(x)
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PAGINA 223

B 4. Enlas siguientes funciones, cuyas graficas se dan, calcula los valores pedidos:

1 Y 1 Y
| I
| b Ji\ ."
| e
|/ [t y=g0
-1 0 i1 X i
N S /N ,
I e arp N\ /
: : Vi \ /
: L S N
- L/ b
\! | _~ b
I o 1 2 X
i i
a)  lim f(x) e) lim f(x) h)y lim  g(x) ) lim gix)
x—=-1 x—=-1" x—=2 x—=2"
b) lim  f(x) f) lim flx) i) lim g(x) m) lim g
- x=1 x =1 x—=2 X— —oo
o) lim fix) g) lim f(x) i lim glx) n) lim g(x)
X —» 400 X ——oo X —» 400 x—=1
d) Ecuaciones de las asintotas horizontales k) Ecuaciones de las asintotas horizontales
y verticales, si es que existen. y verticales, si es que existen.
B 5. Representa graficarnente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:
a) Asintota verticalen x=-2; lim f(x)= |lm fx)=2
X— —o X = 400
b) lim gl =1, lim gl=—= : lim gl)=— ; Iim g(x)=+e=
x—=1 x— 3 x =3 X = 400
o ht=4)=2; lim h(x)=-== ; lim_ h(x)=+= ; Ilim hG)=2 : lim hi)=-1
x— -2 x—-2* X —27 x— 2"
d) t0)=1; Iim t)=-e= : lim tx)=2 ; lim t(x)= lim t(x) = +o
x— 0 x—2 x— 3 X =3
B 6. Calcula los limites siguientes:
1 1
lirn lim (= lim — lim —
2) x—=0 2 €) X——oo =7) ) xotee X2 m) x=0 ¥
1 . 1
lirr : lirm —— lirn lim —
b) x—)+oox_ 0 x—=0* x"° J) x——1 = n =0 X
1 1
lim — lim — lim lim
A x—=-3 X 9 x——ca X'° & x—0 = 2 X——oa =
1 1
d) lim »° hy lim —— o lim — lirn
) X——ca ) =0 x" ) =0 x° p) x—1 x
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SOLUCIONES

4. Las respuestas quedan:

a) lim f(x)=-w h) lim g(x) =+
X - -1 X2
b) lim f(x) =+ i) |ing(X) = +o0
x—->1 X —>
c) lim f(x)=-1 j) lim g(x) =+
d) Asintota horizontal: y =—1. k) Asintota horizontal: y =0.
Asintotas verticales: x=-1; x=1. Asintota vertical: x=2.
e) lim f(x) =+ [) lim g(x)=+o
X — -1* X — 2"
f) lim f(x)=-w m) lim g(x)=0
x -1 X — —0
Q) Il'rr_1 f(x)=-1 n) Il'mlg(x)=4

5. Las representaciones quedan:

a) i b) i
E ¥= ffo ¥= g(xj !

________ LI R 1 !
—:i 0 0| 1 i3

c) i d) !
i y=h(x) y=1t(x) |
.-———i————: 24---4 i

I i 1 b

_|4 i_z o, 2 D I: 53
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Los resultados son:

a)lim2=2

x—>0

c) lim L1
9

X — -3 X2

e) XIL"L -7n=-7

-1
9),/im, 5 =0
) i, 55=0

k) lim x*=0

X — 0"

-1

m) lim — =+
x—0" X

0) lim x°® =+

X = -0
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PAGINA 224

ACTIVIDADES FINALES

m 7

M 10.

.

Dada la funcién f, calcula:
2x-1 si x<-1
) =4 -3 si -1<x<2
x+1 Si xz2

X—— X—— X— =

Cornprueba los resultados obtenidos por medio de la grafica.

. Calcula los siguientes limites:
a) lim [2¢7 - 7x + 2] d) lim [-3x° + 2x — 4]
X—+oo X——ca
2 2 =B
by lim — = lfm = """
) A BEBxa2 % e 20-3
2z -_—
c)  lim [4x*—7x + 5] f) lim Sy s

x—-oo 27 4+4x-3

X——o0

. Calcula los siguientes limites:

-1 xt—1
im — = lirn
a) x—=1 X +2%-3x E x—==1 X +1
b lim _ XX o lm YX=V3
x=0 -2 +x x=3 2x-6
x-9 X¥—5x+6
fm — fi olim ———
D S e Y ¥ axsd

Calcula los limites siguientes:
a) lim £+l d Iim [Vx2+3-x]

=17 x—1 X300

2+ x 2 X+ 2x
by lim =7 dy lim | = -
) x=0 X ) x—)O[ X 3 ]
Calcula los siguientes limites:
5x-2 P w-6x |

lim | === b) lim | = |2

3 X—)+oo|: 5X+3] ) x—>+c>O|: 2Xz—)(—5]

. Halla las asintotas, si las tienen, de cada una de las siguientes funciones:

a) f() = 23 9 hig= X
x-1 x-3
b) g0 = > & ki =2

lim f(x) ; i £ 5 lim fx);  lim f(x) ;  lim fG 5  lim f{x) ;
1- 1+ 1 x =2 X — 2+ x—2

lim £ & lim fix)
X ——oo X —% +o0
x2+7
lim —
9 X—3+oo 2x
3t -Tx
Ry i T
) X—y—o0 4X2+5
) lim Bx + 2

X400 VX2 + 24+ X

1-x-1

Ii B

9) xemO 2x
X1

Ii
h) x—rI]1 V-1
) lim Lo
i A Ter

=2 Vx+2-2

e) lim [Vox? +4x—vox - 2]
X—+oo

f lim [Lf’g”]
=400 | X+2 X +2

4-3x 2
lim | —==
< x—>+oo[ 5-3x ].

x-4
e) mix) = e
B = X4
X

147



SOLUCIONES

7. Los limites y la gréfica quedan:

lim f(x)= lim (2x-1)=-3

x—-T X — -1 ; .
im 160 lim (-3=-3 [ = AMI0="3
X — 1" X = —1*

= M oW & oo

2 1 2
lim f(x)= lim (-3)=-3 ol
X2 X2 = lim f (x) no existe 5
lim f(x)=lim (x+1)=3 X2 .
X — 2" X — 2" |
sl y=fw
lim £ (x) = —0; lim £ (x) = +o0
8. Los limites quedan:
a) Iim [2x° —7x+2]=+ o b) lim — 2 =
X = +0 x—-o IX°—5x+2
c) lim [4x* —7x+5]=+ d) lim [-3x°+2x-4]=+ o
_x?%_ 2
e) lim X —2X*4 35“1]:0 flim 2 20XFS
Xoto X7 -3 x>+ —2X°+4X -3
X*+7 ‘o
g) lim XX *7_1 hy lim X %o
Xote o 2X 2 Xx>-2 AX°+5
i) lim —2X*2 3

9. Los limites quedan:

3 _ 2
a) Iim x° -1 —Iim (x=2) (x +x+1)=§

x>1x3 4+ 2x2—3x o] *~1 X (x-1)(x+3) 4

2
b) lim — XX : jim — XDy
x>0 X% —2X° +X x>0 X (X°—2x+1)
2— —
c) lim —2X 2 = lim (x=3)(x+3) _ 6
>3 5x% _13x—6 o] *-3 (x—3)(5x+2) 17

d) lim x4 -1 : i D =D+ 4

x>-1x% 41 x>1 (x+1) (x> -x+1) 3
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i &—Jﬁ o XV VB) X3 1
= (Vx ++/3)(2x -6) X%O(f+f)(x 3)2 443

2_ p— J—
f) lim X OX+0 5X+6=n’m x=2)(x=3)_,
x>2 X°—4x+4 x=>2  (x=2)

,/ I (J1-x -1) (/1= x +1) 1-x-1 ) -1 -1
g) lim Y— _I = lim =lim
x>0 x>0 2x (Y1-x+1) X—>°2x(\/l X +1) X—>°2(\/1 x+1) 4
2_1) (Wx +1) (x2—1)(&+1)_, (x-D)(x+D) (Vx +1)
h)!(ITl\/;_ xal(\/; 1)(\/_+1) >I<a1 X —1 —lliﬂl X —1 =4

) lim X% —2x _ i (x2=2X) (/x+2+2) i X 2)(1/x+2+2)
=3 fx+2-2 o] =3 (x+2- 2)(\/E+2)_H3 -

10. Los limites quedan:

. ox%+1
a) lim =—o
x> X-1
24X . 24X o 2+X
b) lim s—=+00; lim —=+00 = |lim ——=+wx
x—>0 X x—0" X x—->0 ¥

) . . (WXPE3=X)(yX*+3+Xx) . 3
c) lim [«/x2+3—x .= lim = lim =0
— X X2 +3+Xx X2 X243+ X

2
d) nm{2 X+ 2x | ﬂl’ﬂ%zlim 2x(x+2)_
X — X

x—>0| ¥ 3 X —>0 3)(3

X = 4+

(JOXZ +4X +1/9%% —2) (\J9X? +4X —/9X? —-2) _
JOXZ 44X +,/9x% —2

e) lim [\/9x2+4x—\/9x2—2J= lim

_im 4X+2 _E

X e \/9x +4x+\/9x -2 3

202 _ 3 _9y3 2
B _ Iim X (X :2) §x+2)(x 1)= lim 23x +22x +x+2:_
X+2 x*+2 X =+ X*+2X°+2x+4 x4 X7 +2X°+2X+4

f) lim

X — 40

[ x> x*-1
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11. Los limites quedan:

r 3x . 5x -2 -15x
R e e T
a) Ilm :e 3 5x +3 :exa+x,5x+3 :e3
X =+ _5x+3
- 2 X x2 [ 2x?-6x —5x%+5x2
C[axioex |7 im (AR m meet
b) lim |=5—2| ]=e e
xo>+o | 2X°—x -5
r X-3 . 4-3x . —x+3 1
. 4—3X XILrTl%(><—3)[77—1] I|m' =
c) lim |=e 8-3x ) _g 53 _a3 _3fe
x—>+o| §_3x

12. Las asintotas quedan:

a) Asintotavertical : x=1
Asintota horizontal : y =2

b) Asintotasverticales:x=2;x=-2
Asintota horizontal : y =0

c) Asintotavertical :x=3
Asintota oblicua: y=x+3

d) Asintota horizontal: y =0

e) Asintotaverticales:x=1;x=-1

Asintota horizontal : y =1

f) Asintotavertical :x=0
Asintota oblicua: y =x

150



PAGINA 225

W 13. Calcula los limites siguientes:

1 \/ .
a) lim 3 o lim 3x e) lim KRR E
x=2 Xx-2 x=0 x>0 #-x
e 2
b lim [Vae—6x33-20 g lm Xt -2-4 f lim [1+3d%
X—3+o0 x—1 2t +x-3 x—=0

M 14. Un estudio biologico establece gue el numero de animales de una determinada poblacién de una especie protegida
vendra dado, durante los préximos anos, por la funcién:

15000t + 10 000
2t+ 2

Flt) = (t son anos transcurridos)

Halla:
a) El tamano actual de la poblacion.

b) Si esta funcidn fuese valida indefinidamente, ;se estabilizarfa el tamano de la poblacion? Si es asi, ;en qué nu-
mero de individuos?

M 15. La siguiente funcion muestra los beneficios en miles de euros de un banco en funcion del tiempo x desde que abrio

sus puertas.
60 x + 810
fld=—> - (x enafos)
X2+ 9

:Qué pasa con los beneficios cuando el tiernpo se hace infinitamente grande?

M 16. El nimero de montajes M(t) por dia de un determinado articulo que un trabajador rea-
liza en funcién del ntrmero de dias, f, de entrenamiento viene dado por:

600 T+ 120

M) = t+3

a) Halla el ntrrero de montajes que realiza al ernpezar a trabajar con ese articulo.

b) Calcula los siguientes limites:

600t+ 120 600+ 120
Hig e e iy e il

t—-3* -2 t—3to0 t+3

c) (Cuantos dias debe entrenar para consequir hacer 500 montajes? ;jCual es el ma-
ximo nurnero de montajes que puede hacer estando rmuy entrenado?

; 3x+60 | : : :
M 17. La funcidon Clx) = X% indica el coste, en euros, de produccion de cada pieza de un determinado producto en

funcion del narrero, x, de piezas producidas. Encuentra |as asintotas de esta funcion y las tendencias con sentido en el
contexto del problema.

M 18. La puntuacion obtenida por un estudiante en un test dependiendo del tiempo (x en horas) que ha dedicado al estudio
viene dada por:

% si 0<x<20
Pix) =

M si ox=20

0,5x-2,5

Razona gue la puntuacién obtenida no puede ser superior a 8.

151



SOLUCIONES

13.

14.

15.

16.

Los limites quedan:
a) lim —— o
x>2" X—=2

b) fim [Jax?—ex+3-2x .= im — X223
Ko o Jax?_6x+3+2x 2

¢) lim 3% =0

x—>0"

im (2x* +6x+4)(x-1) 12

. 2X*+4x*-2x-4
d) lim 5 =
x>l 2X°+X-3 x>0 (2X+3)(X—1) 5
e) lim X+4_2—I|’m X 4
x>0 x?—x XSOx (YX+4+2)(x-1) 4
) 2 im 2(@+3x-1  lim X .
f) lim [1+3x] ]=e =e =e
Queda:

a) F(0)=5000 animales hay en la actualidad (t=0).
b) La poblacion tiende a estabilizarse a 7 500 animales, puesto que:

m 15000t+10000:7500
t> 4o 2t+2
Queda la expresion:
. 60x+810
lim ———=0

X = 40 X2+9

Los beneficios se anulan cuando el tiempo crece indefinidamente.
Queda:

a) M(0)=40 montajes

b) lim 600t+1202_00; Im 600t+120=600
t—> -3 t+3 t = 4o t+3
C) MzSOO = t=13,8dias. El madximo numero de montajes que puede hacer es 600.

t+3
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17. Las asintotas son:x=0 y C(x)=3.

Las tendencias son:

. 3x+60 ., 3x+60
[im =400 lim =
X = 0" X X —> 4000 X

3

L 2x . - L.
18. La funcidon y=— es creciente en todo su dominio y el valor maximo lo alcanza en x=20 y

vale 8. La funcién f(x)=053—x25 es decreciente en su dominio ( para x>20) y el valor
’ X—= ’

méaximo lo alcanza en x=20Yy vale 8. Por tanto la maxima puntuacion es 8 puntos.
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ACTIVIDADES FINALES

MW 19. Dada la funcion f, calcula:

X+1 si x<0
fx)=43-3x si 0=x<3
—2x si x=23
() 5 lim ) 5 lm f(x): lim fGo) o O f(1) oy f(3).
x =0 1 x—3

lim f
x—=0 X—

A la vista de los resultados obtenidos, estudia la continuidad de esta funcién.

M 20. En las siguientes funciones, calcula lim f(x) ; lim g(x) y lim h(x). Estudia su continuidad en las respectivas
x—=0 x—=0 x—=1

tendencias de x.

¥ I'. ¥
rE
' 6
gl i
I Jo X A
X ||‘ : I‘L-“
-1 | Y
=bel + 221 AN
) = el 4 & T | 21y
N N
s
P X r . 2 .
x+1 six>0 «24+1 six<0 xc—-2x six<1
= = h =
e <k—x—1 six<0 o8 i 1 sixz0 & {x—z Six>1

M 21. Obtén las gréficas de las funciones siguientes y calcula los limites indicados:

¥+ six<0 i I i T
= f(X)i[ -2 si x>0 ' X—>—°°f(X) ! x—>m0— ) X_)I"%+ o x—>Toe )
b) gl = = lim g0) : Im gbd: Im gGd: lim g
g = x=2" xa+°°g ' xa—oog ! xaE—g ! xa2+g
1 )
six=1
A hi=1{ 2-x ;o lim hG); Im h(x);  lim hAl); im AG)
2-x six>1 X 4o L==EE x—1- x— 1+

Estudia la continuidad de estas funciones en los puntos que se indican:
fx) en x=0; glx) en x=2; hix) en x=1.

M 22. Estudia la continuidad de las siguientes funciones definidas a trozos:

5
si x=0
X-4 s x<2 Xx=5
fl)=4 x-2 si 2<x<4 gl=9 Vx+1 s 0<x<3
5 si x=>4 10 .
Y si x>3
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SOLUCIONES

19. Se calcula del siguiente modo:

lim f(x)= lim (x*+1)=1

lim f(x)=lim (3-3x)=3
X — 0"

X — 0"

llinlf(x)zilinl(S—3x)=O
lim f(x)=—6
X =3

I|'m3f(x) = = I|'m3f(x)=—6

lim f(x)=-6
x —3"

f(0)=3: f()=0; f(3)=-6
La funcion f(x) es continua en R—{0}

20. El estudio en cada caso queda:

a) f(x) no es continua en x=0 pues no esta definida en ese punto. I|'m0 f(x) noexiste.
b) g(x) es continua en toda la recta real. I|’m0 g(x)=1.

¢) h(x) es continua en toda la recta real. Il’mlh(x)z—l.

21. En cada caso queda:

a) Y4
« lim f(x)=+o
| -t * Jim f(x)=1
o lim f(x)=-2
1 X — 0"
o lim f(x)=—2
1 0 1 X « f(x)es discontinua no evitable en x=0
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« lim g(x)=1
. Iir[] g(x)=1

1 . |I'mig(X)=—oo

o« lim g(x)=+

X —>2"

-2 « g(x)esdiscontinuano evitable en x=2

9 v +im_hg=—ce

[ v=hi) « lim h(x)=0
e lim h(x)=1

X -1

SO 1~ % - lim h(x)=1
x -1

» h(x)es continuaen x=1

22. En cada caso queda:

a) Veamos la continuidad de f(x) en x=2y x=4.

f(2)=0
lim f(x)= lim (x*-4)=0
X —>2 X—>2

= lim f(x)=0=f(2)=0 = Luego f(x) es continua en x=2.
lim f(x)= lim (x-2)=0 X2
X — 2" X — 2"

f(4)=2

lim £(x)= lim (x-2)=2
:>/Zf lim f(x) = Luego f(x) no es continua en x=4.
lim f(x)= lim 5=5 x4

X — 4" X = 4%

b) Veamos la continuidad de g(x) en x=0y x=3.

9(0)=-1

5
lim g(x)=lim ——=-1
x—0 x>0 X—5

= A I|’mO g(x) = Luego g(x) no es continua en x=0.
lim g(x)=lim x+1=1

X — 0" X — 0"

9(3)=2

lim g(x)=lim x+1=2

X —>3 X —>3

= I|'m3 g(x)=9g(3)=2 = Luego g(x) es continua en x=3.

I|m g(x)=lim ——=2
x>3 X +2
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Unidad 11 — Introduccion a las derivadas y sus
aplicaciones

PAGINA 229

cuestiones iniciales

1. Calcula los siguientes limites:

3) f)=3x+5; Im 2+
h—=a

b) g(x}=4)(2: lirm M

h—+0 'h

2. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(2, -3) y cuya
pendiente vale —1/5.

3. ¢En qué dos partes debe dividirse el nimero 12 para que su producto
alcance el maximo valor posible? Ayludate de una tabla de valores y de
la correspondiente representacion grafica.

4. Calcula la tasa de variacidon media en los intervalos [0, 2] y [2, 4] para
cada una de las siguientes funciones:

a fix)=2x b f=2x+2 o Hx)=x* d) fx)=2"

SOLUCIONES

1. Los limites quedan:

a) Iimf(2+h)—f(2):“,m 3(2+h)+5—1l:||,mﬁ:3

h—0 h h—0 h h—-0 K

b) lim g(2+h)—g(2)=“,m4(x+h)2—4x2 _8x
h

h—0 h h—0

2. Las rectas de pendiente —é son de la forma: y=—%x+b

La que pase por (2,—3)es: y =—%x—§
3. Losnimerossonxy 12—-x.

y=(12-x) = f(x)=—x*+12x

Es una funcion cuadratica y el maximo lo alcanza en su vértice, es decir, para x=6.

Los numeros buscados son 6 y 6.
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4. En cada uno de los intervalos queda:

a) tvm[o,z]zwzz tvm[2,4]=%=2
b) tvm[o,z]=%:g(°)=s tvm[2,4]=%=2
c) t,,[0, 2]=—f3(22):‘;;(0) =2 t,m[2, 4]=—f3(4i:f23(2) =6
0 t,,[0.2=12 L0 3 t,[2.4)= 207 _g

2-0 2 4-2
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ACTIVIDADES

Bl Para que cojas soltura en esta técnica de organizacion, resuelve los siguientes problernas.

.

Fonoteca. La empleada de la fonoteca no ha parado de trabajar en toda la semana. El lunes recibio varios discos y marcd
algunos de ellos. El martes recibié tantos discos nuevos cormo no habla marcado el lunes, y marcd 12. El miércoles recibié 14
mas que el lunes, y marcé doble ndmero que el lunes. El jueves recibié el doble de los discos que habia mar-

cado el miércoles, y marcé 10. El viernes recibio 4 discos y marcd 14 menos de los que habia recibido el

miércoles. El sabado marcé los 20 discos que le quedaban. ;Cudntos discos recibio el lunes?

2. Camion y tractor. Un camién tarda en adelantar a un tractor, una vez que lo alcanza, el doble de
lo que tardan ambos en cruzarse cuando circulan en direcciones opuestas. ;Qué relacion existe
entre las velocidades de arnbos?
3. Relojes de arena. Disponemos de dos relojes de arena: el uno mide cuatro minutos y el otro
nueve minutos. Se trata de conseguir medir intervalos de uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, sie-
te, ocho, nueve y diez minutos. Describe, razonadamente, los procedimientos a utilizar.
4. Triangulos. La figura adjunta muestra la estrella pitagérica inscrita en un pentagono regular.
¢ Cuantos tridngulos pueden verse en esta figura?
SOLUCIONES
1. Vamos a organizar los datos en una tabla:
Recibe Marca . .
Los discos que recibe menos los que marca
Lunes X M son los 20 discos que le quedaron para el
sabado:
Martes XM 12 X+ X M+ X +14+4M +4—
Migrcoles X+14 2M (M+12+2M +10+ X)=20 =
Jueves 4M 10 = 3X+3M+18-3M - X -22=20
Viernes 4 X+14-14 2X =24 = discos recibi6 el lunes.
Sabado 20
2. Seav la velocidad del camién y w la velocidad del tractor.
La expresién queda: v +w =2(v -w) =
Es decir, la velocidad del camion es el triple que la velocidad del tractor.
3. Llamamos R, al reloj que mide 4 minutos y Rg al que mide 9 minutos.

« Para medir 1 minuto: ponemos ambos relojes. Cuando pasan 4 minutos, damos la vuelta a R,
y al pasar otros 4 minutos, lo que queda de Rg es 1 minuto.

« Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por el procedimiento anterior. A la vez que
logramos 1 minuto, el reloj R4 lo ponemos y quedan en él 3 minutos. En este momento ponemos
a funcionar Ry y al terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R, y al terminar
éste Ultimo, quedan en el anterior 2 minutos.

« Para medir 3 minutos: esta explicado en el procedimiento anterior.

159



o Para medir 4 minutos: con el reloj R,.
« Para medir 5 minutos: ponemos R, y Rg; al terminar R4, quedan en Rg 5 minutos.
« Para medir 6 minutos: esta situacion se explica en el procedimiento para medir 2 minutos.

« Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2
minutos los tenemos en Ry. Ponemos a funcionar R, y al pasar 2 minutos en Rg quedan otros 2
minutos en R4. Ponemos a funcionar Rg vy, al pasar los dos minutos de R, quedaran 7 minutos
en Rq.

« Para medir 8 minutos: ponemos dos veces R;.
o Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Ro.

« Para medir 10 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Rg por los procedimientos ya
vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R, obteniendo asi
los 10 minutos.

en esta figura podemos encontrar los siguientes tipos de triangulos:

En cada figura podemos encontrar
5 tridngulos iguales al rayado en la
misma; por tanto, en total hay
5x 6=30 tridngulos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Completa en tu cuaderno la tabla que sigue con la determinacién de las tasas de variacion media correspondientes.

T f,ix) = 3x fx) =3x-2 fl) =3x+2 ) =x ) =x° fix =3

M 2. Un depdsito de agua tiene forma cilindrica con unas rmedidas de 1 m de radio y 3 m de altura.
a) Realiza la grafica de la funcion que proporciona el volurren de agua en funcién de la altura del liquido.

b) Calcula |a tasa de aumento medio del volurmnen en litros por centimetro de altura de agua cuando el nivel sube de
05a1m;de1,5a2myde2a25m.

¢) ;iCudnto vale la tasa de aumento medio entre dos niveles de agua?

M 3. Un pais desea enviar un satélite artificial al espacio. El cohete que lo trans-
portara llevard una ecuacién de movimiento e = 3¢ + 8f, donde e eseles-
pacio recorrido en km, desde |a superficie terrestre y t el tiempo en minu-
tos, desde que la lanzadera espacial pone en movirriento al cohete. Calcula
la velocidad media del cohete en los intervalos [0, 31; [2, 51; [1, 81; [8, 12]. Al
alejarse de la Tierra el cohete, ;cédmo varia su velocidad?, ;aurrenta o disrni-
nuye?

M 4. La funcién C=10-0,92" nos da la cantidad del farmaco Valium presente
en la sangre, en ma, en funcién del tiempo, en horas, desde que este far-
maco llega a la sangre.

a) ¢Cual es la dosis inicial adrninistrada?

b) ¢Cual es la variacion media de la cantidad del farmaco en sangre entre |a primera y segunda hora? ;Cual es el sig-
nificado del resultado obtenido?

¢) (Cudl es la variacion instantanea al cabo de hora y media? ;Y cudl es su significado?

M 5. Calcula, usando la definicion de derivada de una funcion en un punto, las derivadas siguientes en los puntos donde se

indica:
a) flx) =6, DI[f(3)] ) hx)=3x*+2; D[h(-1)]
b) gix) =7 —x; Dlg(0)] d) Itx)=Vx+1; D3]

M 6. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a las graficas de las fundones de la actividad anterior en los puntos indica-
dos en la misrma.

B 7. Halla la ecuacion de |a recta tangente a la curva f(x) = x* - 3x* + 2 en el punto de abscisa x, = -1.
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SOLUCIONES

1. Latabla queda del siguiente modo:

tum f(x)=3x | f,(x)=3x-2 | f,(x)=3x+2 | f,(x)=x*> | f,(x)=x° f (x)=3"
[-2,0] 3 3 3 2 4 4
[-11] 3 3 3 0 1 %
[0,2] 3 3 3 2 4 4
[1,2] 3 3 3 3 7 6
[a,a+1] 3 3 3 2a+l | 3a’+3a+1 2.3

2. En cada apartado queda:

a) Llamando x a la altura del liquido obtenemos:

volumen (m3

2n 4

La ecuacion es:

[ .

() e e mmmm e mmmm———— e ——————

altura (m)

V=n-X con 0<x<3

b) Queda:
t 057=""0°T_r ¢ [52=2" k0T, t [2:2,5]=228=2%_,
0,5 0,5 0,5
¢) Queda:
t [a;b]= bn—aTt:
b-a
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3. Queda:

e(3)-e(0)_3:3°+8-3

Vo [0.3]=t,[0,3]=""— ~17 km/s
V_[2,5]=t,.[2,5]="2 (55)::(2) _115-28 o9 kmis
v, L8]t 18] =28 eD 290711 g5y

8-1 7

e(12)—e(8) 528-256
12-8

=68 km/s

V. [8,12]=t, [8,12]=

Al alejarse de la Tierra aumenta la velocidad del cohete.

4. La solucién queda:
a) La dosis inicial es 10 mg.

C(2)-C(Q)

> 1 =10-0,92°-10-0,92=-0,736

b) 1,,[1.2]=

Significa que va disminuyendo la cantidad de farmaco a medida que pasa el tiempo.

=D[C(1,5)]=10-0,92" :In0,92=-0,736

1 C(15+h)-C(15)
C) tvm (1’ 5)_”% h

Significa que es negativa la velocidad de aumento del farmaco al cabo de hora y media.

5. En cada caso queda:

a) D[f(3)]=lim G =TE) ;. 6-6_,
h—0 h h—0 h
. g(0+h)-g(0) . 7-h-7
b)D[g(O)]_ngg o _ngg o =-1
2 2
¢) D[h(-D)]=lim "M =hEY (o 3CEL+h) +2-5 307 -6h_ ¢
h—0 h h—0 h h—0 h

[im =lim =

" " n(farh+2)

d) D@3 =lim " GTN=1@)_ o J4+h-2 (va+n) 2
h—0 h
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6. En cada caso queda:
a) La recta tangente a f(x)=6 en el punto P(3,6) es: y-6=0(x-3) = y=6
b) La recta tangente a g(x)=7—-x enel punto P(0,7) es: y—-7=-1(x-0) = y=—x+7
c) La recta tangente a h(x)=3x*+2 en el punto P(-15) es: y-5=—6(x+1) = y=-6x-1
d) La recta tangente a I(x)=\/x7+1 en el punto P(3,2) es: y—2=%(x—3) = X-4y+5=0
7. Laderivada queda: f'(x)=3x*—-6x

La pendiente de la recta tangente en P(-1,-2) es: f'(-1)=9

La ecuacion de la recta tangente es: y +2=9(x+1) = 9x-y+7=0

164



PAGINA 253

B 8. Calcula en cada una de las siguientes funciones las derivadas que se indican:

LA VRN Y I'. /
3 2 ‘.I /
=at0) |
: y=ri), . FEE )
2
11 : y=1 o 1 \ i X
: / =i \‘"\. :
0 / i 2 3 4 5 3 X \ /;
DIf(2)] y DIf(6)] N \
y==x

B 9. Halla la ecuacion de |a recta tangente a la pardbola v = 2x* — 12x + 10 en los puntos en que esta corta al eje de abscisas.

M 10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) D[] f DIV>] K DI2x-1)- Vi +al
b) D [3x + 2] g) D0 + %)% ) DU3x-50- (4 +3)1
O DI5F~7x+3] h) DIV3x 2] m) D 2;:]
i d) D ix‘-ixh!;x] i) D2Vax +3x] n) D 4”"2]
|47 2 | 4-7¢
_i i (2 =302 - [ X
e)D_Xs] i) D4 - —3) n)D_m]
M 11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones exponenciales:
r 3 -
a) D 4X] o) D[e?* e -2] ) D[GT]
b) D[3 -2 d) D[27- 3] f) D[(e*+ 1)
M 12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones logaritricas:
a) DIni* + 7)) c) D[In(3 -4x)7 e) D [log, (¢ + 1)]
b) D [In(e" + 2)] d) D [Inf(22 = 1) - (¢ - 2)]] f) D[\n( :::(( )]

M 13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones trigonométricas:

a) D [sen 4x]

by D[4 sen x]

oon(3]
ofo )

e) D [sen x|

f) D [sen*x]

g) D[sen 2x—2 cos x]

h) D [sen x|

i) D [Vsen x]

j) DI[3 - cos (x+ 1)]

k) D [cos® (2 + 1)]

I} D [cos? x + cos x¥

m) D [tg (F + 2)]

n) D [tg V1

n) D[x-tgx]
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SOLUCIONES

8. Realizamos los célculos a partir de las gréficas:

D[f (2)]=2

9. La solucién queda:

Los puntos de corte:

La derivada queda: y'=4x-12

« La pendiente de larectatangente en P es: y' (1)=4-1-12=-8
La ecuacion de la recta tangente queda: y—-0=-8(x-1) = 8x+y-8=0

« De igual forma queda en el punto Q.
La ecuacion de la recta tangente queda: y —-0=-8(x-5) = 8x+y-40=0

10. Quedan:

a) D[ x°® |=6x°

b) D[3x*+2]=6x

c) D[5x3 —7x+3]=15x2—7

1

| 4

3 18
® D—}—

f DW]: 3

9) D[(X* +x)* |=(x* +x)° :(8x +4)

Dlg(2)]=-1

y=2x2—12x+10} = P(10) Q(5,0)

d) D —x4—§x3+5x :x3—gx2+5
2 2

5%/x2
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h) D[JSX“—ZJz%

8x%+2

) D[Z3 4x° +3x}=
2
3 (4x3+3x)

j) D[4x®(x*-3)" |=26x° ~120x* +108x

2] 4x?—x+8
k) D|:(2X—1) X +4:|—W

) D [(3x —5)%.(4x° + 3)4]=9(3x —5)2.(4x° +3)* +48x%(3x - 5)% -(4x° +3)°

m)D

2x | 10
| 2x-5] (2x-5)°

(44 7%2 112x
n) D 2 |~ 22
| 4-T7x (4-7x%)
i) D 3X _ 15
| J4x2+5 | (4x2+51/4x2+5

11. Las derivadas quedan:

a) D[ﬁ]:ﬁ.m 4(;—::’} b) D[3-2* |=3-2"In2
c) D[e“z—e*—z]zeZXZAx—ex d) D[ZXZ-3*1=D[6XZJ=6XZ-ZX- In6
e) D{ezx }: ‘e;x f) D[(e“ +1)3J=6-e2" (e +1)

12. Las derivadas quedan:

2X
x2+7

a) D[In (x? +7)]=

X

e
e*+2

b) D[In(ex+2ﬂ=
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~12x*>  —-60x°
3-4x® 3-4x°

c) D[In(3—4x3)5]:D[5-|n(3—4x3)}:5-

4x 2X 8x*® —10x
=57 Tz =502 2
2x -1 x°-2 2Xx"-5x°+2

d) D[In(2x* -1)-(x* =2)|=D[In (2x* -1 +In (x* ~2) |

r 2 2X
) Dlog. (< +1) [ s

[ (1-x T
f) D_In(mJ}zD[ln(l—X)—ln(1+X):|:1+X—1_X=1_X2

13. Las derivadas quedan:
a) D[sen 4x|=4-cos 4x

b) D[4 sen x]=4-cos x

c) D|sen X :1 cos5
4)] 4 4

90|55 e[3)
X)|  x X

e) D[ sen x* |=4x° - cos x*

f) D[ sen x]:D[(sen x)4J=4 .sen® X- cos X
g) D[sen 2x—2cos x]=2c0s 2x + 2senx

—4.cos (x"‘)
— )

h) D[sen x“‘]: <

: . Cos X
i) D[\/sen x]:m
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j) D[3-cos(x+1)]=-3-sen(x+1)
k) D [cos2 (x® +1)] =—4xcos(x’ +1)-sen(x’ +1)
l) D[ cos®x+cosx® | =—2cosx-senx - senx”-2x

2X

m) D[tg (x? +2)J=m

1
V00 e

A) D[x-tgx]=tgx+x (1+tg* x)
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PAGINA 254

ACTIVIDADES FINALES

M 14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y=0("-1)-Vx+2 e) y=3-sen(x—2) i) y=(e*-x¢
b) y =¥ % f) y=sen® 7x - cos 4x W y=tg (39
Inx 2-5¢ %
QY= —— gby-ln( 1 ) Wy=—7
-35 . X
d)_y:izlxz_z h) y=In (4x* - 5) i)y:\n( )(2+9)

B 15. Dada la funcion f(x)=ax+b, calcula a y b, de modo que f(1)=1 y (1) = 2.
M 16. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

3) Fl) =7 -3¢ 9 h(x):% o) tix) = — 6 +Ox—5
1
b) g{x) = 2x* d) [(x)=8x—x*-4 f) s =7

M 17. En una ernpresa se ha hecho un estudio sobre el rendirniento, en tanto por ciento, de los trabajadores en funcion del
tiempo a lo largo de un dia cualquiera y se ha obtenido |a funcién:

f(f) =3 200 t—400 £

con ten horasy 0 < t < 8. (En qué periodo de tiempo el rendimiento aumenta? ;En qué periodo de tiernpo dismi-
nuye?

M 18. Encuentra los maximos y minimos de las siguientes funciones:

a) flx)=x"+ 2x b) g(x) = 6x° - o) hix)=x*-8¢ +2

M 19. Una compaffa de autobuses observa que sus ingresos dependen
del precio p a que cobren el billete, en euros, segtn la funcién:

I{p)=18p-3p*

¢Para qué valores de p aumentan los ingresos? ;Para qué valor
de p los ingresos alcanzan el mayor valor posible? ;Cuél es este
valor maximo?

M 20. En el mes de enero hubo una epidernia de gripe que afecté a los
habitantes de una ciudad. El nirmero de enfermos, N, es funcién
del namero, t, de dias que transcurrieron desde que comenzo la
epidernia viene dado por:

N =56t-2t* + 120

(En gué momento aurnenta el nimero de enfermos? ;Cuando alcanza el ntrmero maximo de enfermos? ¢ Cual fue
el narero maxirmo de enfermas?
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SOLUCIONES

14. Las derivadas quedan:

a)D[(l—x)\/lJTx}:_l Tixs X _-1-3x

2 1+x_2 1+x

b) D [x2 -e3x]:2x-e3x+3e3X x?=e¥ (3x* +2x)

&) D In_x}zl—l?x
X X
[ —3x?2 | —6x(4x%-2)+3x%(8X) 12x
d)b 2 = 2 2 = 2 2
| 4x° -2 (4x°-2) (4x°-2)

e) D[3sen (x—2)]=3cos (x-2)

f) D [sen27x —Cos 4x]:14 sen7x-cos7x+4sen4x

1
) b [1n[ 225 4100 g0k
J 4 _(Z—SXZJ_2—5X2

4

h) D[In (4x2—5)3}=%

) D|(e™-x) |-2(e™-x)(-e™-1)

j) D[tg(3")]=(1+1tg*(3"))3" In3

k) D

2x X

_L}:ex—xex _(1-x)

) D|in| = ||-—2
JX2+9 )| x(x*+9)

171



15.

16.

17.

18.

19.

Quedaria el sistema:
a+b=1} a=2

f—
a=2 b=

1} Lafunciéon queda:f(x)=2x-1

Quedan:

a)f' (x)=—3 = f(x) esdecrecienteentodoR
b)g'(x)=4x = g(x) esdecrecienteen(—x,0)y creciente en(0,+ x)

c)h'(x)z—x—l2 = h(x) esdecrecienteentodoR—{0}

d)I'(x)=8-2x = |(x) escrecienteen(—x,4)ydecrecienteen(4,+ x)
e)t’'(x)=3x*-12x+9 = t(x) escrecienteen(—w,1)U(3,+ «)ydecrecienteen(l,3)

f)s’(x)= = s(x) escrecienteen(—,0)y decreciente en(0,+ o)

_eX
(x*+12)°
La solucién queda:

f'(t)=3200-800t=0 = t=4horas
f"(t)=—800 <O Maximo
Creceen(0,4)y decrece en (4, 8).

Los extremos quedan:

a)f (x)=2x+2=0 = x=-1
f"(x)=2>0 = f(x) tieneminimoen(-1-1)

b)g (x)=12x-3x*=0 = x=0;x=4
g"(0)>0

g"(x)= = g(x) tiene unmimino en (0, 0) y unmaximo en (4, 32)
g"(4)<0

C)h'(x)=4x®-16x=0 = x=0;x=2;Xx=-2
h"(0)<0 = h(x) tiene maximo en (0, 2)
h"(x)=4y h"(2)>0 = h(x) tieneminimoen(2,-14)
h"(-2)>0 = h(x) tiene minimo en(-2,—-14)

Los ingresos aumentan para los valores de p que verifiquen I'(p)>0.
Es decir: 1'(p)=18-6p>0 = pe(0,3).
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20. La solucion queda:

N'(t)=56-4t=0 = t=14dias
N"(t)=—4<0 Maximo

El nimero de enfermos aumenta durante los primeros 14 dias, entonces alcanza su maximo
(serian 510 enfermos). A partir de ese dia decrecera el nimero de enfermos.
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PAGINA 255

M 21. Dada la funcién f{x) = x* — 18x* + 2. Halla:
a) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa 1.
b) Los intervalos en los que la funcién es creciente y en los que es decreciente.

c) Los extrermos relativos de esta funcién.

M 22. El consumo, en litros, de un vehiculo en funcién de la velocidad, en km/h, por cada 100 kilémetros recorridos viene
dado por:

C=0,1-v*-12-v+368

¢Para qué valores de la velocidad aurnenta el consurno? ;Para qué valores disminuye? ;Para qué valor de la velocidad
el consumo es minirmo y cual es este?

B 23. La produccion de fresas en un invernadero depende de
la temperatura 7, en °C, del mismo segln muestra la
funcién:

P=60+120-T+27 -T*-T°3
(con P en kg)

¢A gué temperatura se conseguira el maximo nimero de
kg de fresas en el invernadero?

M 24. Una empresa ha estimado que los gastos anuales (en eu-
ros) que genera la fabricacion y venta de x unidades de
un producto vienen dados por las funciones:

Ingresos:  f(x) = 2x* — 500x — 350 000
Gastos: G(x) = 3x°— 2 000x + 120 000

a) Determina la funcion que da el beneficio anual de la empresa.
b) ¢Qué namero de unidades hay que vender para que el beneficio sea maximo?

€) (A cuanto asciende este beneficio maximo?

B 25. Una empresa maderera arroja diariamente material segan la funcion:
p=001£-022+1t+1

con p la cantidad de material en kilogramos y t la hora del dia con 8 < t < 20.

¢En qué momento del dia aumenta la cantidad de material que arroja?;En cual disminuye? Halla la cantidad maxirna
de material que arroja y a qué hora se produce.

M 26. El valor en millones de euros de una empresa en funcion del tiempo en afios que lleva funcionando viene dado por:
flH=9—(t—27 con 0<t<6

¢En qué momento alcanzé su valor maximo?

M 27. Calcula el valor de a para el cual la funcion f(x) = x* + ax* — 3x tiene un minimo relativo en x = 3.
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SOLUCIONES

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

La solucién queda:

a) Realizando la derivada de la funcion y particuarizando en x=1 obtenemos la siguiente recta
tangente:y +15=-32(x-1).

b) Los intervalos de crecimiento son:
Crece (-3,0)U(3,+ ») Decrece (—w,— 3)u(0,3)

c) Los extremos son: x=0 Maximo; x=%3 Minimos

Realizando las derivadas obtenemos:

» Para una velocidad de 60 km/h se alcanza el minimo consumo.

« Para velocidades inferiores a 60 km/h el consumo disminuye y para velocidades superiores
aumentara.

El méaximo se producira cuando haya 20° C.

La solucién queda:

a) Funcién Beneficio B(x)=1(x)-G(x)
= B(x)=(2x*+360x)—(4x* +120x +70)=—2x* +240x — 70

b) B'(x)=—4x+240=0 = x=60
B"(60)<0 = Elbeneficio es maximo al vender 60 unidades del producto.

c) Parax=60 = B(60)=7130 euros.
Elbeneficio méaximo es de 7130 euros.

La cantidad de material aumenta cuando la funcion es creciente y disminuye cuando es
decreciente.

Esta funcién es creciente (—;3,3)U(10,+x), y decreciente en (3,3;10 ); por tanto, la cantidad
de material aumenta para te(10,20) y disminuye para t<(8,10).

El maximo de esta funcién estd en (3,3;2,48), luego la cantidad maxima de material esta en
t=3,3 y arroja 2,48 kg, pero esta hora se sale del intervalo fijado.

La empresa alcanza el valor maximo en f'(t)=0y f "(t)<O0, es decir, para t=2 afos.

Derivando la funcién y forzando a que f'(3)=0 obtenemos a=-4.
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PAGINA 256

ACTIVIDADES FINALES

M 28. Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecirmiento y los extremos relativos, si es que los tiene, de la funcion;

fl)=2x"+4Inx
M 29. ;Para qué valores reales de p y g la funcién: f(x) =% + px® + qx + 1 tiene un minimo en el punto (1, 1)?
M 30. ;Qué numero verifica que la diferencia entre él y su cuadrado sea maxirma?

M 31. Halla dos nimeros cuya suma sea 50 y tales que el doble del cuadrado del primero mas el triple del cuadrado del se-
gundo sea minimo.

M 32. Entre los rectangulos de 4 m de perimetro, determina el de area maxima. ; Cudl sera el de diagonal minima?
M 33. Entre todos los triangulos rectangulos de igual hipotenusa, 10 m, jcudl es el de drea maxima?
M 34. ;En qué punto de la curva fix) = %xz —1 larecta tangente tiene de pendiente 17

M 35. Una finca rectangular se divide en tres rectangulos iguales con el fin de plantar diferentes variedades de arboles. Para
vallar todas las partes se utilizan 4 000 metros de alambre. ;Qué dimensiones tendréa la finca para que el drea ence-
rrada por la valla sea méaxima?

M 36. Un instituto concierta un viaje con una agencia de forma que hasta 40 alumnos cobra a cada uno 50 euros. La
agencia ofrece una oferta especial diciendo que por cada alurmno méas que se apunte descontard 1 euro en el precio
del viaje. ;Qué nurmero de alumnos hacen maxirnos los ingresos de la agencia? ;Cual es el valor de dichos ingresos
maxirnos?

M 37. Representa graficamente las siguientes funciones:

S -~ 3 e
a) y=3x"-2¢ d) y= T g y= —

i __=2x e
b) y=x'-8¢+16 ey o d h) y 72
Q) y=4x -2 f) y= 4 i) y=

J AT ] - x—2

M 38. Se ha comprobado que la evolucidn desde el afio 1980 (t = 0) del narmero de
ejemplares de lince ibérico sigue |a ley:

t+2
t+1

(con N riles de ejemplaresy t tiermpo en afos)

Representa graficarnente esta funcion y haz un estudio de la evolucion de esta
especie animal.
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SOLUCIONES

28.

29.

30.

31.

32.

La solucién queda:

, ; 4 4x*+4 . ]
Derivamos: f'(X)=4Xx+—= ; al igualar a cero no obtenemos extremos. Pero si tenemos
X X

los intervalos de crecimiento: creciente (0,+ o0) y decreciente (—«,0). De estos dos intervalos, el
segundo no tendria sentido porque en él no esta definida la funcion.

Si la funcion f(x) tiene un minimo en el punto (1, 1) verificara:

@ = FPraT } - P = Lafuncion queda:f(x)=x>-2x* +x+1

f()=0 = 0=3+2p+q q=1
Llamamos x al méaximo:
D(x)=x-x> = D'(X)=—2x+1=0 = x:%

D"(x)=—2<0 = Luego ladiferencia es maxima con elnimero 0,5.

Los niumeros son xy (50-x).
Entonces:
P(x)=2x +(50-x)*=5x?-300x+7500
P’ (x)=10x-300=0 = x=30 = Los numeros pedidos son 30 y 20.

P"(x)=10; P"(30)>0 Minimo

Los rectangulos de 4 cm de perimetro tendran por dimensiones xy (2—Xx):
 El &rea seré:
A(X)=x(2-X)=—Xx*+2x = A(X)=-2x+2=0 = x=1
A"(x)=—2<0 Minimo

El rectangulo de area méaxima tiene de dimensiones 1 my 1 m, es decir, un cuadrado de 1 m de
lado.

« La diagonal sera:

D(x):\/x2+(2—x)2=\/2x2—4x+4 = D'(x):%zo = x=1
D"(x)= V2 >0 Minimo

2
(X* =2X+2)\/X? —2%X + 2

El rectangulo de diagonal minima tiene de dimensiones 1 my 1 m, es decir, un cuadrado de 1 m
de lado.
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33.

34.

35.

36.

Llamamos x, y a los catetos de un triangulo rectangulo.

Se verifica: x*+y?=100 = y=4/100-x>

El area es: Areazg-x +4/100 — x?

Derivando:

_ 2
2,/100-x?
3— e
A"(X)= 2x”—300x = A"(5\/§)>0 = Areamaxima.
2(100-x2)/100 - x2

El triAngulo rectangulo de area maxima es un triangulo isésceles de catetos 542 unidades.

Realizando la derivada en dicho punto obtenemos:
, 1
f'(x)=1 = x=1 elpunto esP(l,—EJ

La solucién queda:

4x+2y=4000 = y=2000-2x

Area=x-(2 000-2x)= 2 000x —2x>
A'=2000-4x=0 = x=500
A7 (500)=-4<0 Maxima

Eldrea esmaximapara x=500m y=1000m

Los ingresos de la agencia vendran dados por la funcién 1(x)=(40+x)-(50-x) siendo x el

namero de alumnos que mas van de viaje. Veamos para qué valor de x estos ingresos son
maximos.

I(X)=—x*+10x+2 000
I'(x)=—2x+10=0 = x=>5 alumnos
I"(X)=—2 <0 Maximo

Los ingresos son maximos para 5 alumnos de mas, y estos ingresos ascienden a
I (5)=2 050 euros.

178



37. Cada una de las representaciones quedan:

a) YA v = 3x2 - 2x?

1 Méaximo (1, 1)
Minimo (0, 0)

Cortes (0, 0) (1,5 0)

Méximo (0, 16)
Minimos (-2, 0) (2, 0)
Cortes (-2, 0) (2, 0)

b) Y, v=x*-8x2+16
216

(0, 16)
L5 i Simétrica respecto OY
1o 1\ T X 1
2 0 2 X
c) VA y = 4x? - 2x* d) ¥4 |
1, Maximos (-1, 2) (1, 2) 1
Minimo (0, 0)
—t ' +> Cortes (-1.4:0) (1.4;0) 1
_ a
2 | X 0. 0) 3
Simétrica respecto OY ;
ol iz X
_2% |
3 . x=2
Y= Corte (0; -1,5)  Asintotas: {
x-2 v = 0
eJ : Y__ f,] vA
4
e ————— 5 ————————>
IS y=—2 _  Cortes (0,4 Maximo (0,4)
T x2+1
Asintonta y=0 Simétrica respecto OY
Y= —2x Asintotas: 1
x+4 y=-2

Cortes (0, 0)
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Cortes (0, 0)

4
Asintontas x =2; x =-2: v

Cortes (0, -1) (2, 0)
Asintontas x =-2; y=1

Simétrica respecto al origen.

Cortes (0, 0)

Asintontas x=2; y=x+2

Maximo (0, 0) y Minimo (4, 8).
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38. La funcién dada es :

N (miles)

t (afios)

En el dibujo estd representada
graficamente la funcion dada.

Sélo consideramos la parte positiva
de la grafica (desde t=0), pues el
resto no tiene sentido en el contexto.
En el afio 1 980 (t=0) habia 2 000
ejemplares de lince ibérico, éstos
van disminuyendo con los afios
tendiendo hacia 1 000 ejemplares.
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Unidad 12 — Estadistica. Tablas y graficos

PAGINA 259

cuestiones iniciales

1. Un grupo de estudiantes ha realizado una recogida de plantas de
una misma especie, anotando el numero de estas, por dam?, en

funcién de su altitud, como puede verse en la tabla que sigue:

Altitud (m) 100

200

300

400 | 500

600 | 700

800

N° de plantas | 1

5

10

15 | 17

8 3

1

Determina el porcentaje total de plantas que corresponde a cada

altitud.

2. Latabla muestra los porcenta-
jes de la produccién rmundial

de petrdleo en el afio 1990.

Representa estas produccio-
nes sobre un clrculo, de ma-
nera que cada sector circular
tenga una amplitud propor-
cional a cada uno de los tan-

tos por ciento de la tabla.

SOLUCIONES

Regicn Porcentaje
Oriente Préximo 26,3
Antigua URSS 19,7
Morteamérica 16,6
Iberoarmérica 11,3
Asia y Oceania 10,6
Africa 9,3
Europa Occidental 6,2

1. Los porcentajes se expresan en la siguiente tabla:

Altitud (m) 100 | 200 300 400 500 600 700 800
N° de plantas | 1,67 | 8,33 | 16,67 25 28,33 | 13,33 5 1,67
2. Larepresentacion queda:
Europa Occidental
|22,32°
Adrica Oriente Medio
33.48°
Asia y Oceania
38.16" 4\94,680
40.68° |

Theroamérica

Morteamérica

59.76°

70,92°

ntigua URSS
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PAGINA 275

ACTIVIDADES

M Practica esta estrategia en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Cuadrados. Un cuadrado tiene uno de sus vértices en el centro de otro cuadrado del mismo
lado que el anterior, como se muestra en la figura. ;Cuanto vale el drea de la regién limitada
por armbos?

2. Rosa de cuatro pétalos. La figura adjunta muestra una rosa de 4
pétalos, y corresponde al simbolo de una asociacién. Esta asocia-
cién ha convocado un concurso gue consiste en calcular el drea de
la rosa tomando una sola medida sobre ella. ;Ganarias tu el con-
curso?

3. Cuadrado. En el cuadrado de la figura de lado, &, se han trazado arcos de circunferencia con
centro en cada uno de los vértices del cuadrado y radio a. Halla el drea de cada una de las re-
giones x, v, z.

4. Dos cuadrados separados. Los cua-
drados de la figura tienen 10 m de
lado. Calcula el rea de las zonas som-
breadas.

SOLUCIONES

1. La solucion queda:

Basta con mover el cuadrado para
ver que el area de la region limitada
es la cuarta parte del cuadrado.

2. Basta conocer el lado del cuadrado que se forma dentro de la figura. La resolucién nos recuerda
al problema de los perros guardianes.

El area de esta rosa de 4 pétalos es igual al area del cuadrado rayado mas 4 veces el area de
un pétalo. El area de un pétalo lo puedes encontrar en el problema de los perros guardianes.

183



3. Larepresentacion geométrica del problema asi como su resolucién quedan:

Sector

W

} — 50~

Los célculos quedan:

Area(x) = Area cuadrado— Area triangulo—2- Area sector =

a'—a\/§

2
=a’— 2 _2.Tt'a =| a° 1_£_E
2 12 4 6

Area(rayada) =2 Areacirculo—Area triangulo rectangulo=

2

\ _ma’ & afm )
4 2 212
},—I

Area(y)=Area triangulo rectangulo — Area(rayada)—2-Area(x) =

2 2 2 2 2
a [ma  a 0.2 1_@_2 :_a2+a 3+n a
2 4 2 4 6

2

2 2 2 2
Area(z):2',5\rea(rayada)—2-Area(y):2-[n'a —%)—2-( ., &3 ma ]:
n-a

2
n-a
—a’+2a’-a*J3- =la?-a?J/3+
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4. Sean las figuras:

1)

« En la figura (1) el area pedida es 2 veces el area de una de las aspas rayada en el dibujo
adjunto.

J' Area aspa=Area cuadrado—2-Area(a)—2-Area(b)

Vamos a hallar el area de la zona (a).
— Elradio de esta zona es la mitad de la

”/v diagonal del cuadrado.

A 2
D=y10°+10* =10v2 = r=512 y Area(a)Z%Tt-F:%n-(S\/E) =-52n-=-22n'm2

Ahora hallamos el area de la zona (b). El radio de esta zona es el lado del cuadrado menos el
radio de la zona (a) = r=10-5+v2.

Area(b)=%n(10—5\/§)2 =Mm2

El area del aspa queda:

Area aspa=10%—25n— (75-50+2)n=100—100r+50+2n

El area pedida queda:

Area pedida=2-Area aspa=2-(100-100x+50~/21)=15,97 m?

Area pedida=15,97 m2|

« En la figura (2) el area pedida es igual al area del cuadrado de lado 10 m menos el area del
circulo de radio 5 m.

Area figura(2)=10% —=-5?=100-25n = |Area figura(2)=21,46m?
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

|

N2
N 3.

. En 1798 el dientifico inglés Henry Cavendish midio la densidad

Enuncia cinco variables estadisticas de cada una de las clases que aparecen en el texto, referidas a los alumnos de tu
Ccurso.

Responde a lo que se pide en la actividad anterior, referidas, en este caso, a un individuo de tu lugar de residencia.

Clasifica las siguientes variables estadisticas:

a) Temperaturas registradas cada dia en un observatorio.

b) Duracién de un determinado modelo de pila eléctrica.

¢) Narmero de frutas producidas por cada arbol de una plantacién de melocotoneros.

d) Namero de caries de cada alumno de un instituto.

e) Gasto medio de litros de gaséleo por cada 100 krn de un determinado rmodelo de camidn.

f} Ntmero de espectadores que han asistido a un pabellén durante los partidos de baloncesto de toda la liga.

. Una determinada especie de marniferos tiene en cada parto un ntrriero variable de hijos. Se cbserva que las camadas de

35 familias durante un ano han sido las que se recogen en la tabla adjunta.

Elabora una tabla estadistica completa con todos los tipos de N® de hijos 0]11)12/3/4/5/6|7
frecuencias existentes. N° de familias | 2 | 3 [10|10/ 5] 0|5 0

. La realizacién de una prueba de habilidad maotora por parte de 60 nifios ha dado los resultados que siguen:

15, 35, 18, 23, 75, 81, 19, 27, 15, 18, 63, 45, 31, 32, 45, 18, 29, 17, 30, 77,
76,75, 19, 15,23, 35, 81, 15, 81, 41, 76, 24, 27, 69, 15,18, 13,18, 76, 14,
29, 31,52, 46, 18, 17, 35, 62, 44, 31, 18, 27,32, 74,19, 31, 47, 19, 82, 50.

a) Agrupa estos datos en intervalos de amplitud 5, realizando la correspondiente tabla estadistica cormpleta.

b) Responde a las mismas cuestiones del apartado anterior tormando clases de arnplitud 10.

de |a Tierra a través de una balanza de torsion. Realizé 29 obser- Fibra de cuarzo

vaciones y obtuvo los siguientes valores (en g/cm?).

550 561 488 507 526 555 536 529 558 565
557 553 563 529 544 534 579 510 527 539

542 547 563 534 546 530 575 568 5,85 D b
Agrupa los datos en 5 clases de amplitud 0,25, considerando e N
como limite inferior de la primera clase el valor 4,75 y construye de luz S F @

la correspondiente tabla completa de frecuencias.

Telescopio

1 Balanza de Cavendish. Con ella se hizo acreedor de
la frase "Cavendish pesé la Tierra por primera vez".
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SOLUCIONES

1. Las variables quedan:

Variables o caracteres cualitativos:
1.Color de cabello.

2.Deporte favorito.

3. Asignatura favorita.

4.Diversién mas practicada.
5.Marca de zapatos que utiliza.

Variables o caracteres cualitativos discretos:
1.Ndmero de hermanos.

2.Numero de deportes practicados.
3.Peliculas vistas esta semana.

4.Numero de electrodomésticos en su hogar.
5.Libros leidos al afio.

Variables o caracteres cuantitativos continuos:
1. Estatura.

2.Peso.

3. Perimetro toracico.

4.Tiempo en realizar una prueba.

5.Longitud de las piernas.

2. Las variables quedan:

Variables o caracteres cualitativos:
1.Color de ojos.

2.Deporte practicado.

3.Programa de TV mas visto.
4.Marca del coche de la familia.
5.Marca de pantalones que utiliza.

Variables o caracteres cualitativos discretos:
1.Ndmero de tu familia.

2.Numero de operaciones quirurgicas realizadas.
3.Dias de baja por enfermedad.

4.Numero de vehiculos su familia.

5.Refrescos que toma al dia.
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Variables o caracteres cuantitativos continuos:
1. Superficie de una vivienda.

2.Peso.
3. Perimetro craneal.

4.Gastos anuales en alimentacion de una familia.

5.Longitud de los brazos.

3. En cada caso quedan:

a) Continua. b) Continua

c¢) Discreta. d) Discreta.

e) Continua. f) Continua

4. Latabla pedida queda:
N."hijos | N.° famiias | Frecuencias | Frecuencias | Frecuencias | Porcentajes
X [ absolutas | relafivas relativas
acumuladas h acumuladas
F H

0 i 2 0,0571 0.0571 571
1 3 5 0,0857 0.1428 8,97
2 10 15 02857 0.4285 28,97
3 10 25 02857 07142 28,07
4 3 30 (,1428 (.837] 14,28
5 0 30 0.0000 0.8571 0,00
) 5 35 0,1428 1.0000 14,28
1 0 35 0,0000 1.0000 0,00
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5. Las tablas quedan:

a) Latabla con intervalos de amplitud 5 es la siguiente:

Marca de
Intervalos | clase x i F h H %
[13,18] 15 9 9 0,1500 | 0,1500 | 15
[18,23) 20 1 20 | 00833 | 03333 | 833
[23,28) 2 6 26 | 01000 | 04333 | 10
[28,33) 30 9 3% | 01500 | 05833 | 5
[33,38) 3 3 38000500 | 06333 3
[38,43) 40 1 39 | 00167 | 0,6500 167
43,48 43 5 44| 00833 | 07333 | 833
[48,53] 50 2 46| 00333 | 07667 | 333
[53,58) 55 0 46 0000 | 07667 | 0
[58,63) 60 1 47 | 00167 | 0,7833 167
[63,68) 63 1 48 | 00167 | 0,8000 167
[68,73) 0 1 49 | 00167 | 08167 167
[73,78) 75 7 56 | 01167 | 09333 | 1167
(78,83 80 4 60 | 00667 | 10000 | 6,67
b) La tabla con intervalos de amplitud 10 es la siguiente:
Marca de
Intervalos | clase x f F h, H %
[13,23) 18 20 20 | 03333 | 03333 | 3333
[23,33) 28 15 35 | 02500 | 05833 | 25
[33.43) 38 4 39 | DOGET | 06500 @ 667
[43,53) 48 7 46 | DI167 | 07667 @ 1167
[53.63) 58 1 47 | DOIGT | 0,7833 167
[63.73) 68 2 49 | 00333 | 08167 @ 333
[73.83) 8 11 60 | 01833 | 10000 | 1833
6. Latabla de frecuencias queda:
Frecuencias absolutas | Frecuencias relativas Porcentajes

Intervalo | Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas | Simples | Acurnuladas
[4,?5;5_.0[]] 1 1 0,0145( 0,034 | 345 | 345
[5_.[]0;5,25'] 2 3 00090 01034 | 690 | 1034
[5_.25;.5_.5[]'] 13 16 (04483 05517 |4483| 5517
[5,50;5_.?5] 10 26 |0,3448| 0,8%66 |34,48| 89,66
[5,?5;6_.00] 3 29 |0,1034| 1,0000 | 10,34 | 100,00
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PAGINA 279

B 7. Elabora una tabla comrpleta de frecuencias de la aparicién de vocales de la frase que sigue.

“There are two ways of talking about ambiguity: we can talk of one string representing two different sentences, or we
can say that one sentence has two different meanings.”

B 3. El numero de trabajadores en las 60 empresas de una determinada localidad es la siguiente:

13, 50, 46, 22, 54, 5, 61, 26, 43, 34, 75, 79, 234, 434 /45, 36, 84, 75, 56, 53
5, 64,74,25 62,6, 49,75, 34, 2, 83, 42, 53, 67, 63, 96, 15, 7, 33, 45
16, 54, 3, 47, 4, 22, 50, 42, 18, 46, 95, 27, 4, 45, 32, 86, 58, 72, 38, 4.

En ocasiones no resulta Gtil usar intervalos de la misma amplitud como ocurre en este caso. Utiliza los intervalos
[0, 15), [15, 30), (30, 45), [45, 60], [60, 75), [75, 90), [90, 450) y elabora la tabla estadistica completa.

B 9. Completa los datos que faltan en las tablas estadisticas siguientes:

3 [ Calfficacion | £, | ) S e
Insuficiente 0,375 de hijos ! :
Suficiente 20 0 0,2
Notable 16 1 15
Sobresaliente 2
Total 80 3 5
3 4
5 0,02
TOTAL 50
b) Nf}melro f b o d) 7 7 F h
de caries i i i ; -
0 25 0.25 2 4
1 20 | 02 : i
: 4
3 15 0,15 G 78
4 0,05 3 38
TOTAL - - &
8

B 10. En un centro de ensenanza hay 240, 160, 200 y 120 alurmnos de primero, sequndo, tercero y cuarto curso de Ense-
nanza Secundaria Obligatoria, respectivarnente. Se pide:

a) Representar graficamente estos datos mediante un diagrama de sectores.

£ . 4 hermanos
b) Representar mediante un diagrama de barras el ndrmero de alumnos que ten- hem_ﬁanos
drfa cada curso si el centro decide: aurnentaren un 5 % el nurnero de alum- hemgms
nos ratriculados en primer curso, rmantener el numero de matriculados g
= e, i . 7
en segundo y tercero, y dlsmlnuwlr .E| numero de matriculados en cuarto | < F
curso, de manera que no se modifique el ntrmero total de alumnos.

B 11. En este diagrama de sectores aparecen representados el numero de hermanos 1
de un grupo de 36 alumnos de 1% de bachillerato. Construye |a tabla de frecuencias herrnano
absolutas correspondiente.
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SOLUCIONES

7. Latabla de frecuencias queda:

Frecuencias absolutas | Frecuencias relativas Porcentajes
Vocales | Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas
a 12 12 |0,2308| 0,2308 |[2308 | 2308
e 21 33 |0,4038] 06346 |[4038 | 6346
i 8 41 [01538] 0,7885 | 15,38 | 78,85
0 9 50 |01731| 0915 | 17,31 | 96,15
u 2 52 |0,0385] 1,0000 [ 3,85 | 100,00
TOTAL| 52
8. Latabla completa queda:
Frecuencias absolutas | Frecuencias relativas Porcentajes
E:E:;jots Simples | Acumuladas | Simples | Acurnuladas | Simples | Acurnuladas
[[].15] 10 10 |01667| 01667 | 16,67 | 16,67
[15.30] § 18 [01333| 0,3000 |13,33 | 30,00
[30.45] 9 27 (01500 0,4500 | 1500 | 45,00
[45.6[]] 15 42 10,2500 0,7000 | 2500 | 70,00
[60.?5] 7 49 01167 | 0,8167 | 1167 | 8L67
[?5.9[]] 1 56 |01167 | 0,9333 | 11,67 | 93,33
[90.450] 4 60 |0,0667| 10000 | 6,67 | 100,00
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9. Las cuatro tablas quedan:

a)
Calificacion | f, |
Insuficiente | 30 | 0,375
Suficiente | 20 | 0,25
Notable |16| 0,20
Sobresaliente | 14 | 0,175
Total 80 (1000
c)
Nimero de hijos | f, | h,
0 10|02
1 151 0,3
2 151 0,3
3 501
4 4 10,08
5 10,02
TOTAL 50 1,00

b)

Nimero de caries | f, | h, | b
0 25 10,25 25
1 200220
2 350,35 35
3 15 |0,15] 10
4 5 |0,05( 5

TOTAL 100 | 1,00 | 100

dl
x| fi[R| b
1133 10,05
214171007
319 (16]015
417 (23|012
5|5 (280,08
6 |10(38] 017
717 (45]012
§|15(60]0,25
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10. Las representaciones son:

1. El diagrama de sectores queda:

2. El 5% de 240 es 12 alumnos. La composicion del centro se expresa mediante la tabla,
ademas se presenta el diagrama de barras:

A
252

250

Curso Numero de 200 200
alumnos 160
12ESO 252 150
o 108
2°ESO 160 100
32ESO 200 50
42ESO 108
| Total | 720 1°ESO 2°ESO 3°ESO 4°ESO

11. La tabla de frecuencias buscada queda:

Numero de | Frecuencias
hermanos absolutas

0 7
12

LW
al
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ACTIVIDADES FINALES

M 12. Las dianas logradas en un campeonato por 25 tiradores fueron:

M 14

8,10,12,12,10,10, 11, 11,10, 13,9, 11,10, 9,9, 11, 12,9, 10, 9, 10, 9, 10, 8, 10

Resurre los datos anteriores en una tabla de frecuencias absolutas y relativas, y dibuja el correspondiente diagrama

de barras.

. Se ha realizado un test de habilidad numérica a los alurnnos de una dase. Los resultados obtenidos son:

A

B

LL

Puntuaciones [10, 15) | [15, 20) | [20, 25) | [25, 30) | [30, 35) | [35, 40) | [40, 45) |[45, 50]
N° de alumnos 4 6 6 10 8 10 3 3
Representa los datos mediante un histograma.
Se ha aplicado un test a los empleados de una fabrica, obteniéndose la siguiente tabla:
X (38, 44] | (44,50] | (50, 56] | (56, 62] | (62, 68] | (68, 74] | (74, 80]
N° de trabajadores 15 25 18 9 6
Construye el histograma y el poligono de frecuencias absolutas acurnuladas.

. Para la tabla de ingresos adjunta, construye el histograma de frecuencias rela- Ingresos Frecuencias
tivas y el poligono de frecuencias. Menos de 40 000 35

. Los pesos en kg de 20 alumnos de cierto centro de ensefianza son: 40000-70 000 0

70 000-80 000 70

51,47, 55, 53, 49, 47, 48, 50, 43, 60, 80 000-100 000 90

45, 54, 62, 57, 46, 49, 52, 42, 38, 61 100 000-130 000 85

Agrupa los datos en clases de amplitud 5, siendo el extremo inferior del pri- Mas de 130 000 o
mer intervalo 37,5. Dibuja el correspondiente histograrma.

. Como resultado de un estudio estadistico sobre los ingresos por ventas (en miles de Licoic Resultados
euros) realizado sobre un grupo de 100 empresas del sector de |a alimentacion, se [100, 200) 10
ha obtenido |a tabla de la derecha: [200, 300) 20
Idlentificar, entre los siguientes, el histograma de frecuencias asociado a los datos de (300, 400) 40
la tabla. Explicar razonadamente la eleccién efectuada. (400, 500) 20

[500, 600] 10

77
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SOLUCIONES

12. Los datos tabulados y el diagrama de barras quedan:

Frecuencias
10 1 absolutas
9 —
8
N.2 de dianas | Frecuencias | Frecuencias ;
X, absolutas relativas .
8 2 0,08 .
9 6 0,24 4
10 9 0,36 3
11 4 0,16 2
12 3 0,12 !
13 l 004 /\/ 8 9 10 11 12 13 N2de
! dianas
13. El histograma queda:
A N2 de alumnos
10 1
9 ]
8 ]
? ]
6 ]
5 4
_o_l_ ]
3 ]
2 ]
1 4
T Viss 175 25 215 35 Fs w5 415
Puntuacicnes
14. El histograma y el poligono quedan:
A M.2 de trabajadores
100+
90+ .
804 o
AN.2 de trabajadores 70 »
30 1
25 1 607 ’
504
20 1
40+
15 1
304 .
10
204
5 4 1 -
- 10 .
41 47 53 59 65 71 77 —TV 41 a7 53 50 65 71 77
Puntuacién del test Puntuaciones del test
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15. Los graficos quedan:

A Frecuencias
90 .
i .
80 o
70 [ ] i !
) i i i | .
60 i | i : ?
L
A Frecuencias relativas 40 . i E i E i
°7] 5 [ R
0.2 20 i i
- M
> A, | ; | ; | [
mencs de 55000 75000 90000 115000 mésde mencsde 55000 75000 90000 115000 misde
40 000 130000 40000 130 000
Ingresos Ingresos
16. La tabla y el histograma quedan:
A Frecuencias absolutas
? p
6 3
5 3
Marcas de clase | Frecuencias absolutas 4
Intervalos :
Xj ; fi
(37,5, 42.5) 10 2 3
[42,5;47.5) 45 i 5 21
[47.5;52,5) 50 : 6 11
52,5; 57,5 655 4 — >
[57,5;62,5) 60 3 Peso (en kg)

17. El histograma correcto es el correspondiente al grafico A. Puede observarse que las alturas de
los rectangulos son proporcionales a los resultados 10, 20, 40, 20 y 10, respectivamente.
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Il 18. Con los datos que aparecen en los graficos que siguen elabora sendos diagramas de rectangulos.

Numero de estaciones
de servicio

BP 540

559 Otras

Catalufia
1 003
Reparto de

191 Total-Fina  estaclones de
serviclo por
comunldades §

150
Shell

140 Petrogal

130 Continental Qil

[FUENTE: Elabaracidn propia. EL MUNDD

M 19. En un proceso experirmental se han medido la longitud de 80 plantas adultas de cierta variedad de tomate cultivadas
en las rnisrnas condiciones en el interior de un invernadero, con los siguientes resultados, expresados en mrilimetros:

113 126 139 171 119 134 170 144 153 175 180 139 126 149 117 154 122 137 140 142
152 1459 129 148 175 168 104 104 134 145 131 122 153 149 169 132 147 150 152 140
116 153 177 146 152 112 140 145 152 151 112 162 188 156 170 165 156 156 157 161
162 155 170 160 172 165 155 170 160 172 165 155 182 132 126 158 137 118 145 155

a) Efectia el recuento de los datos anteriores realizando un diagrama de tallo y hojas.

b) Elabora la tabla estadistica correspondiente a las distintas frecuencias y porcentajes, tomando 9 intervalos de la rmis-
ma amplitud.

c) Representa dos histograrnas, uno con las frecuencias relativas y otro con las frecuencias relativas acumuladas de la
tabla anterior.

M 20. Las alturas, en centimetros, de 60 alumnos que cursan 3* de ESO son:

155 157 153 172 165 166 170 159 159 162 151 154 163 172 166
163 162 165 173 152 170 179 168 164 159 176 162 170 158 161
158 157 163 164 159 160 161 161 154 167 158 162 154 157 175
169 162 163 168 172 176 170 164 161 155 170 158 162 165 154

a) Agrupando los datos en intervalos de amplitud 10 centimetros, construye una tabla de frencuencias y el correspon-
diente histograma.

b) Realiza una tabla y un diagrama andlogos a los del apartado anterior, agrupando los datos en intervalos de amplitud
5 centimetros.
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SOLUCIONES

18. Los diagramas quedan:

N.2 de estaciones

N.2 de estaciones 3500
3500 —
1700+ “ﬂ)
1500
1300
1100
9004
7001
559 540
500
3004
o 1o 150 A9
Wl nininil
QT ‘% 2 o % G %
% % - 2 %
% o B
Y %
% 9
Q

19. En cada caso queda:
a) El diagrama de tallo y hojas es:

10144

11{236789

12(2226669

13(122447799
14|00024555678999
15|10122223334555566678
160012255589
17|{0000122557

181028

] 1176
11004 1008
9001
700- 678 gag 6
] sm
5001 s
T a9
300+ = 265 | |24
o .
Do, 155 172
100 H 73 H
[ 15 .
[ A ] ORI T O L AR
% 559 %% "% % % %2 %%
R UL L LB En DD S
L e B o T R
< w b v
©. 2 A
% =)
%
W

b) La tabla queda:

Frecuendas absolutas | Frecuencias relativas Porcentajes

2'[::0]::5 Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas
[]UU‘HO:] 2 2 0,0250( 0,0250 | 2,50 2,50
[110‘120:] b 8 00750 0,000 | 7,50 | 10,00
[12[]‘130_] 7 15 00875 01875 | 875 | 1875
{]3[]‘140.] 9 L 01125] 03000 | 11,25 | 30,00
[]4[]‘150_] 14 38 01750 | 04750 | 17,50 | 4750
[]5[].160:] 19 57 |02375) 07125 2375 | 7125
[]6[]1?0] 10 67 |01250 08375 |1250 | 8375
[]TU‘IBD:] 10 77 |01230| 0925 | 1250 | %25
[]8[]‘190_] 3 80 0,0875| 10000 | 375 | 100,00

198



¢) Los histogramas quedan:

20.

A Frecuencia relativa
0,31
0,24
Y e _
N — 1 1 1,1, 5,
105 115 125 135 145 155 165 175 185
Medidas en mm

En cada caso queda:

a) La tabla y el histograma quedan:

Alturas Frecuencias
absclutas
[150,160) 20
[160.170) 27
[170.180) 13

b) La tabla y el histograma quedan:

0,91
0,587

0,61
0,51
0.4
0,31
0,21
0,11

k Frecuencias re

lativas

pe i

Frecuenc

V105 115 125 135 145 155

las absolutas

h Frecuencias absolutas

155 165 175

Medidas en cm

165 175 185

Medidas en mm

1.,

30
Alturas Frecuencias 25
absolutas
- — 20
[130.133] 7
- - 15
[155,160) 13
[160,165) [ 18 10
[165.170) 5
[170,175)
[175.180)

N

152,56 157,5 1625 1675 1725 1775

r

Medidas en cm

199



PAGINA 282

ACTIVIDADES FINALES

M 21. Se ha controlado el peso de 50 recién nacidos, obteniéndose los siguientes resultados:

Peso en kilogramos |[2,5; 2,8) |[2,8; 3,1) [[3.1;3.4) |[3.4:3,7) | 3.7:4) | [4,4.3) |4.3; 4,6]

Nuarmero de nifios 2 7 4 10 16 10 6
Representa graficarmente estos datos, eligiendo el grafico mas adecuado. L I ;
M 22. Se considera una distribucién de datos agrupados en intervalos cuyo poligono 1/ ; i :
de frecuencias acurnuladas es el de a figura. Qf-mmm oo ; E ! '
a) Calcular la tabla de distribucion de frecuencias absolutas. e : : i !
b) Dibuja el correspondiente histograrma. 0 S G e

M 23. El producto interior bruto (PIB) de los paises que se indican tuvo la siguiente distribucién en porcentajes durante el afio

1886:

Pais Agricultura Industria Servicios
Austria 4 40 56
Bélgica 2 31 67
Canada 3 24 72
Etiopla 42 18 40 =
Espana 6 40 54
Grecia 17 29 54
Ghana 51 16 33

ltalia 4 34 62

Mozambigue 50 12 38
Venezuela 7 44 49

Representa estos datos en un diagrama triangular.

B 24. Expresa en tablas de forma aproximada los datos recogidos en cada una de las graficas.

a) Principales productores b) Climograma de una ciudad d) Procedencia de la energia
de gas natural de clima atlantico por fuentes

Produccicn en millones de Tep

700+

600

°C
35

30

1 Hdrauiica
500 26

430+
400+ 2
300+ T:
200+
ER O T 10
gy | e | P
1004
80557 5
>ALEIRIE R 1R s
0 - _ 0
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SOLUCIONES

21. El histograma de frecuencias absolutas queda:

A Frecuencias absclutas
20
167
121
8'
4.
>
265 295 325 355 385 415 445
Peso en kg
22. En cada caso queda:
a) La tabla de frecuencias es: b) El histograma es:
A Frecuencias absolutas
: 61
Marea ! Frecuencia |
Intervalos de clase ; absoluta 2
[10,30) | 20 3 ol
[30,50) | 40 | 6 3
[50770) | 665 2
[70,90) | 80 | 0O 1
[90,110) | 100 6 20 40 60 80 100 Marea de clase
23. El diagrama queda:
0 100
/\..
0 /L %0
20 /[ ::/\_ 80
A AV, /\ 0
& a0 _/ /N 60 %G
S AVAVAVA A {%
& w0 /& [N a0 %
o /N / \/ VAV 30
\VAVAVAY. -'G'<
\/ AVAVAY

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
SERVICIOS
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24. Queda:

a)

. i Tbero- ¢ Euro pa 'E\ 'Onente' i Asa
Pases. | EELU Canaia tamérica Omdental URS‘o Medio J!ﬂgeha;()cl::ar1ia
Millones o
Ty 430 10[) ; 8 160 650 100 ¢ 30 i 125
MesE'FMAMJJHSOND
RS KRR PR EIRRE T P B AR A Y
fﬁf 49&5390529:'519051?0Em;en;130;23054005520564u:u
FuenteJ Petroleo Carbén Nuclear  Gas ERenouablengidréulil:aé
de energfa ¢ atural ; : :
Porcentaje | 51,83 : 2106 1159 (617 ¢ 297 i 258
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Unidad 13 — Distribuciones unidimensionales.
Parametros

PAGINA 285

cuestiones iniciales

1. Elabora un climograma con los datos siguientes:

E/F M{AM|J]J]|A|S|O|N|D
Temp. (°C) 3.7 |49 |82|10,5/13,6/18,4(21,5(21,3(18,1]12,5| 7.5 | 4.3
Preci. {mm) 30 |34 |48 (324227 (15[ 1422411953

Calcula la ternperatura media y la precipitacion media anual.

2. Con el fin de estimar el grupo sanguineo mas abundante en un cen-
tro de 600 alumnes, hemaos extraldo una muestra de tamafio 25. Los
grupos sanguineos obtenidos son:

A A O A D0 0 0 0 A 0 0 A O O A A O O B,
AB, B, A, AL A O

Determina el grupo sanguineoc moda de esta muestra.

3. Los precios de la luz para la tarifa doméstica (en euros por megava-
tiohora) durante los anos que van desde 1997 hasta 2005 figuran en
la siguiente tabla. Calcula la media del precio de la luz durante estos
anos.

Anos | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
€Mvh| 1182 | 107,7| 1024 | 99,7 | 96,7 | 967 | 97,1 | 97,1 | 98,1

SOLUCIONES

1. El climograma pedido es:

= T T mm La temperatura media es:

&0 4 4 B0

RN 1=22%° 15 040c
o Lo 12

40 k== - R 40

La precipitacion media anual:

()
=
L
T
]
i
[
=]

— — 386
10 _,..-"/ \\\ 10 p=—12 =32,17mm

EFMAMJIJ ASOCNTED
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2. Los resultados pueden verse en la siguiente tabla.

Grupo
sanguineo Frecuencia
A 10
B 2
AB 1
0 12

El grupo sanguineo que presenta mayor frecuencia y, por tanto, el grupo moda es el grupo O.

3. La media vale: ;=10152 € Mvh.
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PAGINA 297

H Ten muy en cuenta el lenguaje y la notacién adecuados en la resolucion de los siguientes problemas.

1. El pastor y el rebano. Un pastor tiene un redil, donde guarda su rebafo, en lo alto de una montafa. Un determinado dia
sale de su casa a las 9 de la mafiana y, después de caminar toda la jornada, llega al lugar donde esta el redil. Alli permane-
ce durante 10 dias, al término de los cuales y a las 9 de la mafiana, regresa a su casa. Al ir bajando, se pregunta: ;Habra al-
guin punto del camino por el que pase a la misma hora que pasé el dia que subl a la montafa?

2. Dos deportistas. Luis y Ana hacen deporte todos los dias. Ayer fueron desde la plaza Mayor hasta el Pinarcillo. Luis corrié
la ritad de la distancia y anduvo la otra mitad. Ana corrié la mitad del tiempo y anduvo la otra mitad. Los dos corren a la
rmisma velocidad y andan a la misma velocidad. ;Quién llegd antes al Pinarcillo?

3. Triple operacién. Un rmontafiero ha sufrido una grave caida y, al llegar al hospital, ha de ser operado por tres cirujanos dis-
tintos. En ese momento hay una epidemnia que pueden padecer los cirujanos y el montafiero. Esta enfermedad puede con-
tagiarse a través de cualquier Util o por la piel. Las tres intervenciones se debfan realizar consecutivamente. Cada drujano
debe operar con ambas manos, pero en el hospital sélo habia dos pares de guantes esterilizados. ; Cérno consiguieron ope-
rar al montafiero, utilizando los guantes disponibles y evitando toda posibilidad de contagio?

SOLUCIONES

1. El problema se representa del siguiente modo:

Lugar
REDIL
L R i ]
vuelta En el grafico estd muy clara la situacién
ida del problema y la solucion del mismo.
Efectivamente, hay un punto por el que
pasa a la misma hora, y es el punto (*)
en el que se encuentran los dos
trayectos: de ida y de vuelta.
9d_e|a Tlem;;o
manana
sale hacia el
redhl
2. Lafigura queda:
[ ]
LuIS . , . .
A e e Cuando Luis esta a la mitad del camino,
° ° comienza a andar, luego la otra mitad va
Plaza Mayor Pinarcillo a velocidad mas lenta.
En cambio, Ana, al correr la mitad del
c ANA tiempo, corre mas de la mitad del
see corre - camino, por lo que menos de la mitad lo
. * hace andando, asi que llega antes Ana.
Plaza Mayor Pinarcillo
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3. El primer cirujano se pone el guante (A) dentro del otro (B), es decir, se pone (A) y encima se
pone al (B).

El segundo cirujano se pone el guante (B) por la cara que no ha tocado al herido.

El tercer cirujano se pone el guante (A) dandole la vuelta y encima de éste (B), operando al
herido por el lado del guante (B) con que ya han operado los otros dos cirujanos.
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PAGINA 300

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Para comprobar la resistencia de unas varillas de nailon, se someten 250 varillas a un test de resistencia. El test consiste
en corrprobar si se rompen o no cuando se aplica una fuerza sobre 5 puntos diferentes de la varilla. El nirmero de rotu-
ras sufridas por cada varilla aparece en |a tabla adjunta.

Calcula el numero medio de roturas por varilla y el N° roturas 0 1 2 3 4 >

porcentaje de varillas que sufren mds de 2 roturas. N°varillas | 141 | 62 31 14 1 1

M 2. El siguiente diagrama de barras muestra las calificaciones obtenidas por un
grupo de 50 alumnos. Construye el histograma correspondiente a las califica-
ciones numeéricas y calcula la calificacion media, teniendo en cuenta el siguiente
cuadro de calificaciones:

SUSpenso aprobado notable sobres
[0.5) [5.7) (7.9 (9. 10]

SUspansn aprobada notable  sobresaliente

M 3. A un conjunto de cinco nurmeros cuya media aritrnética es 7,31 se le afiaden 4,47 y 10,15. ;Cudl es la media del nuevo
conjunto de numeros?

M 4. Un instituto tiene tres grupos de Bachillerato. La nota media de los alumnos del grupo A es de 5,7 puntos. La de los -]
alumnos del grupo B es de 5,6, siendo 5,5 para los del grupo C. En el grupo A hay 30 alumnos y se sabe que en el grupo
C hay 5 alumnos mds que en el grupo B. Si la nota media de todos los alumnos de Bachillerato es de 5,6 puntos, jcudn-
tos alumnos de Bachillerato hay en el instituto?

M 5. Un especialista en pediatria obtuvo la siguiente tabla sobre los meses de edad de 50 nifios de su consulta en el momento
de andar por primera vez:

Meses 2 10 11 12 13 14 15

Nifos 1 4 2 16 11 8 1

a) Dibuja el poligono de frecuencias.

b) Calcula la media, la moda y la mediana.

M 6. Se ha pasado un test de 79 preguntas a 600 personas. El nimero de respuestas correctas se refleja en la siguiente tabla:

Respuesta [0, 10) | [10, 20) |[20, 30) | [30,40) | [40,50) |[50, 60) | [60, 70) | [70, 80]
N® de personas 40 60 75 90 105 85 80 65

a) Representa los datos mediante un histograrma.
b) Calcula la media y la moda de respuestas correctas.

¢) Calcula la rmediana y el primer cuartil. ;Qué miden estos parametros?
M 7. Los siguientes datos corresponden a la altura en centimetros de los alumnos de una determinada clase:

150, 169, 171, 172, 172, 175, 176, 177, 178, 179, 181, 182, 183, 184, 184

Calcula la moda, mediana y los cuartiles de |a variable. Indica el significado de los parametros encontrados.
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SOLUCIONES

La solucién queda:

, . . 17
El nimero medio de rotura por varilla es: —5=O,7

. . . 1
El porcentaje de varillas que sufren mas de dos roturas es: —6-100=6, 4%

El histograma y la media quedan:

A Frecuencias

24 -

22 ¢

201 La calificacion media es:

18

ol _ 25.204614+8-12+95.4 275
b _ X= = =5,36
- 20+14+12+4 50

gl

6l

al

M

+ -
25 6 & 4.5 Calificaciones

La media es:

5:7,35+4,47+10,15 5117

x= =7,31
7
Los datos del problema aparecen en la siguiente tabla:
Grupo Nota media Nomero de Nota media
del grupo alumnes de todos los alomnes

A 5.7 30

B 5.6 n 5.6

C 5.5 it 3

Se tiene que:

57-30+5,6-n+5,5-(n+5)

30+n+n+5

5,6

Resolviendo la ecuacion, se obtiene un valor de n de 25, por tanto el nUmero de alumnos totales

es: 30+25+30=85.
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5. En cada uno de los casos:

a) El poligono de frecuencia queda: b) La media es:
Frecuencias

16 - A\
15— [

B - 610
ok x=——=12,2meses
12| [ 50
WE \ Lamodaes:M, =12 meses
9 { .
8 Lamedianaes:M, =12 meses
T \
B |
L
4~ Y
3 / )
iL

_/L | 1 1 1 | |

|
] 1o 11 12 13 14 15 Meses
6. En cada uno de los casos:

a) El histograma pedido es: b) ¢) La media, mediana y primer cuartel son:

25600

A Frecuencias « La media es: ;Z =42,67

100
« La desviacion tipica es:

90

80

(42,67) = 20,52

J1345000
o= —_—
70

600

60
« La mediana es:

40 300-265
J’_—

M, =40

e

:10=43,33
30

20 o El primer cuartil es:

| | | | | | | | 150_100
5 15 25 35 45 55 65 75 Q=20+ 75 -10=26,67

Respuestas

¥
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7. La solucion queda:

Existen dos valores modales, son 172 y 184 centimetros.
La mediana o segundo cuartil vale M, =Q, =177 centimetros.
Los otros dos cuarteles son Q,=172cm y Q,=182cm.

El primer cuartil indica que el 25% de los alumnos tienen una estatura entre 150 cmy 172 cm.

El tercer cuartil indica que otro 25% de los alumnos tiene una estatura entre la mediana 177 cm
y 182cm.
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PAGINA 301

B 3. Los gastos mensuales en lectura (periddicos, revistas y libros) de 7 personas
fueron, en euros, 27, 29, 9, 28, 27,5, 30y 28,5.

a) Calcula la media y la mediana de los datos anteriores. ;Cual de ellas es
mas representativa para estos datos?

b) Si el precio de los articulos de lectura sube un 10% y se mantiene el con-
surmno, deduce los nuevos valores de la media y la mediana a partir de los
resultados obtenidos en el apartado anterior.

B 9. Se ha medido la altura (en cm) de un grupo de 100 alumnos de Segundo de
Bachillerato y, posteriormente, se han agrupado los datos en intervalos (abiertos por la derecha).

Los resultados se han representado en el histograma adjunto. by
; 04+
Se pide:
a) Hallar la correspondiente tabla completa de frecuencias y calcular la
media. 0
b) Representar el poligono de frecuencias acurmuladas y hallar la 0,161
i i i 01
mediana y el primer cuartil. 008 T
c) Calcular el percentil 60, es decir, encontrar un intervalo que abarque 0,08
el 60% de la poblacién. 150 165170175180 190 0

M 10. Calcula todos los parametros de dispersion que se describen en el texto para las siguientes distribuciones estadisticas:

a) Goles por partido en la liga de fltbol 86-87:

N° de goles 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Partidos 32 7il) 80 62 36 15 6 2
b) Prueba, con puntuaciéon de 0 a 10, a 20 personas:
Intervalo [0, 2) [2,4) [4, 6) [6, 8) (8, 10]
N° de personas 2 4 8 5 1

¢) Calificaciones de 20 estudiantes:
6322 5oz 9 g g 46, 68,2, 10,8, 7, 50

M 11. Las ventas de tres modelos de coches de un concesionario durante 15 semanas son:

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10|11 | 12| 13| 14| 15
Mod X 25015320 18N N R 2E (B15T| N8N R29; 3 220 28 a2
Mod Y 20| 14112 | 25| 37 |13 |44 (14| 15| 39|36 | 25| 15| 18 | 36
Mod Z 19|19 (34 (43| 19| 18 | 26| 8 (17| 30 | 33 | 26 | 12 | 17 | 35

Averigua la media y |la desviacion tfpica de las ventas de cada uno de los tres modelos de coches y, mediante el coefi-
ciente de variacion, compara las respectivas dispersiones relativas.

M 12. En la tabla aparecen los resultados de las calificaciones correspondientes a un exarren de Maternaticas para dos mues-
tras de 10 alumnos:

Grupo A 0 1 1 3 5 5 6 8 8 9
Grupo B 2 2 4 4 4 5 5 6 6 8
;Qué grupo obtuvo mejores resultados? ;Cudl es mas homogéneo?
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SOLUCIONES

8. Las soluciones quedan:
179

a) La media es: §=725,57 euros.

La mediana de los datos del enunciado, previamente ordenados, es: M, =28 euros.

En esta situacion es mas representativa la mediana que la media.

b) Los parametros anteriores aumentan ambos un 10% y valen:

x=28,13euros y M, =30,8euros.
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9. La solucién queda:

a) Latabla queda:

Frecuencias absolutas | Frecuendas refativas Parcentajes

Attura [em) | Simples | Acurnuladas | Simples | Acumuladas | Simples | Acumuladas

[15'3'.165] 6 b 006 | 0,06 b b

[165.1?[]] 10 16 010 | 016 10 16

170.175)| 20 36 020 | 0,36 20 36

175180} | 40 76 040 | 076 40 T

[18'3'.19[]] 16 92 016 | 092 16 92
[19[].21[]] 8 100 008 | 100 8 100

b) La medianay el primer

100

cuartil son:

100

——-36 ——-16

M, =175+—2
40

El poligono de frecuencias queda:

100 1
a0t
8071
701
60 1
50 1
a0t
301
201

h Frecuencias absolutas acumuladas

L

c¢) El percentil 60 es:

r

150 160 170 180 190 200 210
Altura

60100
P60=175+%-5=178cm.

.5=176,75cm Q1=170+42—0

-5=172,25cm

213



10. La solucién en cada caso queda:

a) Elrango es: R=8-0=8
La desviacion media es: DM =%=l 23

La varianza es: o2=2,39

La desviacion tipica es: o= /%—(2,29)2 =155

El coeficiente de variacion es: V =%=0, 6769

b) El rango es: R=10-0=10

La desviacion media es: DM =%=l 54

La varianza es: o2=4,19

La desviacion tipica es: o= /%—(4, 9)? =2,05

El coeficiente de variacion es: V :@=0,4184

¢) Elrango es: R=10-1=9

La desviacion media es: DM =%=l 94

La varianza es: o?=5,74

La desviacion tipica es: o= /%02—(5, 6)> =2,4

2,
51

D

El coeficiente de variacion es: V =

=0,4286

»

11. La solucion queda:

« Para el modelo x tenemos: §:20,8 c,=5822 V, :%:0,2799.

10,839 =0,4479.

« Para el modelo y tenemos: §=24,2 c,=10,839 V, =

« Para el modelo z tenemos: E=23,73 6,=9,363 V, =%:O,3946.

Las dispersiones, en porcentajes, son, respectivamente: 27,99%, 44,789% y 39,46%.
Los datos del modelo y son mas dispersos.
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12. La media y la desviacion tipica de cada grupo es:
Grupo A: xa=4,6 o,=3,072 Grupo B: xs=4,6 o,=1744

Segun la media los dos grupos obtienen igual resultado. El grupo B es mas homogéneo al tener
menor desviacion tipica.
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PAGINA 302

ACTIVIDADES FINALES

M 13. Los jugadores de un deterrminado equipo de baloncesto se clasifican, por alturas, segtin la tabla siguiente:

Altura [1,70;1,75) | [1.75; 1,80) | [1,80; 1,85) | [1,85;1,90) | [1,90;1,95) [[1,95; 2,00]

N° de jugadores 1 3 4 8 5 2

Querernos analizar |a variable altura, para lo cual se pide calcular:

N

a) La mediana.

b) La media y la desviacion tipica.

¢) ¢Cuantos jugadores se encuentran por encirma de la media mas una desviacion tipica?

M 14. Un jugador de baloncesto tiene dos ofertas para la proxima ternporada en equipos de ca-
tegorias similares. Al consultar la informacion de la pasada liga, observa que los compo-
nentes del equipo A tienen una media de 18 puntos con desviacion tipica de 4 puntos,
mientras que en el equipo B la media es de 21 puntos con desviacién tipica de 9.

Dadlo que las condiciones econdrricas de ambos contratos son practicarnente las mismas,
el jugador decide fichar por el equipo en el que tenga mayores posibilidades de destacar
como figura. ; Cudl sera la opcién elegida?

B 15. Se nos informa que los datos correspondientes a los graficos Ay B
son, aproximadarriente:
X, =54 0,=33; X,=56; 0,=25. ’_H_H_l_\

Averiguar el gréfico correspondiente a cada par (x, g), explicando el Grafico A Grafico B

razonamiento que se ha seguido.

M 16. En una clase hay 15 alumnos y 20 alumnas. El peso medio de los 15 alumnos
es de 58,2 kg, y el de las 20 alumnas de 52,4 kg. Supongamos que las desvia-
ciones tipicas de los dos grupos son, respectivarrente, 3,1 kgy 5,1 kg. El peso
de Juan es de 70 kg y el de Pilar es de 65 kg. ;Cual de ellos puede, dentro del
grupo de alumnos de su sexo, considerarse mas grueso?

M 17. Se ha realizado una prueba, en una determinada asignatura, a dos grupos de
alumnos, el grupo M y el N. De la informacion obtenida se han hecho los si-
guientes calculos:

Xp= 155 Ry=15 Ou=2,5 on=30,6
Los alurrinos 1 y 2 han obtenido los siguientes resultados:
X = 16,7 Yo =14 X, u=77,5 X, n=82,4

(Cuél de los dos alurmnos puede considerarse mejor?

B 18. Al estudiar la distribucién de la edad en una poblacién, se obtuvieron los resultados siguientes:

Edad (en afos) [0, 20] (20, 40] (40, 60] (60, 80]
N® de individuos 15 ? 15 16

Corro se ve, se ha extraviado el dato correspondiente al intervalo (20, 40].
a) ¢Cudl serfa el valor de ese dato si la edad rmedia fuera de 35 afios?

b) ;Cual serla el valor de ese dato si la edad mediana fuera de 35 afos?
¢) ¢Cudl seria la desviacion tipica si el dato fuera 167
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SOLUCIONES

13.

14.

15.

16.

17.

La solucién queda:

2 g

a) La mediana es: M, =185+ 28 .0,05=1,872cm.

b) La media y la desviacion tipica son: x=1866 o=0,064.

c) Los jugadores que se encuentran por encima de: X+0=1866+0,064=193 son 2 del
intervalo [1,90;1,95) y otros dos del intervalo [1,92;2,00) ; en total, 4.

Debe elegir el equipo A, ya que en él todos los jugadores son parecidos, y, sin embargo, en el
equipo B los jugadores presentan grandes diferencias como lo muestra el alto valor de la
desviacion tipica.

El grafico A presenta menos dispersion, por tanto le corresponden X2 =5,6 c,=2,5. La otra
pareja de valores son los del gréafico B.

La solucién queda:

Calculamos las puntuaciones tipicas de ambos alumnos:

« Pilar pesa 65 kg, con Xp =524 o, =51.
« Juan pesa 70 kg, con xs=58,2 o, =3,1.

Por tanto, z, :65_—512%1:2, 471 z,= 70-58,2

Debe considerarse a Juan mas grueso, dentro del grupo de alumnos.

=3,806

La solucién queda:

Calculamos las puntuaciones tipicas de ambos alumnos:

« Primer alumno con z,, _1677155 4 48 Z, _I15775_4 082
2,5 30,6

+ Segundo alumno con z,,, _147155_ g6 Z, _824-75_ 547
2,5 30,6

En el examen M ha ido mejor el alumno 1y, por el contrario, en el examen N ha ido mejor el
alumno 2.
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18. La solucién queda:

a) En este caso:
~10-15+30x+50-15+70-16 N
15+x+15+16

35 Xx=82

b) En este caso:

46+x_15
35-204+—2 .20 = x=32
X

c) Si el dato fuera 16, la desviacion tipica seria: 6=22,358.
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Unidad 14 — Distribuciones bidimensionales.

Correlacion y regresion
PAGINA 305

cuestiones iniciales

1. Un centro sanitario esta llevando a cabo un estudio sobre la edad
y el peso de los ninos. Un determinado dia obtiene los siguientes
resultados:

(6, 24) (4, 21) (2,15) (4, 21) (3, 18) (3, 17) {5, 19) (5, 23) (7, 33} (6, 24)
(3,18) (4, 21) (5,19) (7, 33) (6, 24) (8, 40) (5, 20) (6, 24) (5, 19} (6, 28)
a) Construye una tabla estadistica de doble entrada.

b) Encuentra la media y la desviacién tipica de las edades y del
peso en kilogramos.

2. Las ventas de libros de aventuras en una librerfa tiene como valo-
res x =10, ¢ =3. ;COmo se dlasificarfa un dia que se vendan 15
libros de aventuras?

3. Diez alurnnos han realizado el altimo mes dos ejercicios de Mate-
maticas. Las notas son las de la tabla.

Primerejercicio | 4 | 7 | 6 | 9 4| 7| 9| 4| 8 |10
Segundoejerc. | 5 | 8 | 5|10 3| 6| 8| 4| 8 |10

Dibuja la nube de puntos. Ajusta a ojo una recta a la nube de pun-
tos y estima el valor que tendra la posible correlacion.

SOLUCIONES

1. En cada apartado:

a) La tabla de doble entrada es: b) Los distintos parametros son:
ypeso\xedad |21314]5]6|7)8 | TOTALES o Los parametros de las edades:

[15.20) |13 7

[20 25) 3124 9 X=5 o, =1517

[25.30) 1 1 ] ' o

[30.35) 2 2 o Los parametros de los pesos son:
[35.40) 1 1 J=23.06
TOTALES 113(3]5(51(2]1 20
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Es un dia raro ya que 15 se sitla en el intervalo (§—20,§+26). La puntuacién tipica
Z_15—10

=1,6667 se aleja bastante de la media estandar que es cero.

La solucién queda:

Segundo
ol sjercicio .

La nube de puntos aparece en la grafica
de la izquierda.

La recta ajustada a ojo puede ser
bisectriz del cuadrante, y=x.

La correlacion serd positiva y fuerte,
préxima a 1.

Primer
[ 2 1 [ ] 5] ejercicio
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ACTIVIDADES

M Intenta buscar analogias en tu archivo, y resuelve los siguientes problemas.

1. Juego al quince. Nueve tarjetas numeradas del 1 al 9 se colocan sobre la mesa. Es un juego para dos jugadores y gana el
primero que consiga sumar 15, tomando alternativamente una tarjeta cada uno. Intenta elaborar dos estrategias que pue-
dan conducir a la victoria: una para usarla si eres tU el primero en comenzar el juego, y otra para si te toca en segundo lugar.

2. Las gemas de la familia. Un antiguo problema indio cuenta de qué manera, al morir un rico nabab, sus hijos se repartie-
ron la herencia, consistente en un cierto nimero de gemas iguales. El hijo rmayor tomo una piedra mas una séptima parte
del resto; el segundo, 2 piedras mas un séptima del resto; y asi sucesivamente. Al terminar el reparto, todos los hijos hablan
recibido el mismo nimero de gemas. ; Cuantos hijos y gemas tenia el nabab?

3. Lanulay triangulo. ;Existe alguna relacién entre el drea de la lunula y la del triangulo de
la figura adjunta?

4. La cadena del estudiante. Un estudiante, a mediados de mes, se ha quedado sin di-
nero y no puede pagar la pension de los ltimos quince dias. Dispone de una cadena
de oro de 15 crn de longitud, y llega al acuerdo con la patrona de que le pagara la pen-
sién entregandole 1 cmn de cadena cada dia. El estudiante piensa en la forma de curn-
plir con el acuerdo al que ha llegado, y que la cadena no pierde valor al cortarla en mu-
chos trozos. Por esto, decidié cortar la cadena en sélo 4 trozos. ;Como consiguic
pagar a la patrona?

SOLUCIONES

1. La solucion queda:

2716 La estrategia consiste en establecer una analogia con el
cuadro magico 3 x 3 que contiene los nueve primeros
ndmeros naturales 1 ... 9 y la constante mégica 15.

Hay que utilizarlo como si se jugase a las tres en raya.

O
ol
[EEY

2. En total el nabab tenia 36 gemas y 6 hijos.

Al mayor le da: 1+375=6 gemas. Quedan 30.
28

Al 2.° e da: 2+7:Ggemas. Quedan 24.
21

Al 3.° e da: 3+7=6 gemas. Quedan 18.
14

Al 4.°|e da: 4+7=6 gemas. Quedan 12.

Al 5.°le da: 5+;=6 gemas. Quedan 6.

Al 6.° le da: 6 gemas.
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La solucién queda:

) . r?
Area tnangulo:E;

; i 1. . .
Area IunuIa:EAreasemlmrcqu—Area (x);

2 I,2

2

2
r\/ij (nr2 rzj_ nr? qmr? o r? r?

> s -

] 1. . , .
Area (x) =ZArea circulo—Area triangulo =

Area |Unu|a=l-n- -
2 4 2

4 4 2 2

Ambas areas son iguales.

Cort6 la cadena en 4 trozos de 1, 2, 4 y 8 cm cada uno.

El primer dia le dio 1 cm.
El segundo dia le dio el trozo de 2 cm y le devolvio la patrona el de 1 cm.
El tercer dia le dio el trozo de 1 cm, luego la patrona tiene 1 cmy 2 cm.

Asi sucesivamente.

El cuarto dia le dio el trozo de 4 cm y la patrona le devolvié los dos trozos que tenia.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

i

. Se ha pasado una encuesta a los 20 vecinos de una urbanizacién de las afueras de una

. En una muestra de 100 familias se han estudiado las variables estadisticas X, numero de miem-

Estudia si existe o no correlacion entre las siguientes variables estadisticas e indica su tipo en caso de que exista.

a) Estatura de un estudiante y calificacion que este obtiene en Lengua.

b} Visién espacial de un estudiante y calificacién que este obtiene en Dibujo Técnico.
¢) Nurrero de vehiculos en las carreteras y numero de accidentes.

d) Peso de un alurnno y calificacién en Educacién Fisica.

e) Gastos en publicidad de una empresa y ventas efectuadas por la rmisma.

f) Narrero de plazas hospitalarias e indice de mortalidad de un pals.

gran ciudad obteniéndose los siguientes resultados en los que el prirmer nimero se re-
fiere al nimero de viajes realizados por los padres y el segundo al ntmero de viajes rea-
lizados por sus hijos.

@, 1) 3.4 (2,5 (1,6) (3,2) (2,6) (2,6) (4 2)
(1,7)(1,6) (4, 1) (1,7) (2,4) (2,6) 3,3) (4,2)
(4,1) (4,2) (1,6) (2,5

a) Construye la tabla de doble entrada correspondiente.

b) Representa graficamente los datos de esta tabla y a la vista de la grafica estudia si
existe correlacion entre las variables y el tipo de la rrisma.

B 182
9]0
14| 7
16| 9
20|12

bros en edad laboral, e ¥, ntmero de ellos que se encuentran en activo. Los resultados obteni-
dos pueden verse en la tabla adjunta.

a) Construye la tabla bidimensional simple correspondiente.

b) Obtén las distribuciones marginales de X e Y.

Sofw | =
0 wum| ol o | w

) Calcula la media y la derivacién tipica de las distribuciones rmarginales.

. Se ha solicitado a un grupo de 50 individuos informacion sobre el nimero de horas que dedica diariamente a dormir y a

ver la television. La clasificacion de las respuestas ha permitido elaborar la siguiente tabla:

N® horas dormidas X 6 & 8 9 10
N® horas televisian ¥ 3 2 1
Frecuencias absolutas 3 16 20 10 1

a) Realiza el diagrama de dispersion correspondiente.
b) Calcula la media y la desviacion tipica de cada una de las variables.
) Halla el porcentaje de individuos que ven la television por encima de la media.

d) Calcula el coeficiente de correlacion lineal.
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SOLUCIONES

1. En cada caso:

a) No es probable que exista correlacion.

b) Es probable que haya correlacion positiva y fuerte.
c) Es probable que haya correlacion positiva y fuerte.
d) No es probable que exista correlacion.

e) Es probable que haya correlacion positiva.

f) Es probable que haya correlacién positiva y fuerte.
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2. La solucion queda:

a) Latabla de doble entrada es:

y X
viajes / viajes 1 2 3 4
hijos padres
1 — — -
2 — — 1
3 — — 1 —
4 — 1 1 —
5 — 2 — —
6 3 3 — —
7 — — —
b) El diagrama de dispersion es:
b Viajes hijos
71 oe
61 l.l ...
51 L X ]
4+ [ ] [ ]
3t [
21 » ...
1t ...
i 2 3 4 Uiaj;as padn:s

Las variables presentan una correlacion fuerte y negativa.

225



3. La solucién queda:

dRNI[1]2]3 b) x, | f, v | f ¢)x=301 o,=0098
1]19]0]0]9 1 L |59 5-154 o,=071
21417 0(21 2|21 2 |28
311619530 3 130 3|13
4 [20|12] 8 (40 4 140
59(28]13
4. La solucién queda:
a); b) Para ambas variables queda:
sass 228% - 90 .
3 T x=¥=7,8 horas dormidas y o,=0,89
2 — 141 .
y=E=2,82 horas dormidas y o,=0,71
1 *
¥] 1 2 4 B B8 7 82 9 10
c) El porcentaje de individuos por encima de la media es: %z&?& es decir, el 78%.
- Oy . . 1078
d) Parael célculode r= , calculamos la covarianza: ¢, =——-7,8-2,82=-0,436.
o, 'O,
. 0,436 . .
Asi r= =-0,69. La correlacion no es muy fuerte y es negativa.
0,89-0,71
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M 5. En cinco estudios estadisticos se han obtenido los siguientes coeficientes de correlacion lineal:
r=-0,98 r=0.93 r=0,05 =071 r=-0,62
Identifica, justificando la respuesta, la nube de puntos correspondiente a cada uno de ellos:

a A b) 4 ) A d A e) A

M 6. La estadistica de ingresos de determinadas ermpresas, en millones de euros, y de empleados, en miles, es la siguiente:

Ingresos 5.7 3,8 1,9 1 1
Ernpleados 16 29 17 6 9

a) Estudia la correlacion existente entre ambas variables.
b) Determina la recta de regresion de ingresos en funcién del nimero de empleados.

B M 7. Una compafiia discografica ha recopilado la siguiente informacion sobre el nimero de
conciertos ofrecidos, durante el verano, por 15 grupos musicales y las ventas de discos de
estos grupos (expresadas en miles de CD), obteniendo los datos siguientes:

Conciertos— P | 1030 30-40 40-80
1-5 3 0 0
5-10 1 4 1
10-20 0 | 5

a) Calcula el nimero medio de CD vendidos por estos grupos.

b) ¢Cémo es el grado de dependencia lineal del ntrrero de conciertos dado por el grupo
con respecto al nimero de discos que ha vendido?

c) Obtén la recta de regresién que explica la dependencia anterior.
d) Si un grupo musical ha vendido 18 000 CD, ;qué numero de conciertos es previsible que dé?

M 8. En la tabla figuran los datos correspondientes a una variable estadistica bidimensional.

y>X|100 | 50 | 25
14 | 1 1 0
18 | 2 3 0
22 | 0 1 2

a) Calecula |la covarianza.

b) Obtén e interpreta el coeficiente de correlacion lineal.

c) Determina la ecuacion de la recta de regresion de ¥ sobre X,

M 9. La siguiente tabla muestra los valores observados de dos variables X e Y en cinco in-
dividuos:

a) Halla a para que el coeficiente de correlacion sea nulo.
b) Suponiendo que a =4, halla a recta de regresién de Y sobre X y estima el
valor de Y cuando X tome el valor 2.

X | = a 2
=2 (=202 1 0
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SOLUCIONES

5. La correspondencia de cada grafico con su coeficiente de correlacion es:

a) r=0,05 c)r=-0,98 e)r=-0,62
b) r=0,71 d) r=0,93

6. La solucion queda:

Los parametros estadisticos son: x=2,68;y=15,4; 5, =198; c,=7,96; o, =8,47.

8,47

——=0,54.
198-7,96

a) Lacorrelaciénes r =

b)La recta de regresion es: y —-15,4 =%(x —-2,68).

7. Llamamos x al nimero de CDs vendidos e y al nUmero de conciertos. Los datos en una tabla
simple son:

x|3 8 8 8 15 16
20 20 35 60 35 60
31 4 1 1 5 ..-=15

Los parametros estadisticos son: X=9,6: 3_/:41; c,=4,71; c,=16,55; o, =63,4.

a) El nimero medio de CDs vendidos es x=9,6.

b) El coeficiente de correlacion es r =&=0,814. La dependencia lineal es moderada.
4,71-16,55
L 63,4
c) La recta de regresion es: y —41=————(x—-9,6).
22,18

d) Si x=18 = y=65,01 conciertos.
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8. Los valores de la variable simple son:

x 100 100 50 50 50 25
vi14 18 14 18 22 22
fil 1 2 1 3 1 2

a) Los parametros estadisticos son: x=60; y =18,4; 6, =27,83; c,=2,83; o, =—4,4.
b) El coeficiente de correlacion es:r =—0,56. La correlacion es negativa y débil.

—44

c) Larecta de regresion de Y sobre X es: y -18,4=
774,51

(x-60).

9. La solucioén queda:

a) El coeficiente de correlacion lineal es nulo si la covarianza es nula.
Por tanto:

3+523_(_o’4).5%a=0 = La solucién es: a=—2,083.

b) Los parametros de las variables son: x=18;y=-0,4; 6,=172; c,=185; o, =2,92.
2,92
72)’

Si x=-2, el valor estimado de y es: y=0,99(-2)-2,18=—4,16

La recta de regresién de Y sobre X es: y+0,4= (x-1,8) = y=0,99x-2,18
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ACTIVIDADES FINALES

M 10.

12

M 13

o 14

De dos variables X e Y se sabe que la desviacion tipica de X es /3, la media y la desviacion tipicade Y valen 1y 2,
respectivamente, y la ecuacién de la recta de regresion de Y sobre X es 2x + 3y = 6. Hallar:

a) La media de X.
b) La covarianzade X e Y.
c) El coeficiente de correlacién.

d) La recta de regresién de X e Y.

. La siguiente tabla ruestra las notas que 5 amigos de prirmer curso de Bachillerato obtuvieron en la primera y segunda

evaluacion en la asignatura de Inglés:

12 Evaluacion (X) 5 6,5 8 4 3
22 Evaluacién (Y) 4,5 7 7.5 5 3.5

a) Calcula el coeficiente de correlacién lineal, interpretando el resultado.

b) Determina las rectas de regresion de Y sobre X y de X sobre Y.

¢) Halla el punte donde se cortan las dos rectas de regresion.

En las hibliotecas de seis ciudades se han analizado la afluencia de lectores X

{expresada en miles de personas) y el ndmero de libros prestados (Y), obte-
niéndose los siguientes datos:

0.5 1 153 1.7 2 2,5
4 180 | 240 | 250 | 300 | 340 | 400

a) ;Cual es el numero rredio de libros prestados en el conjunto de bibliotecas?

b) Ajusta estos datos a una recta en la que obtener el nimero de libros prestados
a partir del nimero de lectores que van a la biblioteca.

) Siacudiesen 1500 lectores a una biblioteca, ;cuantos libros se prestarfan?

La recta de regresién del gasto anual en alimentas Y (en euros) por familia, en funcién de los in-
gresos anuales X (en euros), viene dada por y =600 + 1,5x.

a) ¢Cudl es el gasto en alirmentos en familias con ingresos anuales de diez mil euros?

b} Sabiendo que el ingreso medio es de doce mil euros, halla el gasto medio anual en alimentos.

La estatura media de una muestra de padres es de 1,68 m con una desviacion tipica de 5 cm. En una muestra de sus
hijos, la estatura media es de 1,70 m con una desviacion tipica de 7,5. El coeficiente de correlacidn entre las estaturas
de padres e hijos es 0,7. Si un padre mide 1,80 m, ;qué estatura se estima gue tendra su hijo?

. Las rectas de regresion para una muestra de las variables x e y son:

y=052x+217 , x=0,85+40097

Determina las medias muestrales X, y v el coeficiente de correlacion lineal de Pearson.
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SOLUCIONES

10.

11.

12.

13.

La solucién queda:

a) Larecta de regresion 2x+3y =6 pasa por el punto x,y), por tanto:
2x+3-1=6 = 2x=3 = i:%

ny

2
X

b) El coeficiente de regresion

vale para la recta 2x+3y =6, por tanto:

(¢)
= =—E; al ser . =+/3, obtenemos 5, =—2
GX 3 X Xy
- . o, -2
c) El coeficiente de correlacion es: r = Yy —__— —_0,58
G, O, \/§ 2
d) La recta de regresion de X sobre Y es: x—l5=;—§(y -1) = x=-0,5y+2

La solucién queda:

a) Los parametros estadisticos son: x=5,3; y =5,5; 5, =178; c,=152; o, =2,55.

El coeficiente de correlaciéon es:r=0,94 . La correlacién es positiva y muy fuerte.

b) La recta de regresion de Y sobre X es: y —5,5=f’75852 (x-5,3) = y=0,8x+123.
L, 2,55
La recta de regresion de X sobre Y es: y —5,3:11522 (x=5,5) = x=11y -0,77.

c) Las rectas de regresion se cortan en el punto &,9), es decir, en (5,3;5,5).

La solucién queda:

a) El numero medio de libros prestados es §=285.

46,67
0,66°
c) Si x=15 se prestarian, aproximadamente: y=107,14-1,5+124,3=285libros.

b) La recta de regresion de Y sobre X es: y —285= (x-15) = y=107,14x+124,3

La solucién queda:

a) Si x=10000 euros, el gasto anual en alimentacion sera: y=600+15 -10000=15600 euros.

b) Como la recta de regresion pasa por el punto (Zy), al ser, x=12000, obtenemos como
gasto medio anual n alimentos: §=GOO+J,5 12000=18600 euros.
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14. Al ser el coeficiente de correlacion r =0,7 ; obtenemos:

GX cSX
r=—2>— = 0,7=—%
o, -0 5.7,5

= o, =26,25

La recta de regresion de Y (estatura de los hijos) sobre X (estatura de los padres) es:

26,25
52
Si un padre mide 180 cm, se estima que su hijo tendra: y=1,05-180-6,4=182,6 cm.

y—-170= (x-168) = y=105x-6,4

NOTA: Todos los datos se han convertido a centimetros.

15. La solucion queda:
En punto de corte de las rectas es (106,48;77,07) por tanto x=106,48 e §=77,07.

Ademas como r?’=m-m'=0,52-0,85 = r=0,665 es el valor del coeficiente de correlaciéon de
Pearson.
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Unidad 15 — Distribuciones discretas.
Distribucion binomial

PAGINA 325

cuestiones iniciales

1. Enlas familias formadas por cuatro hijos la probabilidad de que es-
tos sean dos varones y dos hembras es:

a) 1/4 b) 1/2 C) 3/8 d) No puede saberse

2. Una empresa fabrica chips para ordenadores personales. Tras varios
controles de calidad descubre que el 5% de los que fabrica son de-
fectuosos. Elegidos 5 chips al azar, ;cudl es la probabilidad de que
haya 4 defectuosos?

3. Un arquero tiene una probabilidad de 5/6 de hacer blanco. Si rea-
liza cuatro disparos, calcula:
a) La probabilidad de hacer dos blancos.

b) La probabilidad de hacer dos o mas blancos.

4. Una fabrica de galletas empaqgueta estas en cajas de cien unidades
cada una. Para probar |a eficacia de la produccién, se han analiza-
do 80 cajas, comprobando las galletas defectuosas gue contiene
cada una y se han obtenido los resultados de |a tabla:

N° de galletas defectucsas| 0 | 1 | 2 | 3 | 4 |5 | 6
MNarmero de cajas 40 1 15(10| 9 | 3 | 2 | 1

Calcula, para esta distribucion, la media aritmética (u), la des-
viacién tipica (g) y el numero de cajas que estan en los intervalos
(-0 u+0),(u-20 u+20), (u-30, u+30).

SOLUCIONES

N _ 4\ (1Y (1Y 3
1. Laprobabilidades: P(2V y 2M)= 213138

4
2. Queda: P(x:4):(2j-[%} (%}: 0,0000297

3. En cada caso:

551 1(4
a) P(2B)=>.2.=.=. —0,1157
) ()6666(2j
5511(4) 555 1(4) (5)
b) P(=2B)=P(2B)+P(3B)+P(4B)=———-—- F——— +—| =0,98
) P(22B)=P(2B)+P(38) ()6666@6666(3]@
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4. Sabemos que: n=1125; o=1452.
En (u—o,u+0)=(-0,327;2,577) hay 65 cajas defectuosas, es decir, el 81,25%.

En (u—20,u+20)=(-1779;4,029) hay 77 cajas defectuosas, es decir, el 96,25%.
En (u—3o0,u+30)=(-3,2315,481) hay 79 cajas defectuosas, es decir, el 98,75%.
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B Usando la sirmetria o los casos limites, intentar resolver los siguientes problemas:
1. El bizcocho. La figura representa la forma de un bizcocho especial. En |a etiqueta figura
gue el volurren es:
V=m-h-(R*+r)
(Es cierto?
2. Numeros felices. El nirmero 44 es un numero feliz, pues:
44 = A+ 47=32 = 3F+2°=13 = 17+32=10 = 1?+0%=1

Investiga sobre los nurmeros felices.

3. Cambio de vagones. La figura muestra unas vias de tren, en
las cuales hay dos vagones W, y W,, una locomotora L, si-
tuada en una via muerta, y un tanel, por el cual solo puede
pasar la locomotora. La locomotora puede enganchar los
vagones por delante y por detrés, e incluso puede arrastrar los
dos vagones a la vez. El problema consiste en cambiar la posi-
cion de los dos vagones, dejando la locomotora en una de las
dos vias muertas. Puedes simular este problema utilizando tres
monedas diferentes.

4. Doble frontén. Un pelotari se encuentra en P y golpea la pelota. Esta debe llegar al pelotari /\ 7Q
que se encuentraen Q después de pegar en ambos frontones. Construye la trayectoria que debe  p 4
seqguir la pelota.

SOLUCIONES

1. Veamos los dos casos limite:

1 r=0 = V=n-h-R?=volumen del cilindro.
2% r=R = V=n-h-(R*+R?*)=2-n-R?-h, perosi r =R el volumen es cero.

Luego la formula es falsa.
2. La solucion queda:

NUmeros felices de 2 cifras:

10 = 1+0°=1 13=21+3°=10 = 1°+0°=1
23 = 2°+3=13 = 1 +3°=10 = 1’+0°=1 31= 3+ =10 = 1°+0°=1
32 = 3F+2°=13 =1 +3°=10 = 1°+0%°=1

44 = 4 +4°=32=3*+2°=13 = 1 +3°=10 = 1°+0°=1
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NUmeros felices de 3 cifras:

100 = 12+0°+0%=1 130 = 1°+3%2+0°=10 = 1°+0°=1
103 = 1°+0%+3%=10 = 1*+0°=1

Igualmente: 310; 301; 230; 203; 320; 302; 440; 404.
Numeros felices de 4 cifras:
Igual que los que hemos estado formando hasta ahora mas otros como 1 339.

Asi sucesivamente podemos seguir con los demas.

3. Después de varios intentos vemos que la situacién final, para lograr el objetivo buscado, que
debe quedar en la via muerta superior es: W; W, L.

Llamamos A al lugar en que inicialmente esta el vagon W, y B al lugar donde estd inicialmente
el vagon W,.
Los pasos a seguir son:

1.°L coge W, y lo lleva a la via muerta de abajo.
2.° L da la vuelta al circuito pasando por el tinel y empuja a W, hasta el punto A.
3.°L coge W, y lo lleva junto a W5,

4° L da la vuelta al circuito y empuja a ambos vagones a la via muerta de arriba,
guedando la situacion que buscdbamos, W; W, L.

5.° L remolca a W, hasta el punto A.
6.° L da la vuelta al circuito y engancha a W; llevandolo a la posicion B.
7.° L vuelve a la via muerta de arriba y los vagones han cambiado de posicion.

4. La solucién queda:

Este problema es una doble simetria.

Construimos P’, simétrico de P respecto a la
banda (1), y Q' simétrico de Q respecto a la
banda (2).

Unimos P’y Q' y llamamos Ay B a los puntos
en que la recta P’'Q’ corta a las bandas.

o La trayectoria pedida es PABQ.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.

. Extraermnos una carta de una baraja espanola de 52 cartas. Sean los sucesos:

Lanzarnos dos dados al aire y anotarnos los nimeros de sus caras superiores. Hallar:

a) El espacio muestral.

b) El suceso «la suma de los nimeros obtenidos es 7».

c) El suceso «ambos nirmeros son iguales».

d) El suceso «el producto de los nurmeros es mayor o igual que 20».

e) La probabilidad de cada uno de los sucesos anteriores.

A = {sacar copas} B ={sacaras} C={sacar figura}

a) Determina los sucesos siguientes:
ANB; ANBMNC;, ANC;, BUC

b) Calcula las probabilidades asociadas a los sucesos anteriores.

. Una moneda esta trucada de forma que la probabilidad de obtener cara es doble de |a de obtener cruz. Halla cada una

de estas probabilidades. B

. Lanzarnos tres monedas al aire, calcula la probabilidad de que:

a) Salgan tres caras. b) Salgan al menos dos cruces.

) Salga corno maximo una cara. d) No salga ninguna cara.

. Una urna tiene 10 fichas blancas, 8 azules y 7 verdes.

¢ Sacamos una ficha, halla la probabilidad de que:

a) Salga ficha azul b) Salga ficha blanca o verde c) No salga ficha verde.
¢ Sacamos dos fichas, una detras de otra y sin reemplazar la prirrera, halla la probabilidad de que:

a) Salgan dos fichas verdes. b) Salga la primera azul y la segunda blanca.

¢) Salga una azul y una blanca. d) Salgan dos fichas iguales.

Haz el apartado anterior pero reemplazando la ficha.

. A una parada de bus llegan dos autobuses uno rojo y el otro verde. La probabilidad de coger el rojo es 0,6 y el verde del

0,4. El bus rojo llega puntual a su destino el 80% de las veces y el verde el 90%. Un dia que llegarmos a la parada nos
preguntamaos:

a) ¢Cual es |a probabilidad de coger el bus rojo y no llegar puntual al destino?

b) ¢Cual es la probabilidad de llegar puntual al destino?

. Una urna contiene 5 bolas rojas y 8 verdes. Se saca una bola y en su lugar se pone una del otro color. A continuacién se

saca otra bola. Hallar la probabilidad de que la segunda bola sea verde.
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SOLUCIONES

1. Los apartados quedan:

a) E={(12),(12),(13),(14),(15),(16)... (6,5),(6,6), |
El espacio muestral tiene 36 elementos.
b) A="suma depuntoses 7" ={(16),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
c) B="nimerosiguales”= {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
d) C="producto>20"= {(4, 5),(4,6),(5,4),(5,5),(5,6),(6,4),(6,6),(6,5),(6, 6)}

e) P(E)=1 P(A)=%=%; P(B):%; p(c)::;szs

2. La solucion queda:

a) En cada caso es:
AnB=sacar as de copas.

AnBnC=sacar as de copas.

KmC={as de oros, as de espadas, as de bastos, sota de oros, sota de espadas, sota de

bastos, caballo de oros, caballo de espadas, caballo de bastos, rey de oros, rey de
espadas, rey de bastos}

B UC = sacar as o sacar figura.

b) Las probabilidades en cada uno de los casos es:

P(AmB):i P(AmBmC):i F>(ch:)=£=i F>(|3uc>=i
52 52 52 13 13

3. Llamando c a cara y x a cruz obtenemos:

P(c)+P(x):l} -

2 1
P (c)=2P (x) Pl)=3 v PX=3

4. El espacio muestral consta de 8 elementos.

a)P (3¢aras)=l c)P (maximo 1cara):f=1
8 8 2

4 1 , 1

b)P (almenos 2 caras)=—== d)P (ninguna cara)==

8 2 8
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5. En cada uno de los casos:

8

- a)P (azul)=—

)P (azul) e
b)P (blanca o verde):ﬂ
25

18
c)P (noverde)=—
)P ( ) e

«Sinreemplazamiento.

a)P (2 verdes):l-£=0,07
25 24
b)P (12 azul y 22 blanca):i-ﬂzo,m
25 24
8 10

c)P (unaazul y unablanca)=—-—-2=0,27
5 24

d)P (dos |guales)— ————————— =0,31
25 24 25 24 25 24

«Conreemplazamiento.
a)P (2verdes) L. 0,0784
25 25

b)P (12 azuly 22 blanca)_i E=0 128
25 25
8 10
c)P (unaazuly unablanca)=—-—-2=0,256
25 25

d)P(dosiguaIes)—E-E 8.8 l-l—0,3408
25 25 25 25 25 25

6. La solucion queda:

a) P=0,6-0,2=0,12
b)P=0,6-0,8+0,4-0,9=0,84

7. La solucion queda:

P (2°V)=P (1°V)-P (2°V)+P (I°R)-P (2°V ) =——+—— =0,5976
(2°V)=P (V)P (2°V)+P (I’R)-P (2°V) =122+ 212
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PAGINA 343

B 8. Enuna determinada ciudad el 40% de la poblacién son mujeres. La mitad de los hombres llevan gafas y las 3/5 partes
de las mujeres no llevan gafas.

a) Halla la probabilidad de elegir un hombre sin gafas.

b) Sabiendo que herros elegido una persona con gafas. Halla la probabilidad de que sea mujer.

B 9. En una escuela bilingiie hay una clase con 28 alumnos. En esta clase 17 hablan espanol corno prirmera lengua y 10 de
estos 17 son mejicanos. Los otros alumnos de la clase hablan inglés como primera lengua y 5 de ellos son mejicanos.

a) Se elige un alumno al azar ¢cuél es la probabilidad de que hable inglés como primera lengua?

b) Se elige un alumno al azar y es mejicano. ¢ Cual es |2 probabilidad de que hable inglés como primera lengua?

B 10. En familias de tres hijos en las que el hijo mayor es varon, jcual es la probabilidad de que los otros dos hijos sean de
distinto sexo?

M 11. A un congreso asisten el mismo numero de hombres que de rmujeres. El 60% de los hombres llevan lentillas y el 30%
de las mujeres no llevan lentillas. Si se elige al azar una persona que asiste al congreso ¢cual es la probabilidad de que
no lleve lentillas? Si se ha elegido una mujer ;cual es |a probabilidad de que lleve lentillas? Si hemos elegido una per-
sona que no lleva lentillas ;cual es la probabilidad de que sea hormbre?

M 12. De los 150 estudiantes de un curso 30 son rubios y el resto morenos. Hay
40 estudiantes gue tienen los ojos azules de los cuales 15 son morenos.
Elegido un estudiante al azar ;qué probabilidades tiene de ser morena sin
ojos azules? (Y de ser rubio con ojos azules? Elegido un estudiante rubio
¢cudl es la probabilidad de que tenga los ojos azules?

M 13. En una ciudad en la que hay doble ntrrero de adultos que de nifios se de-
clara una epiderria virica. El 6% de los adultos y el 11% de los nifios estan
enferrnos.

a) Se elige al azar un individuo, hallar la probabilidad de que sea un adulto y no esté enfermo.

b) Se elige una persona al azar y esta enferma ¢ cudl es la probabilidad de que sea un nifio?

M 14. En un monedero de piel hay 4 monedas de niguel y 5 de cobre, en otro monedero de tela hay 8 monedas de niquel y 3
de cobre.

a) Elegimos un monedero al azar y sacamos una moneda. ;Cudl es |a probabilidad de sacar moneda de cobre?

b) Tiramos un dado al aire. Si sale 2 6 6 sacarmos moneda del monedero de tela y en caso contrario del otro. Hallar la
probabilidad de sacar una moneda de niquel.
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SOLUCIONES

8. Con los datos del problema hacemos una tabla de contingencia y obtenemos:

Mujeres | Hombres | Total
Gafas 16 30 46
No gafas 24 30 54
Total 40 60 100
9. En cada caso queda:
11 1
—_= I =
a)P()="2 b)P(A/Ie) 5
10. La solucién es:
P (V y r%) 2320,5
4
11. La tabla y las probabilidades son:
Hombre Mujer Total
Lentillas 60 70 130
No lentillas 40 30 70
Total 100 100 200
12. La tabla y las probabilidades son:
Rubio Moreno | Total
Ojos azules 25 15 40
No ojos azules 5 105 110
Total 30 120 150

a) P(hombre sin gafas)=£=0,3
100

mujer _16
) P( AafaS)_46_o’35

P(no IentiIIas)=£:0,35
200

70
mujer):mzo’7

P (hombr%o Ientillas):;‘r_(c))zo’57

p(lentillas

P (moreno sin ojos azules)zm—5=0,7
150

P (rubio con ojos azules):£:0,16
150

ojos azuley _25
P( rubio)_go_o’g3
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13. Queda:

Adulto Nifio | Total

Enfermo 12 11 23
No enfermo 188 89 277
Total 200 100 300

14. La solucion queda:

a) P(adultoy no enfermo)zﬁzo, 63
300

b) P(al azar enferma, sea nifio) :%:o, 48
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PAGINA 344

ACTIVIDADES FINALES

M 15.

M 16.

W17

M 18.

M 19.

H 20.

W23

M 24

En el lanzamiento de dos dados consideramos la variable aleatoria que
asocia a cada resultado el mayor de los nimeros obtenidos.

a) Halla la funcién de probabilidad asociada a dicha variable aleatoria.
b) Realiza el gréfico correspondiente.

¢) Calcula la media o valor esperado y la desviacion tipica.

Responde a las cuestiones propuestas en la actividad anterior si ahora se
considera la variable aleatoria diferencia de puntos de los dos dados, en
valor absoluto.

Describe la funcién de probabilidad asociada a la variable aleatoria nirmero de cruces en el lanzarniento de cuatro rmo-
nedas. Halla el valor esperado y la desviacién tipica.

Una urna tiene 10 bolas negras y 6 bolas blancas. Sacamos tres bolas sucesivamente y consideramos la variable alea-
toria «narmero de bolas blancas extraidas» . Halla:

a) La funcion de probabilidad asociada a dicha variable.
b) La probabilidad de extraer dos o mas bolas blancas.
¢) La probabilidad de extraer como méaximo dos bolas blancas.

d) La esperanza maternatica y la desviacion tipica.

Tomarros al azar una ficha del dominé y considerarnos la variable aleato-
ria que describa la suma de puntos de la ficha. Calcula la funcién de pro-
babilidad, su esperanza matematica y su desviacion tipica.

En la siguiente distribucién de probabilidad halla x e y sabiendo que la
esperanza materndtica es 1,1.

X 0 1 2
P, 0,2 X ¥

Halla la desviacion tipica de esta variable aleatoria.

. La funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta X es:

0 1 2 3 4 5 Halla a, b, c sabiendo que la mediaes 2,45 y
P |oon | a | b | ¢ [01 [oog]| PR=EX=3)=06

. ¢Cuél es la esperanza matematica de ganar de un jugador que lanza dos dados de quinielas y recibe 90 euros si salen

dos doses; 45 euros si sale un dos y paga 81 euros si no sale dos?

Un juego cansiste en lanzar dos dados al aire y apostar 1 € llevandose 5 euros si se saca una pareja (en ammbos los
misrmo) ¢es justo el juego?

En una caseta de feria hay una diana con 20 numeros y el feriante dice «a jugar que siempre se gana». Pagando 1 €

se lanza un dardo a la diana. Si se acierta en el nimero 1 se ganan 7 €, si es en el 2, 3 0 4 ganan 3 euros y en caso
contrario ganan 0,25 euros. ;Dice la verdad el feriante?
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SOLUCIONES

15. La solucién queda:

a) La funcion de probabilidad es:

Mayor n° |1 2 3 4 5 6
Probabilidad | ~ = =2 [ 9 11
36 36 36 36 36 36
b) El grafico queda:
Pix)
n
38
3;‘6
£
38
i
36 '|_| »
c) Los valores son:
H=1'i+2-i+3-£+4~l+5-i+6-£:4,47

36 36 36 36 36 36

cs:\/lz-%+22 -%+3z-%+42-%+52-%+62-%—4,472 =141

243



16. La solucién queda:
a) La funcion de probabilidad es:

0 1 2 3 4 5
6 10 8 6 4 2
36 36 36 36 36 36

Mayor n° |

Probabilidad

b) El grafico queda de forma anéloga al ejercicio anterior.
¢) Los valores son:

p:0-£+1-£+2-i+3-£+4-i+5-£:194
36 36 36 36 36 36

cz\/Oz-%nle-%wLZZ -%+32-3—Z+42-%+52 -%—:L942 =144

17. Queda:

La funcién de probabilidad es:
N°cruces| 0O 1 2 3 4
px) | L 4 6 4 1
16 16 16 16 16

Y los valores de media y desviacion tipica:

pzo-i+1.i+2-£+3-i+4.i=2
16 16 16 16 16

cs:\/02‘i+12-i+22-£+32-i+42'i—22 =1
16 16 16 16 16
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18. Consideramos que reemplazamos las bolas:
a) La funcion de probabilidad es:
N° bolas blancas | 0 1 2 3

125 225 135 27
512 512 512 512

Probabilidad

b) P(X>2)=2, 27 537
512 ' 512

27
c) P(X<2)=1-P(X>2)=1-——=0,95
) P( ) ( ) =
d) La esperanza matematica y la desviacion tipica son: u=1125; ¢=0,84.

19. La funcion de probabilidad es:

Sumapuntos(X)

Probabilidad P,

Sumapuntos(X)

Probabilidad P,

N N
N N

Sus valores de media y desviacion tipica: p=6; c=3.
20. Se debe cumplir:

x+y=0,8 x=0,5 .
y } = = Ladesviaciontipicaes: ¢=0,7

0-0,2+1-x+2-y=11 y=0,3

21. La solucion es la del siguiente sistema de ecuaciones:

a+b+c=0,8 a=0,2
a+2b+3c=16; = b=0,4
b+c=0,6 c=0,2

22. La solucion queda:

N°Doses ‘ 0 12 Esperanza: 90-£+45-£—81-£:—6 euros
o4 41 9 9 9
Probabilidad 99 9 La esperanza del jugador es de —6 euros.
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23. No es justo pues: 4-1—1-§=—£=—1.
36 36 36 6

La esperanza del jugador es negativa, por tanto no es justo.

24. El juego es justo pues la esperanza es:

1 3 16
7-1)—+(3-1)—+(0,25-1)- =~ =0
(7=0) 25 7B D 5 )50
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PAGINA 345

M 25. Una empresa de estadistica te ofrece dos tipos de contratos para un trabajo de encuestador. Después de hacer un mi-
nucioso estudio de ambaos concluyes que:

¢ Contrato 1: Tienes una probabilidad de 0,9 de ganar 100 euros diarios y 0,1 de perder 50 euros diarios por gastos.

* Confrato 2: Tienes una probabilidad de 0,7 de ganar al dia 150 euros y una
probabilidad de 0,3 de gastar 100 euros diarios en gastos de desplazamiento.

M 26. Unatémbola con el norribre «El cliente siemnpre gana» te ofrece un juego que |
consiste en lanzar 2 veces seguidas un dado tetraédrico y surnar los numeros
obtenidos en las caras de la base. Si obtienes suma mayor que 5 el duefio te
da 6 euros y si la suma es menor que 5 ti le das al de la témbola 4 euros.
¢ Te parece justo el juego? (Un juego es justo si la ganancia o pérdida espe-
rada es cero).

¢Qué contrato de parece mas conveniente aceptar?

W 27. Trafico ha observado que el 60% de los accidentes en fin de semana se producen por conductores que han sobrepa-
sado el nivel de alcohol en sangre permitido. En un fin de semana se produjeron 4 accidentes de trafico. Encuentra la
distribucion de probabilidad asociada a |a variable aleatoria X «ntrrero de conductores que han sobrepasado el nivel
de alcohol». Halla P(X < 3), la media y la desviacion tipica.

B M 28. Una variable aleatoria X sigue la ley binomial de tipo B (5; 0,3). Determina:
a) Su funcién de probabilidad.
b) La mediay la desviacion tipica.
¢) Las probabilidades:

cl) P(X=2) c2) P(X=3) c3) PX<2) cd) P(X23)

M 29. Se tiene una moneda trucada, de modo que la probabilidad de sacar cara es cuatro veces la de sacar cruz. Se lanza seis
veces la moneda. Calcula las siguientes probahilidades:

a) Obtener dos veces cruz. b) Obtener, a lo sumo, dos veces cruz.

M 30. El 4% de los disquetes que fabrica una empresa son defectuosos. Los disquetes se distribuyen en cajas de 10 unida-
des. Hallar la probabilidad de que una caja tenga corno minimo 8 discos sin fallo.

Il 31. La probabilidad de que un estudiante de un determinado centro de ensenanza obtenga el titulo de bachillerato es de
0,7. Calcula |a probabilidad de que de un grupo de diez estudiantes matriculados en ese centro:

a) Los diez finalicen el bachillerato.

b) Al rmenos dos acaben el bachillerato.

M 32. La probabilidad de que un alurmno/a de Primero de Bachillerato estudie
Matematicas | es de 0,4. Calcula la probabilidad de que en un grupo de
20 alumnos/as elegidos al azar haya exactamente 7 que no estudien
Matemnadticas |.
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SOLUCIONES

25. La solucion queda:

« Contrato 1: Esperanza =100-0,9-50-0,1=85 euros diarios.
« Contrato 2: Esperanza =150-0,7-100-0,3=75 euros diarios.

Parece mas conveniente el contrato 1.

26. La solucion queda:

Seax=sumamayor que5 = P(x):%; P(?)z% = uzG-%—4-£=—O,25
El juego no es justo, es favorable al duefio de la tbmbola.
27. La solucion queda:
X | 0 1 2 3 4

P(X)|0,0256 0,1536 0,3456 0,3456 0,1296

« Es una distribucién binomial B (4;0,6)
e P(X<3)=1-P(X=4)=0,8704

« La mediay la desviacion tipica son: u=n-p=4-0,6=2,4; o= \/n p-q=+4-0,6-0,4=0,98.
28. La solucion queda:
a) La funcion de probabilidad es:

X| o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
P, | 01681 0,3602  0,3087 01323 0,0284 0,0024

b) La media y la desviacion tipica son: p=n-p=5-0,3=15; c=4/n-p-q =+/5-0,3:0,7 =1,025.
¢) P(X=2)=0,3087

P(X =3)=0,1323

P (X < 2)=P(X =0)+P(X =1)=0,1681+0,3602=0,5283

P (X >3)=P(X =3)+P(X =4) + P(X =5)=0,1631
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29. Es una distribucion binomial B(G;%), con: P (cara):% y P (cruz):%.

a) P(X=4caras)=(2j-[gj (%) —0,2458

b) P(X >4)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=
4 2 5 6
(6Y (4 (1) (6)(4Y 1 (6)(4)._
() (5] 1) 5 (B (5] -oees
30. Es una distribucién binomial B(10;0,96) , con X el suceso salga disco sin fallo.

P (X >8)=P(X =8)+P(X =9)+P(X =10) =
10 10 10
=( 8 j-(o,%)g-(o,o4)z+( ° j-(0,96)9-(0,04)1+(10j-(0,96)m =0,99
31. Es una distribucion binomial B(10;0,7).

10

a) P(X:lO)z(lO

j-(o,7)1°= 0,0282

b) P(X >2)=1-P(X < 2)=1-P(X =0)—P(X =1)=1— (1(;)] (0,3)° - (110) .(0,3)-(0,7)'=0,999
32. Es una distribucion binomial B(20;0,6).

P(X = 7):(270) -(0,6)'-(0,4)" =0,0146
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PAGINA 346

ACTIVIDADES FINALES

M 33. La probabilidad de gue salga cara con una rmoneda trucada es 0,45. Se lanza la moneda siete veces. Calcula la proba-
bilidad de que:

a) Salgan exactamente tres caras. b) Salgan, al menos, tres caras.

¢) Salgan corno rnaximo tres caras.

M 34. En un examen trimestral de cierta asignatura suele aprobar el 70% de los que se presentan. ¢Cudl es la probabilidad
de que aprueben los 8 alumnos que se han presentado un dia determinado? ;Cuél es la probabilidad de que apruebe
solo uno?

M 35. En una asociacién juvenil el 30% de los socios juegan al baloncesto. Se quiere formar un equipo, por lo que se pre-
gunta a 12 socios. ;Cual es la probabilidad de que haya 2 o mas que jueguen a baloncesto? ; Cudntos socios de ese
grupo se espera que lo practiquen?

M 36. En un examen tipo test hay 10 preguntas, con cuatro posibles respuestas a elegir en cada una. Si una persona desco-
noce completarmente la materia y responde al azar:

a) ¢Cudntas respuestas acertara por térrino medio?
b} ¢Cuanto vale la desviacién tipica?
¢) ¢Qué probabilidad tiene de acertar, al menos, cinco preguntas y, por tanto, aprobar?

M 37. Supdn que la probabilidad de que una persona sea mujer es 1/2. Se eligen al azar 100 familias de cinco hijos cada una.
¢En cuantas es de esperar que haya 2 mujeres y 3 hombres?

M 38. La probabilidad de nacimientos de nifios varones en Espafia es de 51,7 %. Halla la probabilidad de que una familia de
6 hijos tenga:

a) Por lo menos, una nifa. b) Por lo menos, un nifo.

M 39. En una estacién de ferrocarril se sabe que la probabilidad de que un tren cual-
quiera llegue a su hora es del 95%. Un determinado dia en el que llegan 20
trenes a la estacion, ¢cual es la probabilidad de que al rmenos 18 lleguen a su
hora? (Y la de que como méximo 1 no llegue a su hora?

M 40. EI 5% de los habitantes de un pais pertenecen al grupo sanguineo ORh™. En
una ciudad acuden un dfa 60 personas a donar sangre. ¢ Cudl es la probabili-
dad de que ninguno sea de ese grupo sanguineo? ;Cuantas personas del
grupo ORh™ cabe esperar que haya entre esos donantes?

M 41. La probabilidad de que un determinado mévil sea defectuoso es del 8%. En una tienda de telefonia en la que hay 1200
moviles, icual es la probabilidad de que haya a lo sumo 3 defectuosos?, ¢ cuantos cabra esperar que sean defectuosos?

M 42. Una persona compra de regalo de reyes para sus hermanos cuatro GPS y sabe que la probabilidad de que los cuatro
salgan bien es 0,4096. ;Cudl es |a probabilidad de que un GPS sea defectuoso?
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SOLUCIONES

33.

34.

35.

36.

Es una distribucién binomial B(7;0,45).

a) P(X = 3):@) .(0,45)’-(0,55)*=0,2918

b) P(X >3)=P(X =3)+P(X =4)+P(X =5)+P(X =6)=1-P(X =0)-P(X =1) -P(X =2) =

=1—(c7)j-(o,55)7— Gj-(o,55)e-(o,45)1 —Gj-(o,ss)s-(o, 45)° =0,6836

€) P(X £3)=P(X =0)+ P(X =1)+P(X =2)+P(X =3) =

_ Gj.(o,55)7+ Gj.(o,55)6.(o, 45)&@).(0, 55)°.(0,45)° +(9.(o,55)4.(0, 45) —0,6083

Es una distribucién binomial B(8;0,7).

8

La probabilidad de que aprueben los 8 alumnos es: P(X = 8):(8

j-(o,7)8= 0,0576 .

La probabilidad de que apruebe sélo uno es: P(X = 1):(;3) - (0,7)1-(0,3)7= 0,0012.
Es una distribuciéon binomial B(12;O,3). Llamamos x al suceso jugar al baloncesto.

P (X >2)=1-P(X =0)—P(X =1)=1—(102j-(o,7)12— (112j.(0,7)11-(o,:2,)l —0,9150

Por otro lado: n=12-0,3=4 socios se espera que practiquen baloncesto.

Es una distribucion binomial B(10;%) .

a) Acertara, por término medio, p=n- p:lO-%:Z,S.
N / 13

b) La desviacion tipicaes: ; c=+n-p-q = lo-z-z =137.

c) La probabilidad pedida es:

P (X 25)=P(X =5)+P(X =6)+P(X =7)+P(X =8) +P(X =9) + P(X =10)= 0,076
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37.

38.

39.

40.

41.

Es una distribuciéon binomial B(S;%).

La probabilidad de que una familia formada por 5 hijos sean dos mujeres y 3 hombres es:

HOCRS

Entre las 100 familias cabe esperar que haya: 100-0,3125=31 familias con 2 hijas y 3 hijos.

Es una distribucion binomial B(6;0,483). Sea x el nimero de nifias.

6

a)P(X>1)=1-P(X = O):l—(o

)-(0,517)2 0,9809

6

b) P(almenosun chico)=1-P(ningln chico)=1-P(X =6)=1- (6

j .(0,483)" =0,9873

Es una distribucion binomial B(20;0,95) . Sea x el nimero de trenes que llegan a su hora:

P (X >18)=P(X =18)+ P(X =19)+P(X =20) =

_ [i‘;’).(o,gs)w.(o,os)2 +ng.(0,95)19.(0,05)1 +(§8).(0,95)ZO _0.9245

P (X 219)=P(X =19)+P(X =20) =(fg)-(o,95)19-(o,05)1+[§8)-(o,95)2° ~0,7358

Es una distribucion binomial B(60;0,05) . Sea x el nimero de personas con grupo ORh":

P(X =0)= [600)(0,95)60 ~0,046

La esperanza es: n=60-0,05=3 personas cabe esperar que haya con ORh".
Es una distribucion binomial B(1200;0,08).
P(X <3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=9,45-10"%

La esperanza es: n=n-p=1200-0,08=96
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42. Es una distribucion binomial B(4;p).

P(X=4)= (j)-(p)4=0,4096 = p=0,8 = Laprobabilidadde que sea defectuoso es0,2.
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Unidad 16 — Distribuciones continuas.

PAGINA 349

Distribucion normal.

cuestiones iniciales

1. Calcula el drea de cada uno de los recintos rayados:

&l

¥ j«*‘? ;f/ = 0;

ﬂ'/; *Z?f?/f"% [z

3 X

2. En una determinada ciudad se ha hecho un estudio sobre la edad de
las personas que asistieron al dltimo espectaculo musical del verano, y

se han obtenido los siguientes resultados:

Edad

[0, 15)

[15, 30)

[30, 45)

[45, 60)

[60, 75)

[75, 90]

N° de asistentes

12

120

310

95

47

16

Calcula la media aritmética y la desviacion tipica de esta distribucién.
iQué % de personas hay en cada uno de los intervalos (u — o, 4 + @),
(u-20, 4 +20), (u-30, 1t +30)?

3. Representa graficamente la funcién siguiente y halla el area del recin-

to lirnitado por la grafica de la funcion, el eje OXy las rectas x =%

y x=3.

SOLUCIONES

fix) =

1

1——x

2
0

si

si

X>2

Dsx<2

1. Las areas quedan:

a)Area=

b) Area:%Jr1

c)Areazl-O,5+2

15-0,75
2

=0,5625 unidades cuadradas.

-2=15 unidades cuadradas.

=1 unidades cuadradas.
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2. Sabemos que: n=39,825; c=14,76.

En (u-o,u+0)=(25,065;54,585) hay 405 personas, es decir, el 67,5%.
En (u—20,u+20)=(10,305;69,345) hay 572 personas, es decir, el 95,3%.
En (u—3o,u+30)=(—4,455;84,105) hay 600 personas, es decir, el 100%.

3. Larepresentacion y el area quedan:

VA El &rea rayada queda:

15-0.75 =0,5625unidades cuadradas.
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PAGINA 363

ACTIVIDADES

W Utilizando esta estrategia de marcha atras, intenta resolver los siguientes problemas.

1. El caracol. Un caracol se encuentra en el fondo de un pozo. Cada dia asciende 30 m, y por la noche se resbala 20 m hacia
abajo. ;Cuanto tiernpo tardara el caracol en salir del pozo? El pozo rmide 300 m de profundidad.

2. Tridangulo de monedas. El triangulo de la figura esta formado por 10 monedas iguales.
¢Cual es el minimo numero de monedas que hay que cambiar de sitio para que el triangulo
guede en posicion invertida?

3. Valor desconocido. Determina el valor de la siguiente expresion:

T+ V1 +WV1T .

4. Pies grandes y sus aves. El indio Pies Grandes sale de su tienda con un montén de granos de maiz y, cuando regresa de
nuevo, no tiene ninguno. Cuando entra en su tienda, su hija Luz de Luna le pregunta qué ha hecho con el maiz. El le dice:
«A cada ave gue me encaontré le di la mitad de los granos que llevaba mas uno. ;Con cudntas aves te encontraste?», le
vuelve a preguntar Luz de Luna. «Me encontré con ocho», responde Pies Grandes. ; Cuantos granos de maiz llevaba Pies
Grandes al principio?

5. Las pesas. ;Cudl es el juego de 4 pesas que es necesario tener para poder pesar en una balanza de dos platos cualquier
cantidad entera desde 1 hasta 40 kg?

SOLUCIONES

1. Como cada dia asciende 30 my resbala 20 m, en realidad asciende 10 m.
Luego al cabo de 27 dias ha ascendido 270 m, y ya el dia 28 asciende a la superficie, pues
asciende 30m = 270+30=300m.

El caracol tarda 28 dias en salir.

2. Lasolucién queda:

Simplemente cambiando tres
monedas, las sefialadas con los
nameros 1- 2- 3, el triangulo se
invierte.

3. Lasolucién queda:

Llamamos X=4/1++/1++/1+... y elevamos al cuadrado x? =1+4/1+/1+/1+...

= X =l+y1+ 1+ 1+... = xX*=1+x = x*-x-1=0
1++/5 1++/5

= | X=
2 2

=® | = n° aureo.
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4. Comenzando el problema desde el final.

Ave 82le da 1+1=2.

Ave 72 (tiene 6) —le da 3+1=4— le quedan 2.

Ave 62 (tiene 14) —le da 7+1=8 — le quedan 6.

Ave 52 (tiene 30) —le da 15+1=16 — le quedan 14.

Ave 42 (tiene 62) —le da 31+1=32 — le quedan 30.

Ave 32 (tiene 126) —le da 63+1=64 — le quedan 62.
Ave 22 (tiene 254) —le da 127 +1=128 — le quedan 126.
Ave 12 (tiene 510) —le da 255+1=256 — le quedan 254.

Al principio tenia 510 gramos de maiz.

5. Las pesas que necesitamos han de ser de: 1, 3, 9y 27 kg.

Asi:

lkg =1

2kg =3-1
3kg =3

4kg =3+1
5kg=9-3-1
6 kg =9-3
7kg =9-3+1
8kg =9-1
9kg =9

10kg =9+1

Y asi sucesivamente.

La suma de los numeros significa que las pesas se colocan en el mismo plato de la balanza, y la
diferencia, que se colocan en platos diferentes.
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PAGINA 366

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

i

m7

Estudia, ayudandote de la representacion gréfica, si las siguientes funciones son funciones de densidad de ciertas varia-
bles aleatorias continuas.

1. 0si x<2yx>65
— si 0<x<4
a) f) =44 b) gx) =1 1 1
—x —— sl 2<€x<6
0 para otros x 8 pil
En caso afirmativo calcula:
P(X<3); PX=1); P(X=205); P(2<X<3)

. En la siguiente funcién, calcula el valor de a para que sea una funcién de densidad para la variable aleatoria X con-

tinua:
asi -2=x=4
flx) =
0 para otros valores de x
. Se ha hecho un estudio sobre una especie vegetal 1 3 3

en tres zonas diferentes A, By C, resultando que se -
ajustan a curvas normales N(5; 3,5), N(5; 1,5) y FARY VAN N
N(7; 1,5), respectivamente. [ [

a) Elige, de entre estas tres gréficas, la adecuada a 0] 5 10 0] 5 10 0] 5 10
cada caso.

b) Haz un breve resurnen, comparando las sermejanzas y las diferencias que hay en la altura que alcanza el vegetal en las
tres zonas estudiadas.

. En una distribucién normal N(0,1), calcula:

a) P(Z<1.,45) ¢ P(Z<-1,45) e) P(-1,35=72<0,25) g) P(-1,45=7<-0,15)

b) P(Z=0,25) d) P(0,35<Z<1,5) f) P(Z=-0,84) h) P(Z2=3,8)

. En una distribucion normal N(0,1), calcula el valor de k&, sabiendo que k = 0, en los siguientes casos:

a) P(Zzk)=0,1075 b) PZ=k)=0,7967 o P(0=Z<k)=0,4236

. En una distribucién normal N(5, 2), calcula:

a) P(X<6) b) P(X=z4,5) o PX=7.2) d) P3=sX<6)

En una distribucién normal N(5, 2), calcula el valor de k, para que se cumplan las siguientes igualdades:

a) P(X=k)=0,8106 b) P(X=k)=0,4801 ) P65-k<X<5+k)=0,5934
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SOLUCIONES

1. En cada caso queda:

a) f(x)>x Vx y ademas el area del recinto rayado vale 1, por tanto es funcién de densidad.

Y P(xg3)=3.1=§ p(x21)23.1=§
4 4 4 4
' 11
) v =fix) P(x=25)=0 P(2gxg3)=1.z—Z
>
-1 O] 1 2 3 4 X

4'0’5=1, por tanto es funcion de

b) g(x)=x Vx y ademas el area del recinto rayado vale

densidad.
¥ 1'; 1
P(x<3)=—>=— P(x=D=1
1 2 16
0.5 v = gix) 1
) , > P(x=2,5)=0 P(2<x<3)=—
ol 1 2z 3 4 5 6 X 16
2. Lagraficay los célculos quedan:
b'e
a
' —
—2 -1 O 1 2 3 4 X

«f(x)ha de ser >0, por tanto a>0.

«Como arearayada=1 = 6_;121 = azé

. . . 1
Por lo tanto f(x) es una funcién de densidad si azg.
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La solucién es:

a) La grafica 1 se corresponde con la distribucién N(7;1,5).
La gréfica 2 se corresponde con la distribucién N(5;15).
La grafica 3 se corresponde con la distribuciéon N(5;3,5).

b) Las plantas més altas corresponden a la distribucién N(7;1,5). En las otras distribuciones, la
media de las alturas coincide, y en N(5;1,5) estdn mas agrupadas, respecto a la media, que
en N(5;3,5).

Manejando la tabla de la distribucién normal, hallamos cada caso:

a)P(Z <1,45)=0,9265

b)P(Z>0,25)=1-P(Z <0,25)=1-0,5987=0,4013

C)P(Z<-145)=1- P(Z<1,45)=1-0,9265=0,0735

d)P(0,35<Z <1,5)=P(Z <1,5)-P(Z<0,35)=0,9332-0,6368 =0, 2964
e)P(-1,35<Z<0,25)=P(Z <0,25)-P(Z <-135)=P(Z <0,25)-[1-P(Z <1,35)]=0,5102
f)P(Z>-0,84)=P(Z <0,84)=0,7995

g)P(-145<Z <-0,15)=P(0,15<Z <1 45)=P(Z <1 45)- P(Z <0,15)=0,3669
h)P(-2,25<Z <2)=P(Z <2)-P(Z<-2,25)=P(Z <2)-[1-P(Z <2,25)]= 0,965

En las tablas vemos que:

a)P(Z>K)=1-P(Z<K)=1-0,1075=0,8925 = K=124.
b)P(Z>K)=0,7967=1-P(Z<K) = K=-0,83.
Cc)P(0<Z<K)=0,4236 = P(Z<K)-P(Z<0)K=0,4236 = K=143.

. Tipificamos la variable X, convirtiéndola en N(0,1) y, posteriormente, consultamos la tabla:

X-5 _6-5
<

a)P(XS6)=P(Z= j:P(ZSO,S):O,6915

b)P(X 24,5)=P(Z = ng > 4’52_5j=P(z2—0,25)=P(230,25)=0,5987

c)P(X sY,Z):P(Z =X ;5 < 7’22_5} P(Z <11)=0,8643

d)PE < X se)zp(3;5 < X;E’ < 6;5j: P(-1<Z<0,5)=0,5328

Tipificamos la variable y consultamos la tabla.

a)k =6,76 b)k =5,1 c)k=166
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PAGINA 367

B 2. Ladireccién de una clinica ha observado que la estancia de los enfermos si-
gue una distribucion normal de media 9 dias y desviacion tipica 3. Calcula
la probabilidad de que la estancia de un enfermo:

a) Sea superior a 8 dias.
b) Sea inferior a 5 dias.

) Esté comprendida entre 11 y 13 dias.

B 9. El tiempo necesario para que una ambulancia llegue a un centro sanitario se distribuye segun una variable normal de
media 17 minutos y desviacidn tipica 3 minutos.

a) Calcula la probabilidad de que el tiempo de llegada esté comprendido entre 13y 21 minutos.
b) ¢Para qué valor de t, |a probabilidad de que la ambulancia emplee mas de t minutos en llegar es del 5%7?

M 10. El tiempo empleado por estudiantes de Quimica en realizar cierto experimento de laboratorio se distribuye normal-
mente con media 30 minutos y desviacidn tipica 5.

a) (Cual es la probabilidad de que un estudiante tarde menos de 28 minutos en realizar el experimento?
b) ;Cual es el porcentaje de estudiantes que emplean entre 25 y 35 minutos?
C) ¢Qué tiempo utilizan como maximo el 80% de los estudiantes?
M 11. Un estudio antropolégico de una tribu ha constatado que la longitud del dedo corazén de los adultos sigue una ley

norrmal de media 60 mrm y desviacion tipica de 3 mm. Si hay 800 adultos en esa tribu, determina cuantos tienen el
dedo corazdn:

a) Mas largo de 62 mm b) Més corto de 57 mm ) Entre 60 y 66 mm
W 12. En un bombo de loteria tenermos 10 bolas idénticas nurnera-

das del 0 al 9. Cada vez que hacemos la extraccién de una
bola después la devolvemos al bombo.

e
& Sorteo de Loteria Macional I
e Luceni (Cord Wi

a) Sitomarnos 3 bolas, calcula la probabilidad de que el 0 sal-
ga una sola vez.

b) Si hacernos 100 extracciones, calcular empleando la nor-
mal, |a probabilidad de que el O salga mas de 12 veces.

M 13. La media de una distribucién binomial B(n, p) con n=10 es
8. Halla la desviacion tipica. Si p es la probabilidad de obte- 2
ner cara con una moneda trucada, jcudntas veces hay que lanzarla para que la probabilidad de obtener al menos una
cara sea 0,8937

M 14. La calificacion media de cierto exarmen ha sido de 5,5 con una desviacién tipica de 1,5, y el conjunto de notas se ajusta
a una distribucién normal. El profesor quiere calificar con sobresaliente al 10% de la clase, y con notable al 30%. ;A
partir de qué nota se conseguira el sobresaliente y de cuél el notable?

M 15. Se lanza un dado 360 veces. ;Cual es la probabilidad de obtener 3 menos de 55 veces?
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SOLUCIONES

8. La solucion queda:

a)P(X 28):P(X;9 > 8;9J=P[zz-%)w(zsl}:o,szg:a

b)P(X gS):P[X;Q < 5;9j= P(Zs-%}:P[ZZ%) =1-9082=0,0918

c)P(llsXslB):P(llg_gg X=9_ 13_9]: P(%gz sf):P(z%j— P(ngjzo,lezs

3 3

9. La solucién es:

a)P(13<t<21)=P

[13—17 21-17
3
t—17) t—17

b)P(X <t)=0,95 = P(Zs =095 = ——-=1645 = t=21935~22minutos.

10. La solucioén es:

28-30

a)P(X <28):P(Z < ): P(Z <-0,4)=1-P(Z <0,4)=0,3346

25-30 35-30
<Z<

5 5

b)P(25 < X s35):P[

Esdecir,el 68,26%.

=0,80 = T=0,84 = t=34,2minutos.

c)P(X<t)=0,80 = p(ZSt—30j t-30

11. La variable se ajusta a una normal N(60;3).

62-60

a)P(X 262):P(ZZ j: P(Z 20,67):1—P(Z £0,4):0,2514 = 2514%

Por lo tanto hay 201adultos con el dedo coraz6n mas largo de 62 mm.

b)P(X <57)=P (Z <-1)=P (Z >1)=1-P (Z < 1)=0,1587
Es el15,87% que suponen 127 adultos.

c)P(60< X<66)=P(0<Z<2)=P(Z<2)-(Z<0)=0,4772
Es el 47,72% que suponen 382 adultos.

<Z< j:P(—133323133)=2P(z <133)-1=0,8164

):P(—lsz <1)=2[P(Z<1)-P(Z<0)]=0,6826
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12.

13.

14.

15.

La solucién queda:

a) P(salgaOunasolavez)zi-i-i-3=0,243
10 10 10

b) Es una distribucién binomial B(lOO;O,l) y la aproximaremos con una distribucion normal de
la forma N(10;3).

13-10
3

P(X >13)=P(zz j: P(Z 21)=1-P(Z <1)=0,1587

La solucién queda:

De los parametros de la distribucién obtenemos: u=8=n-p = p=0,8.
La desviacion tipica: 6=4/10-0,80,2 =126
P(ningunacara)=1-0,893=0,107.

n n log0,107
(0,2) =0,107 = n=—7-"—"--=14
(0)( ) log0,2 -

Hay que lanzarla al menos dos veces.

Llamamos k a la nota minima a partir de la cual se conseguira el sobresaliente. Debe cumplirse:

=1282 = k=7,423

P(X <k)=0,9 P[X_5’5<k_5’5j:0,9 _, k=55

15 = 15

De igual forma, para la calificacién de notable:

=0,525 = k=6,2875

P(X<K)=0,7 = P(x—s,sgk—s,squ7 _ k=55
15 15

Es una distribucion binomial B(SGO,%) y la aproximaremos con una distribucién normal.

Quedaria: u=360-%=60 y G=J360- — =7,07.

La probabilidad es:

ol
oo

X'-60 < 55,5-60
707 7,07

P(X <55)=P(X 's55,5)=P( j: P(Z<-0,64)=1-P(Z<0,64) =0,2611
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PAGINA 368

ACTIVIDADES FINALES

B 16. Un jugador de ajedrez gana 9 de cada 10 partidas que disputa. Juega 50 partidas. ;Cual es |a probabilidad de que
gane 40?

M 17. Se lanza una moneda 100 veces. ;Cual es la probabilidad de que el numero de caras que se obtenga esté compren-
dido entre 45 y 557

B 18. Un examen tipo test tiene 100 preguntas y cada pregunta 4 respuestas diferentes, de la que sélo una es correcta. Cal-
cula la probabilidad de que un estudiante que responde al azar acierte mds de 20 preguntas.

M 19. La probabilidad de que un nacido sea varén es 0,52. Un afio nacieron en mi ciudad 3 000 nifios. ¢ Cual es |a probabili-
dad de que hubiera entre 1450y 1600 varones?

W 20. Maria se presenta al exarnen teérico para obtener el carnet de conducir. El examen consta de 80 preguntas a las que
debe contestar si o no. Para aprobar debe acertar al menos 45 preguntas. ;Qué probabilidad tiene de aprobar si con-
testa al azar?

M 21. Segun estudios médicos actuales el nivel de colesterol en una persona adulta sana sigue una distribucién normal cen-
trada en el valor 192 y con una desviacién tipica de 12 unidades. ;Cudl es la probabilidad de que una persona adulta
sana tenga un nivel de colesterol inferior a 186 unidades?

M 22. Una gran empresa debe reponer las batas de sus 1000 operarios. Se sabe que la talla media es 170 con una desviacién
tipica de 3 cm. Las batas se confeccionan en tres tallas validas para estaturas entre 155y 165 cm, 165y 175 cm y fi-
nalmente entre 175 y 185 cm. ¢Cudntas batas de cada talla ha de adquirir suponiendo que las tallas se distribuyen
norrmalmente?

M 23. De una urna gue contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras se hacen extracciones sucesivas y con reemplazamiento (una
bola cada vez). Llamamos X al numero de bolas blancas extraidas.

a) Si se hacen 5 extracciones, ;cudl es la distribucion de probabilidad
de X7? ;Cudnto valen su media y su desviacién tipica? ; Cuanto vale
PX=2)

b) Sise hacen 288 extracciones, ;cudl es la probabilidad de que salgan
mas de 90 bolas blancas?

M 24 La probabilidad de gue un golfista haga hoyo en un lanzamiento es
0,4. Silo intenta 10 veces, calcula la probabilidad de que acierte a lo
sumo 2 veces. Si lanza 1 000 veces y su capacidad de acierto se man-
tuviera, {qué probabilidad hay de que acierte mas de 450 veces?

M 25. Consideremos una distribucién normal de media u = 50 en la que la
probabilidad de obtener un valor por encima de 70 es 0,0228. ;Cual
es la desviacion tipica? ;Cudl serd la probabilidad de los valores por
debajo de 457
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SOLUCIONES

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Es una distribucion binomial B(50;0,9) y la aproximaremos con una distribucién normal.

Quedaria: p=50-0,9=45 y ©=4/50-0,9-0,1=112.
La probabilidad pedida con la correccién de Yates es:
39,5-45 40,5-45
—  —<Z<—

2,12 2,12
=1-P(212<7<2,59)=P(Z <2,59)-P(Z £2,12)=0,122

P(X =40)=P(39,5 < X‘s40,5)=P( ]: P(-259<Z<-2,12)=

Es una distribucion binomial B(lOO; 0,5) y la aproximaremos con una distribucién normal.

Quedaria: p=100-0,5=50 y o0=4/100-0,5-0,5=5.

La probabilidad pedida con la correccion de Yates es:

455-50 X'-50 55,5-50
< <

5 5 5
=P(Z<11)-[1-P(Z<11)]=0,7286

P(45 < X <55)=P (44,5 < X '£55,5)=P( j: P(-11<Z<11)=

Es una distribucién binomial B(100;0,25) y la aproximaremos con una distribucién normal
N(25;4,33) .La probabilidad pedida es:

19,5-25

P(X >20)=P(X '>19,5)=P| Z >
4,33

j:P (22—127)=P (2<1,27)=0,8980
Es una binomial B(S 000; 0,52) gue podemos aproximarla a una normal N(1560;27,4).
La probabilidad pedida queda:

P(1450 < X <1600)=P(1 449,5 < X '<1600,5)=P (-4 < Z <148)=
=P (Z<1,48)-P(Z <-4)=0,9306

Es una binomial B(80; 0,5) que podemos aproximarla a una normal N(40;4,47).
La probabilidad pedida queda: P(X>45)=P(2>112)=1-0,8686=0,1314

Es una distribucion normal N(192;12)
La probabilidad pedida queda: P(X <186)=P(Z<-0,5)=P(Z>0,5)=1-P(Z<0,5)=0,3085
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22. Es una distribuciéon normal N(170;3)
e P(155<X<165)=P (—5£Z <-] 67)=P (Z 35)— P (Z 3167):0,0475, es decir 48 batas.

P(165<X <175)= P(—LG?sZ slG?):ZP(OsZ s167)
=2(0,9525-0,5)=0,905, es decir 105 batas.

. P(175<X <185)= P(167<Z <5)=P(Z<5)- P(Z<1,67)=0,0475,es decir 48 batas.

23. La solucion queda:

a) Es una binomial B(S;%).

x [ 0 1 3 4 5
3 ) ; ¥ PP N -

2
Fad P Ik PRV RPN
5] o) 5|2 () G oG )

Los parametros quedan: p:5-%:l,67 y cz‘/S-%%:lOS.

La probabilidad es: P(X>2)=1-P (X <2)=1-P (X =0)-P (X =1)=0,539

b) Es una binomial B(ZSS;%) que aproximamos a una normal N(96;8)

La probabilidad es: P(X >90)=P (X >90,5)=P (Z>-0,69)= P (Z<0,69)=0,7549.
24. La solucion queda:

« Es una binomial B(10;0,4).
P (X <2)=P(X=0)+ P(X =1)+P(X =2) =

_ (15’)-(0, 60"+ (110)(0, 60)9-(0,4)l+[120j-(0, 60)"(0,4)° =0,167

« La aproximamos a una distribucién normal N (400;15,49).

P (X >450)=P(X>450,5)=P (Z 23,26)=1—P (Z >3, 26):0,0006.
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25. Es una distribucién normal del tipo: N (50;0).

d zéjzl—P(Z ggj =0,0228
(¢}

« En el primer caso:

P(X>70)=0,0228 = P(ZZ7O_50]=O,0228 = P(
c c
§=2 = o=2.

(Z < QJ =0,9772 =
c

(¢

« En el segundo caso:
P(X <45)=P (z < 451_060

j: P(Z S—0,5)=P(Z 20,5)=O,3085
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