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Unidad 1 — Matrices

PAGINA7

cuestiones iniciales

1. Expresa en notacion matricial y resuelve por el método de Gauss los sis-

temas de ecuaciones siguientes:
x-3y+4z=9
2x+3y =28
a) b) 13x+5y-z=17
3x -2y =3
-2x+6v+z=18

2. Sisecumpleque PQ=P y QP=Q, pruebaque P2=P.

3. El grafo siguiente nos muestra las relaciones que se establecen en un
grupo de ocho personas. Construye una tabla que indigue las relacio-
nes anteriores, indicando con 1 la existencia de relacion entre dos per-
sonas y con 0 la no existencia de relacion.

l ¥
2
B8 8 8

SOLUCIONES
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1. La resolucién de los sistemas puede expresarse de la forma siguiente:

a) ('2 3 28" I —2F,— F, (2 328"
3 -2 3J — 10 13 ?8)

La segunda matriz proporciona la soluciéon x=5,y=6.

by[1-3 4 9) [1 =3 4 9)
3 5-117| 3h=R=K [0-14 13 10

—

\=2 6 118] *h+*h=h 1o 0 9 36

La dltima matriz proporciona la solucién x=2, y=3, z=4.
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2. Veamos que P?=P. Para ello,
PP=P-P=PQ-P=P-QP=PQ=P
(1) i2) (3) i4) 5]

Las igualdades anteriores son debidas a:

(1) la definicién de la potencia al cuadrado;
(2) la hipotesis PQ=P;

(3) la propiedad asociativa del producto;
(4) la hipotesis QP=Q;

(5) la hipotesis PQ=P.

3. Laque indica las relaciones existentes en el grafo es:

1 2 3 4 5 6 7 8
1 o1 0 0 0O 0 0 O
2/f0 OO 1T O 1T 0 O
3|01 0 0 00O 0 O
4110 1. 0 0 0 0O 1 O
5/l 1 0 0 00O 0 O
6|0 1. 0 0 1T 0 1 0
7/fo 0o 1 1T 0 0 0 O
/{0 0 0 0 OO O O
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M Con el fin de que te acostumbres a escribir los protocolos de resolucién de los problemas, escribe los protocolos de los si-
guientes problemas:

1. Las edades de la familia. Una madre de familia, que ronda la cuarentena, observa que, si escribe tres veces seguidas su edad,
obtiene un ndmero que es igual al producto de su edad multiplicada por la de su marido y las edades de sus cuatro hijos.
:Qué edad tiene cada uno de los miembros de la familia?

2. Dos numeros. Encuentra dos numeros tales gue su suma, su producto y su cociente sean iguales.

SOLUCIONES

1. Supongamos que la edad de la madre es de 39 afos; imponiendo las condiciones del
problema, obtenemos:

393939=39-P-H, -H, H,-H, = P-H, - H, - H, - H,=10101
P-H,-H, H, H,=37-13.7-31

Luego si la madre tiene 39 afos, el padre tiene 37 y los cuatro hijos tienen respectivamente,
13, 7,3y 1 anos.

Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 anos obtenemos la misma respuesta,
e igual que para 37, 36, 35 anos. Es decir, independientemente de la edad de la madre, nos
salen las edades del padre, 37 anos, y las edades de los hijos: 13, 7, 3y 1 afos.

En general la madre tendra xy afios xy=10x+ y afos.

xyxyxy=xy-P-H, -Hy,-H,-H, = XYY _p.y .1 H H,
Xy

Ahora bien:

xyxyxy 100000x+10000y+1000x+100y+10xy

Xy 10x+y
B 101010x+10101y_10101(10x+y)_10101
10x+y 10x+y

Descomponemos 10 101 en factores y es: 10101=37-13-7-3-1
Luego las edades seran:

Q=37afos H, =3afos
H,=13afos H,=1afo
H, =7anos
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2. Llamamos x, y a los nimeros. Se debe cumplir que:
X
X+y=X-y=—
Resolviendo:
X
=>y=—
x—1
Yy = xyi=x=y=*1

X . .
Luego para y=+1 = ﬁ:1 no tiene solucion.

Para y=-1 :%=—1 = x=%

La solucion vélida es: x=%; y=-1
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

‘ab\ fa 7\ [ 5 a+h
1. Calculaa, b, cyd para gue se cumpla 2 = + .
u ya para g P (c d) (—2 3d) (c+d 4 )

B 2. Dadas las matrices A = = . B= S yC= - , calcula:
0 3 -1-2 -2 3
a) A+ B byA-B-C ¢) 34 +5B-6C d) AB - BC e) 248 + 3AC - 5BC

1 -1 , "
M 3. Paralas matrices A=|2 3| yE&= (4 _51 ;) calcula AB y BA.

0 4 0
12 3 1 e
M 4. Calcula los productos posibles entre las matrices A=|1 1 1|, B=|2|yC :( J
o1 -1 1 S

W 5. SiAvy B sondos matrices cuadradas de orden n, json ciertas, en general, las igualdades siguientes?:

a) (A+BP =A2+ 248 + B2 b) (A - BR = A2 2AB + B ) (A+BYA-B)=A2_p2

M 6. Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten, respectivamente, con las matrices siguientes: —@‘

o) o)

W 7. Obtén las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

2X+Y:( [ 2) X+Y:(2 1) 2X+Y:(3 1)
-2 10 30 0 -2
a) 9]
x-3y = A32 x-y=(%? x+v=[ 10
-1 0 1 01 -2 4
’ 1 -1 2 0 3 . , - :
M 8. Paralas matrices A= q G L B= D yC=(21 3), efectua las siguientes operaciones:
a) C- A b) Ar- Bt c2-Ct-C dB-A-C

B 9. Descompdn en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica las matrices siguientes:

- 10 -1
a)(zs) by |0 4 2
- 53 4

M 10. Para la matriz A = (? _01 ) calcula A%? y A% Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la

matriz (a O).
b 1
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SOLUCIONES

1. Realizando las operaciones indicadas y aplicando la igualdad de matrices, obtenemos:
2a=a+5
2a 2b a+5 a+b+7 2b =a+b+7
(2c Zd):(c+d—2 3d+4 )"f’ 2¢ = c+d-2
' b ' 2d =3d+4

Resolviendo el sistema, a=5,b=12, c=-6, d=—4.

2. La solucion en cada caso queda:
2 A+B:(1 —1}{4 oj:(s —1}
0 3 -1 -2) (-1 1
) A_B_C:F —1}_(4 oj_(q 2}2(—2 —3)
0 3 -1 -2) -2 3 3 2
, 3A—B—C:(1 4}_[4 oj_[q 2}2(—2 —SJ
0 3) (-1 -2/ (-2 3 3 2
d) AB_BC=[1 —1)(4 OJ_(4 0)(—1 2}(5 2}_(—4 8}{9 —6}
0 3)(-1 -2) (-1 -2){-2 3) (-3 -6) |5 -8 (-8 2
1 -1\(4 0 1 -1 1 2 4 0)(-1 2
o) 248+940-580- 3)(1 A 3}(2 24 ) 3
(10 4 .\ 3 -3) (-20 40 -39
-6 -12) |-18 27 ~40) |-49 55

Los productos quedan:
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4. Los productos posibles son:

12 3 8 372
AB=[11 1 —{4] A-A=|243
) 3!

1
1

5. En general, las igualdades anteriores no son ciertas, ya que el producto de matrices no es
conmutativo.

a) [A+B}2:{A+BJ{A+BJ:AA+AB+BA+BB:
= A+ AB+ BA + B

b) (A- Bf=(A-B)(A-B) =AA—-AB—-BA + BB =
— A~ AB-BA + B’

c) (A+B)(A-B)=AA—-AB+ BA- BB =
~A’-AB+BA-B°

6. Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices
siguientes:

SN

1 1
Sea X:(i gj la matriz que conmuta con A:(O J . Debe cumplirse: XA=AX
a=a+c
a b)(1 1 1 1\ (a b a a+b at+c b+b a+b=b+d
c d)\0 1 0 1/\c d c c+d c ad c=cC
c+d=d

c=0
Resolviendo el sistema, obtenemos {d
=a

. a b . :
Las matrices buscadas son de la forma X:(O j con ay b numeros reales cualesquiera.
a
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a b _ 1 2 :
Sea X:(C dj la matriz que conmuta con Bz( Oj . Debe cumplirse: XB=BX
a-b=a+2c
a by(1 2 1 2\(a b a-b 2b) (a+2c b+2d 2a=b+2d
c d)\-1 0) (-1 0)\c d c—d 2c -a -b c—-d=-a
2c=-b

a=-c+d

Resolviendo el sistema, obtenemos { 5
=-2C

-c+d

Las matrices buscadas son de la forma X=(
c

—-2c
con cy dnumeros reales
d
cualesquiera.

Llamamos A y B a las matrices numéricas que aparecen en cada uno de los sistemas.
Resolvemos éstos por el método de reduccién y obtenemos:

"2X+ Y=A "2X+Y:A
-

<=
X_3v=8 7Y=A-2B
"X: 3/7A+1/7B
-
Y=17A-278
bor tanto X (—W 3/7 4;7) ~ (9;? 8/7 6!7)
ortanto, X=1{ _1 37 117 “lo 177,

!

-

b)

X+Y=A ‘X=12A+12B
X-Y=8B ﬁ_Y:1QA—I&B

bor & X_(4 yz) Y_(—zqm)
ortanto, X =15, 15 1€ ¥=l3n _4p

\ ! \ !

"2X+ Y=A !'2X+Y:A
C) = =
 X+2Y=B Y=13A+2/3B

[X:2BA—1BB
Y=-1/3A +2/3B

bor X__(w3 273 ) _(F4B —w3)
ortanto, X =1,, g5 =\ =43 103

Y g Y g
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1 1

3x+y=A x=—A-—B

3x+y=A
d { }:B@ 1417 21 23
X+y_ X_E _E yZ—EA'i‘EB

Por tanto, X = 1 0 e Y= 0 8
-3/2 1/2 3/2 1/2

o) 2x—3y:A@ x-y=B - x=—A+3B
x-y=B y=—A+2B |y=-A+2B

Por tanto, X= —4 - e Y= -3 -
5 16 2 10

Las operaciones quedan:

12 -9
a) C-At=(7 —1) b) A.B'=| 0 1
-9 4
8 4 12
c)2.C'.C=| 4 2 6 d) B.A'sz[—Sj
12 6 18 =
. Toda matriz cuadrada A puede expresarse de la forma A= A;A[ + A;At )

t t
es una matriz simétrica y el sumando

En la suma anterior, el sumando

es una
matriz antisimétrica.

Las descomposiciones pedidas son:

a(23)=(15)+(30)

A A A\

[TO-1} (1 0 2} [0 0 =3
by |04 2 |=|o 4 572 |+|o 0 -1/2
\53 4/ 1252 4 [ 1312 0|
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10. En cada uno de los dos casos queda del siguiente modo:

Calculamos las potencias sucesivas de A.

5

(007099

A \

A A A=—l. A=-A

A=A A=A A= A= (D)=
A=A A=]- A=A

A=A - A=A. A=_[; etcétera.

Observamos que las potencias de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Asi:

A50:A4'12+2:(A4)12'A2:/12‘A2:I'A2:A2:—/

A97:A4-24+1:(A4)24'A:/24.A:I'A:A
. (a 0 ., (0 -1)(a 0) (a O0)(0O -1
La matriz que conmuta con A cumplira: : = .
b 1 1 0)\b 1 b 1)1 0

-b -1 —
Finalmente: b = 0 -a con a=1y b=0.
a o0 1 -b
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W 11. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las siguientes matrices:

12 o 2 :13 f1J _12 ;
a)(34) by | 12 2 0|3 -2 1 d) 12
211 4 2 -
32 12
M 12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
01 12 12 Shi2 210
a) (2 0) b} (3 4) c) (4 8) d| 103 eyl 3 12
4 11 4 01

M 13. Resuelve la ecuacion matricial A - X=E - X + C, siendo:
a_(12 p_(31 c_(°
-2 0 1 2 -1

12 31 ¢ 1
)y B :(2 3). calcula (AB)ty (ABF.

M 14. Dadas las matrices A = (1 .

M 15. Sea B = (b,) una matriz cuadrada de orden 3 tal que:
by=(i-j)-(-1¥+ con j£2 y b;=1sij=2

Encuentra la matriz B y resuelve la ecuacién X - B = 3B.

W 16. Calcula el rango de las siguientes matrices:

10 1 02 1 2 1 -1 013
A= B=(1 0 -1 C=|15 1 D=|2 2 1

210
04 2 36 1 2 47

W 17. a) Escribe tres matrices de dimensién 3 x 3 que tengan, respectivamente, rango 3, 2y 1.

b) Escribe tres matrices 3 x 2 que tengan, respectivamente, rango 1, 2 y 3.
W 18. Sean X, Y, Z tres matrices tales que es posible efectuar Zt — XY. ;Es posible efectuar (Y- Z)t + X?

W 12. Una pizzeria hace tres tipos de pizza, calidad extra, calidad superior y calidad normal. Emplea en cada una de ellas 150 g
de masa, 200 g de ingredientes y 250 g de queso; 200 g de masa, 200 g de ingredientes y 200 g de gueso; 250 g de
masa, 150 g de ingredientes y 100 g de queso, respectivamente a las calidades extra, superior y normal.

a) ;Qué cantidad de masa, ingredientes y queso necesita la pizzeria para hacer 100 pizzas de calidad extra, 120 de cali-
dad superior y 200 de calidad normal?

b) Sabiendo que el kilo de masa vale a 1,5 euros, el de ingredientes a 3 euros y el de queso a 2,75 euros, ;a como vale
cada pizza?

11
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11. Las triangulares equivalentes son:

a}(

2 3;—‘,_5_.}-‘2(1 2
4 —= 10 2

[P

[-1 01} [-101)
by| 122| A+h=f | 023 |B2R7h
l'-.. 21 1 ,.-'I 2R+ R —=F l'-., 01 3 ,.-'I
[-10 1)
E2h=lhl o2 3|
| 00 -3
(1 2 1) (12 1)

0(3-2 1] 3zk=Fk |08 4 |h"h

\4 0 2 *h-FE=E 108 -6/

|” 2 -114

Fh=h o8 4|

II'.IOD 2_."

CT T =2 1 M1 =2 1)
J 20 13 SF FiF 02-5-1
J 11—z 2

-11 21 FAR=F 02 0 2

32 12 3r-fR-=r\0T1T-7 1,

11-2 1 11 -2

0251 gn_s5r,-p |O02-5

0053 — |00-5 -3

00-9 3 00 O

12



12. Las inversas quedan del siguiente modo:

aj

(015103 (20201"
= =
20501J UIEIOJ

b}(12f10J=>(1251 O'J::a

34:01 02:3 -1
(1 2 1 0) (1 0: -2 1 )
= = =
01 : 32 =12 01 32 2
-2 1
-1 _
A _(31’2 —]QJ
c) (1 211 0J=>(1 2 i1 0) No existe matriz inversa
48:01 00 : 4 -1
d) I."'—1 12:100) I."'1 -1 -2:-100}
| 103:010|=[0 1 5: 110]|=
l"-. 411300 1;.' l"-.O 5 9: 40 1_,.'
l."'1 -1 2:-10 0}
=0 1 5: 11 0=
'u,I.O 016 15 -1 _.-'I
[1-1=2:-1 0 0|
=01 5: 1 1 0 |=
0O O 1 : 1/16 5/16 —Iﬂ6_.,.'

La matriz inversa de |

+=
]
—_

103 :
=010 :
001

100
=>|0105
001

0] 1 0
11/16 -9/16  5/16
/16 516 -1/16

/16 5/16 -1/16

|'; - ]

1
| 4

I.-"—],"S -1/3 2/3
= \ -5/3 -2/3 4/3
\ 4/3  4/3 -5/3

124 |
03 ‘es|
11 | 1116 516 1716 |

i
==

i =3/16 1/16 3/16 |
11/16 -9/16  5/16 \

[=3/16 1/16 3/16
1116 -9/16 5/16
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13. Despejamos la matriz X en la ecuacion dada:

2 1 0
AX-BX=C=(A-B) X=C ycalculemosestamatrizx:( 3 ZJ(XJ:( j

2x+y=0 x=-1 _ —1
= donde la matriz X es: X =

-3y-2y=-1 y=2 2
14. Queda:

La matriz (AB) es (1 2](3 1):(7 7}
1 0)\2 3) (3 1

7 3
La matriz traspuesta de la anterior (AB)' es ( 1)

7
-1/14 1/2
La matriz inversa de la anterior (AB)™' es
3/14 -1/2

15. La solucién queda:

2 1 0

0O 1 -
LamatrizBes B=[{-1 1 1
b c)(0 1 -2 0O 3 -6
e f
h

a
Resolvemos la ecuacion: | d
g

1
i2 1 0 6 3 0

Operando e igualando matrices obtenemos tres sistemas:

—b+2c=0 a=3 -e+2f=-3 d=0 —h+2i=6 g=0
a+b+c=0 ;={b=0 d+e+f=3 ;}=:e=3 g+h+i=3;=:h=0
-2a+b=-6 c=0 -2d+e=3 f=0 -2g+h=0 i=3
3 00
La matriz X viene dada por: X=[{0 3 O
0 0 3

14
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16. Queda del siguiente modo:

1 1 1 0 1
a) Rango de = Rango de =2
210 0 1 -2

0 2 1 1 0 -1
b) Rangode|1 0 -1|=Rangode |0 2 1 |=2
0 4 2 0 0 O
2 1 -1 1 5 1 1 5 1
c) Rangode|1 5 1 |=Rangode|0 -9 -3|=Rangode|0 -9 -3|=3
3 6 1 0 -9 -2 0O 0 1
0 1 3 2 2 1 2 2 1
d) Rangode |2 2 1|=Rangode|0 1 3|=Rangode|0 1 3|=2
2 4 7 0 2 6 0 0O

17. Quedan:

a) Escribe tres matrices de dimension 3x3 que tengan, respectivamente, rango 3,2y 1
110

Una matriz3x3derango3es A=|1 0 1. Tiene las tres filas independientes.
0 1 1

1 2 3
Una matriz 3x3derango2es B=|0 —1|. Lafila tercera es suma de la primera y la
1 3 2

—_

segunda.

1 2 -1
Una matriz3x3derango1es C=| 4 8 —4|. Lafila segunda es cuatro veces la
-5 -10 5
primera y la fila tercera es el producto de —5 por los elementos de la fila primera.

15
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b) Escribe tres matrices 3x2 que tengan, respectivamente, rango 1, 2 y 3.

1 2
Una matriz3x2derango1es A= 4 8 |.Lafila segunda es cuatro veces la fila primera y
-3 6

la fila tercera es el producto de los elementos de la fila primera por —4.

1 2
Una matriz 3x2 derango 2 es A =| -1 0 |. Lafila tercera es suma de los elementos de las
0 2

filas primera y segunda.

Una matriz 3x3 de rango 3 no puede existir.

18. La solucién queda:

Sean X, Y, Z tres matrices tales que es posible efectuar Z' — XY.
¢ Es posible efectuar (Y - 2)' + X?

Sea Z una matriz de dimension (m x n) por tanto Z' tendra por dimension (n x m).

Para que sea posible efectuar la operacion Z' — X Y las matrices X e Y tendran por
dimensiones X (nx p)e Y ( p x m). De este modo YZ es una matriz de dimension (p x n) y (Y
4 2t sera de dimension (n x p) y como X es de dimension (n x p) es posible efectuar la suma (Y
Z) +X.

19. Quedan:

a) 100 pizzas de calidad extra necesitan 15 000 g de masa, 20 000 g de ingredientes y 25 000 g
de queso; 120 pizzas de calidad superior necesitan 24 000 g de masa, 24 000 g de
ingredientes y 24 000 g de queso, y 200 pizzas de calidad normal necesitan 50 000 g de masa,

30 000 g de ingredientes y 20 000 g de queso.

0,150 0,200 0,250)\(1,50€) (1,512€
b) | 0,200 0,200 0,200 || 3,00€ |=| 1,45€
0,250 0,150 0,100)(2,75€ 1,10 €

Esta matriz nos da el precio de cada pizza extra, superior y normal, respectivamente.

16
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

0-1-2 100
M 20. Dadas las matrices A=|-1 0 -2 | /=0 1 0|, determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (A — &/}
sea la matriz nula. 11 3 001

B 21. Resuelve la ecuacion matricial B(2ZA + ) = AXA + B, siendo

3 -2 -1 =12
A=(-4 1 -1 y B=(-101
2 01 0-11

w o =

12
M 22. Obtén la matriz inversa de A + A%, siendo A=| 0 1
20

M 23. Dadala matriz A =(z ;) construye la matriz ¥ = 3A%A — 2/, y resuelve la ecuacion AX =(§ ?)

01
W24, Pruebaque A2-A-2/=0, siendo A=|1 0
11

100
=10 1 0. Calcula A" utilizando la igualdad anterior o de —@‘
cualquier otra forma. 001

1
1
0
M 25. Una fabrica decide distribuir sus excedentes en tres productos alimenticios A, 8y C a cuatro paises de Africa P,, P,, P,

y P, seguin se muestra en la matriz M (cantidades en toneladas). La fabrica ha recibido presupuestos de dos empresas de
transporte E, y £, como indica la matriz T (en euros por tonelada).

A B C
R (200 100 120 FR AR

y B 110 130 200 r_ E (500 450 375 350
A | 220 200 100 E, | 510 400 400 350
P, | 150 160 150

Efectia el producto de ambas matrices y responde:

a) ;Qué representa el elemento a,, de la matriz producto? ;Qué elementas de esta matriz nos indican lo que nos cues-
ta transportar el producto C con la empresa E,?

b) Indica qué elementos de esa matriz te permiten decidir la empresa que resulta mas barata.

W 26. Sea A una matriz cuadrada de orden n, tal que A? = A, | la matriz unidad de orden ny B = 2A — |. Calcula B2.

M 27. Calcula la matriz B'AZR, siendo A= (_3 0) y .t-?:(4 S)A
0 -3 34

; ; 1 -1
W 28. Halla todas las matrices que conmuten con la matriz: X = (2 3),

17
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SOLUCIONES

20. Queda del siguiente modo:

l."'—k -1 -2
LamatrizA—-kles A—kil = | -1 -k =2
'-,._ T 13-k

La matriz (A — ki)’ es
=k =1 =2\ [k =1 =2

| |
A=k (A=kD) = |1 —k =2 || -1 =k =2 | =
V11 3k 11 3k

[ k-1 2k-2 k-4

—| 2k-2 -1 4k-4 |
\2k+2 —2k+2 5-6k+Kk/

El valor que hace que la dltima matriz sea la matriz nula es k=1.

21. Operando en la ecuacién matricial, obtenemos:

2BA+B=AXA+Bo AXA=2BA< AX=2B< X=2A"'B

Por tanto, la solucién es la matriz X=2A"'B.

1 2 3
Alser| 2 5 7 |,lamatriz buscada es la resultante de efectuar la operacion:
-2 -4 -5
i 2 33\y1 -1 2) (-2 -8 14
X=2A'B=2|2 5 7 |-1 0 1|=/-6 -18 32
-2 -4 -5){l0 -1 1 4 14 -26
22. Queda:
La matriz A + A"es
(121 (102} [223)
A+A=l0T0|+[210]=[220]
\203/ l103] 1306
III.. —21'3 2;’3 -lf'r3 .III
La matriz (A + AV es | 23 -1/6 -1/3 ‘
\ 13 -13 0 |

18



23. Queda del siguiente modo:
La matriz Y =3A'A—- 2/ es

3 5\/3 1\ _(10\ [10239\ ¢
Y=3(12J(52J‘2(01J=(3915}‘(

{100 39
‘( 3913J

Para resolver la ecuacién(?’ ! J X=(2 v J, llamamos a

52 01

dyp iz .
= ( J, operamos y resolvemos el sistema

dy1 A

correspondiente.

3ag +an =2
5a; + 2a,, =0
35112 4+ dx = 0
5a;, +2ax» =1

El sistema es

Las soluciones son: a;; = 4, a,; = =10, a;;, =1, a,, = 3
. ) SR S
Lamatrlz)(&ua.)({—(_10 3J.
24. Queda:

Calculamos A* — A - 21, y obtenemos
I-011.0'11'I I{011'I -100I
101“101\ |101\-2|010\
I'-.1 1 0_.-""-.,1 10/ '.,..l 10/ 'D 01/
-2 114 I."'U 114 I.'2 00} I'O 00}

=|121‘_|101 Hozo‘_ 000|
I'-.] 12 (11 0/ 'O 02 I.O 00/

De la expresion A*— A — 21 = 0, operando se obtiene:

Az—A—2!=O@%A2—%A—!=O@

2

La matriz inversa de A es A = ;—A - % .

Por tanto,

Aoty |I

_—
2 2 -

@lA2—1—A=I@A(1—A—1—IJ=!
2 2T
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25. La solucién es:

a) T-M= 284500 239500 240000
1286500 239000 233700

El elemento a,, de esta matriz representa el precio en euros que cobra la empresa E,por llevar

el producto A a estos cuatro paises.
El elemento a,, nos da el precio que cuesta transportar C con la empresa E, .

b) La suma de los elementos de cada fila de esta matriz nos muestra la mas barata y es la
empresa E,.

26. Queda:

B?=B-B=(2A—I)-(2A—)=4A% —2AI-2Al + P =4A-2A-2A+]=]

Por tanto, la matriz B2 es la identidad.

27. Queda:

La matriz B 'es 4 -3
3 4

o -3 0)-3 O 9 0
La matriz A° es =
0O -3){L0 -3 0 9
4 — -4
La matriz B™' A? es 519 0 = 36 S
-3 4 )0 9 -27 36

36 -—-45 4 -5 9 0
La matriz B™' A B es =
-27 36 -3 4 09

28. La solucion queda:

1 -1
Sea A= a b la matriz que conmuta con X = .
c d 2 3

Debe cumplirse: AX=XA o |2 P) [T ~T_[1 —1).[& b
c d 2 3 2 3 c d

20
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Entonces:
a+2b=a-—c
a+2b —-a+3b _ a-c b-d - -a +3b=b-d
c+2d -c¢3d ) \2a+3c 2b3d c+2d=2a+3c
-c+3d =2b + 3d
Resolviendo el sistema, obtenemos ¢=-2b
d=a-2b
a

Las matrices buscadas son de la forma A=
-2b a-2b

j con a y b numeros reales

cualesquiera.

21
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Unidad 2 — Determinantes
PAGINA33

cuestiones iniciales

1. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:

" 1 2 -3
a) (1 2) [0 1 2
- 13 -1
2. Calcula el rango de las siguientes matrices:
128 041 ma
a)(124) b) 487 95 091
01010
SOLUCIONES
1. Las matrices buscadas son las siguientes:
5 -2 . . .
a) 5 1 b) Esta matriz no tiene inversa.

2. Haciendo ceros escalonamos las matrices, obteniendo:

/124N (1240
aJ(36?J:(UOSJ,Iuegoelrangc-esz.
III..O 4 1."| II'I.1 ? 3 .III ||'Il1 .? 3 \ ||'Il1 .? 3 l"l
b)[487 |:>|04 1 |:=|0 41 |:=|04 1| ,luego el rango es 2.
\173/ 1487/ 10205/ l000]
20202 202022FFF 0 2 0 2
C)02020_——>02020 s lo2 0 2 0
2 102 1| FBs-F=F g 1 2 2 4| 2R-Fe=F g 0 4 2 -2
01010 01 0 1 0 00 0 0 O
El rango es 3.
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PAGINA 45

M Practica las fases anteriores en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Parejas. Tres amigos Juan, José y Jests van de compras con sus parejas Maria, Merche y Marina, aungue no necesaria-
mente en ese orden. Cada uno de los seis compra uno o varios objetos y paga por cada objeto tantos euros como obje-
tos compra. José compra 23 objetos mas que Marfa y Juan 11 mas gque Merche. Cada hombre gasté 63 euros mas que
su pareja. ;Cudl es la pareja de cada uno?

2. Piramides de bolas. Un mago apila bolas, todas iguales, para formar dos piramides tetraédricas. De pronto se da cuen-
ta de que juntando las bolas de ambas piramides, puede formar una sola pirdamide tetraédrica mayor. ; Cuél es el minimo
numero de bolas de las que tendrfa que disponer el mago inicialmente?

SOLUCIONES

1. Hacemos una tabla con la informacién del problema:

Juan José Jesus Maria Merche Marina
e man | (11+y) | (23+x) X y 2
EFl,JAFéSAS (11+y)* | (23+x)? X2 y? 22

Una solucién puede ser:

Juan con maria = x*=(11+ y)* - 63
José con marina= z*=(23 + x)* - 63

x=9
Entonces: {y=1
z=31
Juan compra 12 y su esposa maria 9

José compra 32 y su esposa marina 31

Jesus compra 8 y su esposa Merche 1
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2. Al construir piramides tetraédricas de bolas aparecen los numeros tetraédricos:
1,4,10, 20, 35, 56, 84, ...

n(n+1)(n+2)
6

» Si las dos piramides son iguales, el minimo numero es 20 bolas, con lo que formaria una
piramide tetraédrica de arista 4 a partir de dos tetraédricas de arista 3.

que forman una progresién geométrica de tercer orden de término general:

 Si las piramides iniciales no son iguales, el niumero minimo de bolas es de 680, nimero
obtenido al sumar las bolas de dos pirdmides tetraédricas de aristas 8 y 14, y bolas 120 y
560.

La nueva piramide tetraédrica formada por 680 bolas tiene de arista 15, pues:

Mzeso — n=15



£~ EDITEX

PAGINA50

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

o P B e B v B i BN v
34 4 5 5 a 2 -5 b a m 1

M 2. Calcula los determinantes de las matrices que siguen, utilizando la regla de Sarrus:

110 101 1-23 a1l m 1 3 m+1 1 0
a (101 by (010 c) 0 3 4 d)[1a1 el |1 -1-1 f) o m+1 1
011 345 -4 15 11a 5-3m 1 0 m+l
abc
W 3 Si |30 2 =5, calcula, sin desarrollar, los siguientes determinantes:
111
2a2b a b c a-1b-1c-1
a) % 01 by (3343 3b 3c+2 o | 4 1 3
111 a+1 b+1 c+1 1 1 1
W 4. Sea A una matriz cuyas filas son F,, 5, F;, ¥ su determinante vale 4. ;Cuanto vale el determinante de la matriz B cuyas —@‘

filas son Fs, Fy — 2F5, — F?

W 5. Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y sea Al = 4. Halla:
a) Il - Al b) 1A% a |2-Al d) [A7']

M 6. Demuestra, mediante las propiedades de los determinantes, |as siguientes igualdades:

X zZ+t y bc 2/a a
a) |x v+t z|=0 b) |ac 2/b b|=0
X y+zt ab 2/c ¢

M 7. Comprueba que el determinante A, vale 0y que el determinante A, es divisible por 5, sin calcularlos, a partir de las
propiedades de los determinantes, siendo:

—28 25 40 571

A= = 3 =2 A =476

027 0 e

M 8. Prueba, sin desarrollar, que los determinantes siguientes son multiplos de 11:
1913 3014
121 2618 9724
a) 198 b) 9]

S06 2213 2354
1519 4059



SOLUCIONES
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1.

Las soluciones son:
a) -2

b) 22

c)a +25

d) 23

e) a* + b’

f) 0

2. Aplicando la regla de Sarrus se obtiene:

a) 2

by 2

c) 79

d a’-3a+2

e) —-m —4m+ 1

fif mM+3m+3m+2

En cada caso:

2a 2b 2c a b c a
ay |32 0 1 =2132 0 1|=|2-32
T 1 1 T 1 1 1
a b C a b ¢
by |3a+3 3b 3c+2|=|3a 3b 3c
a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
abec abec abc
=|1302[+|302|=[302(=5
abc 111 111
a-1 b-1 -1 abc -1 -1
C) 4 1 3 =4 13|+1 4 1
1 1 1 111 1 1

La solucién queda:
g -

F
R -2F| = -|F -2F,| = |F - 2F, = |-2F, =
R

-F, F

b

C

2:0 2-1

+

1

1

b
0
a+1 b+1 c+1

C
2

abc
302
111

=5

b
0

a+1 b+1 c+1

C
2
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5. La solucién en cada caso es.
a) |I-A=l|-|A=1-4=4 b) \A2\=|A| |A=16

o) [2- 4=2°|4=32 d) ‘A—1‘:|17|.%

6. Queda del siguiente modo:

a) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la tercera
columna. De la tercera columna sacamos factor comun y+z+t. Quedaria:

X z+t y X Z+t y+z+1 1 z+t 1
X y+t z—%%>G six y+t y+z+l=x-(y+z+H)[1 y+t 1=0
X y+z t X y+z y+z+t 1 y+z 1

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

b) Multiplicamos (y dividimos) la primera fila por a, la segunda por b y la tercera por c.
Sacamos factor comun a abc de la primera columna y 2 de la segunda.

Obtenemos:
2
bc/aa1ab023211a2
2 __ 2| _ 2| _
ac A h=_—labc 2 b’|=2|1 1 b|=0
2 abc 2 ¢ 11 ¢
ab 5 ¢

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

7. En cada caso queda:

Para la matriz A;, multiplicamos su determinante por —1/5 y los elementos de la primera columna
por (-5) y obtenemos:

-8 25 40 |(-5)(-8) 25 40 140 25 40
|A|=|2/5 3 2=-(-5)-2/5 3 2= -2 3 -2
0 27 0 (-5)-0 27 0 0 27 0

El valor del dltimo determinante es cero al tener dos columnas iguales.
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Para la matriz A,, en su determinante sustituimos los elementos de la fila tercera por la suma de
los elementos de las filas tercera y segunda, obtenemos:

521 |5 2 1 5 2
Al=|4 7 6=|4 7 6|=5-14 7
6 3 9 [10 10 15 2 2

WD o =

Observamos que el determinante de la matriz A, es divisible por 5.

Existen otras formas de combinar lineas de este determinante para obtener numeros
multiplos de 5, por ejemplo la suma de los elementos de la columna tercera con el doble de
los elementos de la columna segunda.

En cada caso queda:

a) Puede observarse que los numeros 121, 198 y 506 son mdltiplos de 11. Operando en
cada fila, multiplicamos la primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos ambos
resultados en la tercera columna. Quedaria:

2 121 |1 2 1111 12 11

1
=1 9 198]=[1 9 11.18/=111 9 18
5 0 506 5 0 1146 |5 0 46

b) Procediendo de forma analoga:

1913 |1 9 1 3 1 9 1 3

2 618 |2 6 1 8 | | 2 6 1 8 |
2 213 |2 2 1 3| 2 2 1 3 |
1 5 1 9 [1221 9625 1111 3839 [11-111 11.875 11101 11.349

1 9 1 3
2 6 1 8
2 2 1 3
111 875 101 349

=11

c) Procediendo de forma andloga:

3 01 4 (30 1 3014/ |3 0 1 11274 |3 0 1 274
9 7 2 4197 2 9724 |9 7 2 11.884] |9 7 2 884
2 35 4 |2 3 5 2354 [2 3 5 11.214 |2 3 5 214
4 05 9 |4 05 4059 |[4 0 5 11369 |4 0 5 369
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PAGINA 51

M 9. Sean las matrices:

1 -1 210 ;1;_11
A:(g_o) B=[-11 1 T= 110 1
\ 10 -1 - N
000 1

a) Halla los menores complementarios de los elementos a,,, 3,5, 25, ¥ 44, €n ellas, cuando existan.

b) Halla, en los casos en que existan, 4,,, 4,5, A,V A,,.

W 10. Halla las matrices adjuntas de las matrices:

- 1 2 3 12 3
a) (1 5) b) |3 -5 1 o (112
‘ 5 0 4 13 4

M 11. Resuelve los siguientes determinantes por el método de Chio:

1 1.1 2 3 11 T 1 1 1
a2 -1 1 b) 1 -2 2 0 1 2 3 4
0 2 1 0 00 3 1 4 916
2 1-1 2 1 8 27 64
A M 12. Resuelve las siguientes ecuaciones:
X IR T [RCRL R
a) |2 x 2|=0 by |2 x x+1 |=0 Sl R
2 2 x 4 x? x*+2x+1 L
x 001
M 13. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:
- 5= q 5 2 -1 4 12 2 1 2 2
a)(3’4) b)(172) c)(2 1) df4a -1 -2] &1 11 flo 2 3
v v \ 5 5 0 10 1 0 3 -2
M 14. Determina, segln los valores de m, el rango de las siguientes matrices:
1 1 1 1) 1 10 2}
123 m 1m 12 2 2 1-1 13
a7 11 by | 1 mm c) d) -
123 3 -1 24 2
m 1 2 mm 1
' ! ' ! 123m 324 m

M 15. Si A es una matriz de orden n tal que det (A4) = 2, calcula det (A-"), det (54) y det (24-").

1T -1 -1
M 16. Dadalamatriz A= |1 -1 0 |a) Calcula A~'. b) Resuelve la ecuacién det (A~ —x/) = 0.
1 0 -1

4 17
1 3 2|2
a -25

W 17. ;Para qué valores del parametro no es invertible la matriz A =
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SOLUCIONES

9.

10.

11.

La soluciéon en cada caso es:

a) EnlamatrizA: «;, =0 ; el resto no existen
EnlamatrizB: a,,=-1; a,, =-1; a;, =2
EnlamatrizC: a,,=-2; a,; =2; &;, =3; 0,=2

b) EnlamatrizA: A;; =0 ; el resto no existen
EnlamatrizB: Byy=-1 ;By3=1:;Bgp=-2
EnlamatrizC: Ci1=-2;Cs3=-2;C3=-3;Cy1=-2

Las matrices adjuntas son:

. 20 -7 25 2 -2 2
Ad:[4 2} B'=| -8 -11 10 ci=[ 1 1 -
17 8 -1 1 1 -

La resolucion queda:

a) Hacemos ceros los elementos ay, y ai3 y desarrollamos por la primera fila para obtener:

11 - |1 0 o0
2 -1 1|=[2 -3 3=

‘—33
02 1| |0 2 1

= -9
|

b) Desarrollamos por la tercera fila. Posteriormente en el determinante de orden 3 resultante
hacemos ceros los elementos a,; y az1 y desarrollamos por la primera columna para obtener:

32;_11 2 3 1 1—221—2273
=(-3)[1 -2 2|=3]2 3 1|=3]0 7 —3=3‘5 ‘

2 1 -4 |21 -1 o 5 -5

= 3:(-20) =— 60

c) Hacemos ceros los elementos ap. as; y as1 y desarrollamos por la primera columna.
Posteriormente hacemos ceros los elementos asy, as y as. Calculamos el determinante
resultante multiplicando los elementos de la diagonal principal.

11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 11
12 3 4 :0 1 2 3 :0 1 2 4 :0 1 2 4:12.
14 9 16/ 0 3 8 15 |0 0 2 6| |0 0 2 3
1 8 27 64 (0 7 26 63/ |0 0 12 420 |0 0 O 6
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12. Las soluciones son:

2

X 2
X=2
a) 2 x 2=x3—12x+16=(x—2)2(x+4)=0:>{x_ A
2 2 B
1 1 1 5
X=
b) |2 x X+1 =(x—2)(x—1)=0:>{
5 o x=1
4 x° X +2x+1
1 0 0
0 1 0 =1
c) X - xt2=0="
0 x 10 X=-
x 0 0 1
13. Las matrices inversas son las siguientes:
-2 -1 -2/3 -1 _ _
a) b) C) no tiene inversa.
-3/2 -1/2 -1/3 0

10/130 20/130 6/130
d)| -10/130 —-20/130 20/130
25/130 -15/130 2/130

1 2 0 1 -10/13 -2/13
el 0 1 -1 filo 2/13  3/13
1 -2 1 0 3/13 -2/13

10



14. El rango segun el parametro queda del siguiente modo:

a) Sim = -6 el rango es dos y si m # -6, el rango es
tres.

b) Sim =1, el rango es uno.
Sim =-1/2, el rango es dos.
Sim=#-1/2y m=+1, el rango es tres.

c) Sim =3, el rango es tres.
Si m # 3, el rango es cuatro.

d) Sim =10, el rango es tres.
Si m = 10, el rango es cuatro.

15. Los determinantes pedidos son:

e det(A") = -
2

e det(54)=5"-det(A)=5".2.

£~ EDITEX

e det(2A7") = 2" det(A") =2"- =2". —=2""
det A 2
16. En cada caso queda:
—1
a) El determinante de la matriz A es det(A)=-1. La matriz in versa es: A™"'=| -1

—1-x 1 1
b) Laecuacibnes | -1 -x 1|=0.
-1 1 =X

Desarrollando el determinante obtenemos (1+ x)(1+x?)=0.
Las soluciones de la ecuacién son x=-1y los nUmeros complejos iy —i.

-1

1
0
1

QO A 4

17. Al ser det(A)=—19a+57, este determinante se anula para a=3. Para este valor de a la

matriz A no es invertible.

11
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PAGINA52

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

8.

Il 20.

W21

W22

H23.

W24

W25

W 26.

Calcula el valor de los determinantes siguientes:

b) (9]

> o x W
o W X
TV
W o o3
(= = N
R = R
[ R = T = ]
—_ 0 = O
s oro
SowoN =
w o N =
— O O —
=3
n o o O
oNn O
[T = B B =
o L TN

00 -1 0 01

. Dadas lamatrices A={ 0 1 O|yE=|({0-10

-1 0 0 1 00
a) Halla Az,

b} Resuelve la ecuacidon A2 - X+ A - B =8,

10 1
DadalamatrizA=| k 1 1
k1 k

a) Calcula los valores de k para los cuales no existe la inversa de A.

b} Para k = 3, calcula la inversa de A.

De una matriz X cuadrada se sabe que | X| =3y |2 - X| = 48. Halla el orden de la matriz Xy |X-'].

001
SealamatrizA=|1 0 0
010

a) Comprueba que A-' = A,

b) Utilizando el resultado anterior, calcula (At - A)129.

Resuelve la ecuacién matricial A - X - B = C, siendo

A -10 g 25 Cc- 10
01 13 0 1
Sean las matrices Ay B de orden 4 con |A| = 3y |B] = 2. Calcula [A-]; [B7 - Al; [(A - B

2 a5
El determinante |4 a* 13| vale cero para a = 3. Comprueba esta afirmacion sin desarrollarlo e indicando las propiedades
8 &° 35

de los determinantes que apliques.

1 a-1 a
Halla el rango de lamatriz | 1 23 —2 2a—1 | segun sea el valor del parametro a. Halla, si existe, la matriz inversa de A
1 0 at

enloscasosenquea=0ya=1.

12
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18. La soluciéon en cada caso es:

3 x x x| [3+3x x
a) X 3 x x:3+3x 3
X x 3 x083+3x x
X x x 3 |3+3x x

x X 3+3x x X X

X X 0 3-x «x X 3
= = (3x+3)(83—x)

3 x/@| 0 0 3-x x |®

X 3 0 0 0 3-x

(1) Sumando todas las columnas y el resultado a la primera; (2) Restando de todas las filas la

primera; (3) Desarrollando.

1100 [1 10
1 1 1
o [ 00 1[0 0
01 1 0mo 1 1
o101 10

(1) La diferencia de las dos primeras filas a la segunda fila; (2) Desarrollando por la primera
columna; (3) Utilizando la regla de Sarrus.

¢) Su valor es nulo al tener dos columnas iguales.

d) En este caso:

0 a b c |at+tb+c
a 0 c _a+b+c
b ¢ 0 amla+b+c
c b a 0 |la+b+c
-a c-b
=(a+b+c)ic-a -b
b-a a-b
1

=(a+b+c)(b—a-c)|0
1

a b c latb+c a b c

0O cpy| O -a c-b b-c _

c 0al| O c-a -b a-c

b alo 0 b-a a-b c

b-c -a+b-c c-b b-c
a-cl=(a+b+c) 0 -b a-c=

-C b-a-c a-b -c

c-b b-c 1 ¢c-b b-c
-b a-c=(a+b+c)(b-a-c)0 -b a-c=
a-b -c 0 a-c¢c -b

=(a+b+c)(b—a-c)(b—a+c)(b+a-c)

13



19.

20.

21.

22.
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La solucién del ejercicio queda:

b) La ecuacién queda:

A2X+AB=B= AX=B-AB=A"- A -A X=A"(B-AB)= X=(A")(B- AB)=
10 1

— X=1-(B-AB)=B-AB=|0 0 0
10 1

Diremos lo siguiente:

a) No existe la inversa de A para todos los valores de k que hacen |A| =0.

|A|:k—1 = JA ' o k#1

1 0 1 1 1/2 -1/2
b) Para k=3 queda A=|3 1 1|=A"'={-3 0 1
3 1 3 0o -1/2 1/2

La solucion es:

El primer determinante es: [2- X|=2":|X|= 48=2"-3=2"=16=n=4 donde el orden de
la matriz X es 4.

Finalmente: ‘X“‘z 1 _1

X8
La solucién es en cada caso:
010 010
a) A'=|0 0 1 A'=|0 0 1| Como podemos ver las dos matrices son iguales.
1 00 100

b) Por otro lado: (A" A)"*®° =(A™". A)"%° =% =]

14
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. La solucién es la siguiente:

-3 5
A'X'B:C:>A_1-A'X-B-B_1=A_1-C'B‘1:X:A‘1.C.B‘1:( 1 2]

. La solucion en cada uno de los casos es:

El determinante de la inversa queda:‘A‘1‘:|%|:%; por otro lado, el del producto propuesto
es: |B'- A=|B|-|A=|Bl-|4=2-3=6. Y finaimente: \(A-B-1)f\=|A|-\B-1\=|A|-i=g

. Queda:
2 3 5 2 3 0
C3-Ci-Cr >G4
Sia=3=4 9 13 = 4 9 0
8 27 35 8 27 0

Esta determinante es cero pues tiene una columna toda de ceros.

. La solucion dice asi:

1 &-1 a
Calculamos el determinante: 1 2a° -2 2a-1=(a?-1)?
1 0 a

Por tanto la discusién queda:
¢ Si a=1 elrango de A es uno.
e Si a=-1 elrango de A es dos.

e Si a#t1 elrango de A es tres.

En los casos propuestos:

* Para a=1no existe A™' puesto que |A=0

0O 0 O
e Para a=0=>|A=1+0 luego existe A" yvale: A'=[-1 0 1
2 1 -1

15
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Unidad 3 — Sistemas de ecuaciones lineales

PAGINAS55

cuestiones iniciales
1. Resuelve los sisternas de ecuaciones lineales siguientes:

3x+2v+z=5
b) 12x+3y+z=1
2x+v+3z=11

. [x+2y=10
|2x + 5y = 23

2. En una fiesta cierta parte de los presentes esta jugando a las cartas, otra
parte esta charlando y el resto, que es la cuarta parte, esta bailando. Al
cabo de un rato, cuatro cambian el juego por el baile, uno deja la char-
la y se pone a jugar, y dos dejan el baile y se ponen a charlar. Tras estos
cambios hay igual ndmero de personas en cada una de las actividades.
JCuantas personas habia en la reunién?

SOLUCIONES

1. Las soluciones son:
a) Lasoluciénes x=4, y=3

b) La soluciones x=4, y=—2, z=3

2. Llamando x el nimero de personas que juegan a cartas, y el nUmero de personas que charlan y
z el numero de personas que bailan e imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

x+y—-3z=0 x=11
xX—y=4 =>y=7 Luego hay 24 personas en la reunion.
y—-z=1 Z=6
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M Encuentra el lenguaje y la notacién adecuados en la resolucion de los problemas siguientes:

1. Pesada dificil. Cuatro amigos, Arturo, Berta, Carlos y Diana, encuentran una antigua bascula que solo pesa objetos de
entre 50 y 100 kg. Estos amigos, individualmente, pesan menos de 50 kg y tres juntos, mas de 100 ka, por lo que deci-
den pesarse de dos en dos de la siguiente manera: Arturo y Berta, 69 kg; Berta y Carlos, 79 kg; Carlos y Diana, 74 kg;
Diana y Arturo, 64 kg. Con estos datos, ;se puede determinar el peso de cada uno? Si no fuera posible determinar los
pesos individualmente, ;qué parejas deben pesarse para encontrar la solucién?

2. Curiosa eleccién. En una clase hacen la eleccidn de delegados de una forma muy original. Se piden tres alumnos vo-
luntarios, que resultan ser Ana, Luis y Clara. Se les venda los ojos a cada uno de ellos y se les coloca en la cabeza una cin-
ta, como la que llevan algunos tenistas. Estas tres cintas se toman de una bolsa gue contiene tres cintas rojas y dos ama-
rillas. Se les retira la venda de los ojos v de esta forma cada uno puede ver las cintas de sus companeros, pero no la suya
propia. Sera elegido quien acierte el color de la cinta que lleva. Primero se pregunta a Ana y responde que no puede sa-
berle; lo mismo sucede con Luis. Por dltimo, Clara dice que su cinta es roja, por lo que resulta ser elegida delegada.
iCémo lo supo?

3. Suma de cubos. ;Cuanto suman los cubos de los n primeros nimeros naturales?

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Arturo + Berta = 69

Berta + Carlos = 79
Carlos + Diana = 74

Diana + Arturo = 64

Restando la primera igualdad a la segunda obtenemos: Arturo—Carlos=-10
Sumando a ésta la tercera obtenemos: Arturo—Diana=64

Esta igualdad es la misma que tenemos en cuarto lugar. Luego no es posible determinar el
peso de cada uno ya que nos queda un sistema indeterminado con mas incognitas que
ecuaciones.

El sistema tiene una unica solucién si reemplazamos la tercera igualdad, sustituyéndola por la
expresion: Arturo+Carlos=74 Kg con lo cual obtenemos que: Arturo pesa 32 Kg; Berta pesa

37 Kg; Carlos pesa 42 Kg y Diana pesa 32 Kg.

2. En la siguiente tabla podemos ver todas las situaciones que se pueden plantear:

ANA LUIS CLARA

R R R (1)
R R A (2)
R A R (3)
A R R (4)
R A A (5)
A R A (6)
A A R 7)
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En todos los casos lleva cinta roja excepto en (2), (5) y (6).

(2) no es posible, pues en esta situacion Luis hubiera sabido que su cinta era roja, ya que si
hubiera sido amarilla Ana hubiera sabido el color de la suya.

(5) no es posible pues en esta situacion ana hubiese dicho que su cinta era roja.

(6) no es posible, pues en esta situacion Luis hubiera dicho que su cinta era roja. Por tanto en
todos los demas casos la de Clara es roja.

Queda asi:
1’=1=1°
1"+2°=9=3"

1’+22°+3°=36=6"
1’+2°+3°+4°=100=10°
1P+22+3+4° +5° =225 =152

2
1, 3, 6, 10, 15, ... Es una progresion aritmética de 2° orden y su término general es n 2+n’

por tanto:

a2

2
13+23+33+43+...+n3:(n2+n)

Vamos a probarlo por induccién:

Suponemos que es cierto para n=1, n=2, ..., n=n y veamos si es cierto para n=n+1.
2 2
13+23+33+.,,+n3:(n +n)
. 2
17 17
13+23+33+.,,+n3+{n+1}3=[mJr J2+n+ ]

Restando =

2 2 2 2
_}{n+”3:[(n+1j +n+1] _(n +n)
2 2

Habria que ver si esa igualdad es cierta. Operando el segundo miembro:

4 + 127" + 12n+ 4
4

(n+ 1) =

Es cierta esta igualdad.
Por tanto queda probado que para «n» se cumple:

2

2
13+23+33+43+,.,+n3:(n2+n)
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Resuelve los siguientes sistemas e indica de qué clase son:

Ix-2y =12 X+y+2z=3
at4x-2-0 {2x—y:3 @) {2x+3y-z=4
2x—y=3 s x+4y+z=7
x-y=-1 x+y=1 3Xx+y+2z=3
b) {x+y=7 d) iy+z=-2 f) 4-v+z=1
x-5y=5 XxX+7=3 X+2y-7z=2

. Dado el sistema {2x—y+z=3:
X+y+z2=-1

a) Afade una ecuacién para gue el sistema sea incompatible.

b) Anade una ecuacién para que el sistema tenga infinitas soluciones.

[mx -y =1

. Dado el sistema
[x =me=—"2mi=

, halla m para que:

a) No tenga soluciones. ¢) Tenga solucién dnica.

b) Tenga infinitas soluciones. d) Tenga una solucién en la que x = 3.

. Discute, segun los valores del pardmetro a, los siguientes sistemas y resuelve en los casos que sea posible:

X+Z=8
a) {2x+y+z=10
3x+2v+az="5

x—2y =1
2x+y=3

X+y+z=2
a) jax—-y-z=1
X—-y+z=-2

X+yv+z=0
a) {kx+2z=0
2x—y+kz=0

b)

b)

b)

X+y=5
y+3z=a (4]
x+z=1

. Interpreta geométricamente cada uno de lo siguientes sistemas:

'x—2_v+z=3
2x—-3v—-2z=5 )
x—3y+5z=4

X+y+z=a
X+y+az=1
X+ay+z=0

2x-3y+2z=2
b) 12x—ky-3z=x
5Xx+3y—-zZ=y

2x—y=a
ax+3y=4
Ix—y=2

x+y—-z=3
3x+4y—-z=5
x—2y+3z=-1

. Interpreta geométricamente cada uno de los siguientes sistemas en funcién de los valores del parametro a:

ax+y=2a
x+aly =1

. Discute los siguientes sistemnas en funcién de k y resuélvelos cuando sean compatibles:
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SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

a) Lasolucion es x=2, y=1.

) El sistema es incompatible.

c) El sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones son: x=t, y=2t-3 con teR.
)
)

La solucién es x=3, y=-2, z=0.
Las soluciones son: x=5-7f, y=—2+5t, z=t con teR.
f) El sistema no tiene solucién.

2. Queda asi:

a) Por ejemplo, la ecuacién anadida para que el sistema sea incompatible es 3x+2z=5.

b) La ecuacion anadida para que el sistema sea compatible indeterminado puede ser
3x+2z=2.

3. Queda:

a) Si m=-1, el sistema es incompatible.

b)

c) Si m#1y m=-1, el sistema es compatible determinado.
)

d) Elvalorde mes —%.

Si m=1, el sistema es compatible indeterminado.

4. Queda:
10 1 101 8
a) Sean A=[2 1 1| y A=[2 1 1 10].
3 2 a 3 2 a b5

El rango de A es 2 independientemente del valor de a. El determinante de A es |A|:a—1 .
Discusién:

eSia=1,elrangode Aes 3y elrango de A" es 3. El sistema es compatible determinado y
su solucion es:
8a -1 —6a -1 -7
X = y = z
a-i a-1 a-1

eSia=1,elrangode Aes 2y el rango de A" es 3. El sistema es incompatible.



£~ EDITEX

0 1
3| y A=|0
1 1

QO = 4
- W o
— Q O

1
b) Sean A=|0
1

QO A 4

El rango de A es 3 para cualquier valor de a. El sistema es siempre compatible determinado y

su solucién es:
8 -a a+12 a-4
y: Z =

4 4 4
2 -1 2 -1 a
c) Sean A=|a 3|y A=|a 3 4
3 - 3 -1 2

El rango de A es 2 para cualquier valor de a. El determinante de A* es |A|=— a-7a+8.
Discusion:
eSiaz1ya=#8, elrangode Aes 2y elrango de A" es 3. El sistema es incompatible.

eSia=1,elrango de A es 2y el rango de A* es 2. El sistema es compatible determinado
y susoluciones x=1;y=1.

e Sia=-8, elrango de Aes 2y el rango de A* es 2. El sistema es compatible determinado
y su solucion es x = 10; y = 28.

Queda:
a) El rango de A es 2 y el rango de A" es 2. El sistema es compatible determinado y las dos
rectas se cortan en el punto de coordenadas x = 7/5; y = 1/5.

b) El rango de A es 2 y el rango de A" es 2. El sistema es compatible indeterminado y los tres
planos se cortan en una recta.

c) El rango de A es 3 y el rango de A" es 3 El sistema es compatible determinado y
los tres planos se cortan en el punto de coordenadas x = 2,2;y =-0,8;z = -1,6.

Queda del siguiente modo:
a) Si a # -1, el rango de la matriz A es 3 y el rango de A* es 3. El sistema es compatible
determinado y los tres planos se cortan en un punto.

Sia=1,elrango de A es 2y el rango de A* es 3. El sistema es incompatible y los tres planos se
cortan dos a dos.
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b) Si a # 1, el rango de la matriz A es 3 y el rango de A* es 3. El sistema es compatible
determinado y los tres planos se cortan en un punto.

Sia=1,elrangode A es 1y el rango de A* es 2. El sistema es incompatible y de los tres planos
dos coinciden y el tercero es paralelo a los dos anteriores.

c) Si a # 1, el rango de la matriz A es 2 y el rango de A* es 2. El sistema es compatible
determinado y las dos rectas se cortan en un punto.

Sia=1,elrango de A es 1y el rango de A* es 1. El sistema es compatible indeterminado y
las dos rectas coinciden.

Queda:

a) Si k=—3 el sistema es compatible indeterminado. La solucién de este sistema en este caso es
la siguiente: x=2t,y=-5t, z=3t ViteR.

Si k=2 el sistema es compatible indeterminado. Su solucién es: x=t,y=0, z=—t VteR
Si k#—3y k#2 el sistema es compatible determinado y su solucién es: x=0;y=0;z=0

b) Si k=-8 el sistema es compatible indeterminado. La solucién de este sistema en este caso es
la siguiente: x=t,y=7t, z=19t ViteR.

Si k+—8el sistema es compatible determinado y su solucién es la trivial: x=0;y=0;z=0
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W 8. Cierta marca de pintura es elaborada con tres ingredientes, A, 8y C, comercializidndose en tres tonos diferentes. El pri-
mero se prepara con 2 unidades de A, 2 de By 1 de C el segundo, con 1 unidad de 4, 2 de By 2 de C y el tercero con
una unidad de cada ingrediente.

El bote del primer tono se vende a 23 euros, el del segundo a 17 euros y el del tercero a 14 euros. Sabiendo que el mar-
gen comercial (0 ganancia) es de 3 euros por bote, ;qué precio por unidad le cuesta a dicha marca de pintura cada uno
de los tres ingredientes?

M 9. Una fabrica de chocolates emplea, para una de-
terminada marca, leche, cacao y almendras, sien-
do la proporcién de leche el doble que la de cacao
y almendras juntas. Los precios de los ingredientes
por kilo son: leche, 0,80euros; cacao, 4 euros; y
almendra, 10euros.

En un dia se fabrican 2000 kg de chocolate de dicha
marca con un coste total de 22 800 euros. ;Cuantos
kilogramos se utilizan de cada componente?

M 10. Para un determinado partido de futbol se ponen
a la venta tres tipos de localidades: fondo, gene-
ral y tribuna. Se sabe que la relacién entre los pre-
cios de las localidades de tribuna y general es de
19/18, y entre general y fondo es de 6/5.

Sial comprar tres localidades, una de cada clase, se
pagan en total 52 euros, ;cudl es el precio de cada
tipo de localidad?

M 11. Un tren transporta 500 viajeros y la recaudacién de sus billetes asciende a 2 142 euros. Calcula cuantos viajeros han pa-
gado el importe total del billete, que vale 9 euros; cudntos han pagado el 20 % del billete y cuantos el 50 %, sabien-
do que el numero de viajeros que han pagado el 20 % del billete es el doble del numero de viajeros que pagan el bi-
llete entero.

W 12. Andrés, Juany Luis son tres amigos. Hablando un buen dia sobre sus edades observan que: «El doble de la edad de An-
drés mas el triple de la edad de Juan es tres afos superior a cuatro veces la edad de Luis. El triple de la edad de Luis me-
nos el doble de la edad de Juan es siete afios inferior al doble de la edad de Andrés. El doble de las edades de Andrés y
Luis es tres afios inferior a cinco veces la edad de Juan». ;Cual es la edad de cada uno de los amigos?

M 13. Un pais importa 21 000 vehiculos mensuales de 3 marcas 4, B, C, al precio de 7500; 9 100 y 12 000 euros, respectiva-
mente. Si el total de la importacién asciende a 201,8 millones de euros y de la marca A importa el 40 % de las otras dos
marcas juntas, ;cuantos vehiculos de cada marca entran en el pais?

W 14. En una tienda, por comprar dos chaguetas y una blusa nos cobran 200 euros. Volvernos a la tienda y compramos una
chaqueta, un pantalén y devolvemos la blusa, y nos cobran 100 euros. En una tercera visita a la tienda compramos cin-
co chaguetas, un pantalén y una blusa, ;cuanto nos cobraran?
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SOLUCIONES

8. Llamando x, y, z al precio por unidad de cada uno de los ingredientes obtenemos el siguiente
sistema:

2x+2y+2z=23-3 x=8
IX+2y+2z=17-3 ;= y=1
X+yz=14-3 z=2

Cada unidad de A cuesta a 8 euros, cada una de B a 1 euro y cada una de C a 2 euros.

9. Llamando x a los kg de cacao, e y a los kg de almendra, queda: 2(x+ y)=kg de leche
Imponiendo las condiciones del problema obtenemos:

2(x+y)+x+y=9000 :3X+3y=9000 - x=2000
2(x+y)-0,8+4-x+10-y=22800] 5,6x+11,6y=22800 y=1000

Utiliza 2 000 kg de cacao, 1 000 kg de almendra y 6 000 kg de leche.

10. Llamamos X, y, z al precio de las localidades de los tres tipos. Obtenemos:

z/y=19/18 x=15
y/x=6/5 =y=18
X+y+z=52| z=19

La localidad de Fondo cuesta 15 euros, la de General 18 euros y la de Tribuna 19 euros.

11. Llamamos x al nimero de viajeros que pagan el billete entero, y a los que pagan el 20% y za
los que pagan el 50%. Obtenemos:

X+y+z=500 x=120
I9x+1,8y+4,52=2142 = y =240

12. Sea x la edad de Andrés, yla de Juany zla de Luis:

2x+3y=4z+3| 2x+3y-4z=3 x=17 Andrés tiene 17 afios
3z-2y=2x-7}=2x-2y+3z=-—7=y=15 iufﬂnt_ﬁene1195 anos
2x+2z=5y-3| 2x-5y+2z=-3| z=19 HIS fiene 19 anos
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13. Llamando x, y, z al nimero de vehiculos que importa de las marcas A, B, C respectivamente, e
imponiendo las condiciones del problema obtenemos:

X+y+z=21000 x=6000 6000 vehiculos marca A
7500x+9100y +120002=201,8-10° ;= y=8000 8000 vehiculos marca B

7000 vehiculos marca C
x=(40/100)(y + 2) z=7000

14. Sean x, y, z los valores de una chaqueta, una blusa y un pantalén, respectivamente. El
enunciado nos permite escribir el sistema:

2x+y =200
xX+y+z=100

El sistema es compatible indeterminado y sus soluciones pueden expresarse en la forma:

x =100 - 2
3
y =22
3

Si compramos 5 chaquetas, un pantalén y una blusa, nos cobraran:

5x+y+2z=5(100 — g) + % +2=500 — % + % + z = 500 euros

10
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD
3x-2y+47=8

M 15. Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones lineales: {x+ v +2z=1
Ix—-8y+8z=22
M 16. Resuelve y clasifica el sisterna de ecuaciones lineales:
x+y=3 y—-2x=-6 3v—6bx=-3

Representa e interpreta graficamente la situacién relativa de las rectas cuyas ecuaciones forman el sistema.

L ) . ) 3x+(2m+3)y =1
W 17. Sea el siguiente sistema de ecuaciones, en funcién del pardmetro m: -
=3mx+v=1
a) Exprésalo en forma matricial, siendo los elementos de una de las matrices que intervienen las variables x e v
b) Discutelo segun los valores del parametro m.

¢) Determina su solucién param = 5.

M 18. Dado el sistemna: x=2y=-3
-2x+3y+z=4
a) Clasificalo y resuélvelo.

b) ARade una ecuacién de modo que el sistema resultante represente las ecuaciones de tres planos que se cortan en una
recta.

M 19. La edad de una madre es, en la actualidad, el triple que la de su hijo. La suma de las edades de padre, madre e hijo es
80 anos, y dentro de 5 anos, la suma de las edades de la madre y del hijo serd 5 anos mas que la del padre. ;Cuantos
afios tienen el padre, la madre y el hijo en la actualidad?

W 20. Un grupo de personas se relne para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hombres, mujeres y nifios. Con-
tando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero de nifios. Ademas, si hubiera acudido una
mujer mas, su numero igualarfa al de hombres. Averigua cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursién.

M 21. Siaun ndmero de dos cifras se le suma 18, se obtiene el nimero con las cifras intercambiadas. Sabiendo que la suma
de las cifras del nimero es 16, encuentra dicho nimero.

10 -1
W 22. Dadala matriz A= (2 - ) resuelve por el método de Gauss:

a) El sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es 4 - A®.

b) El sistema de ecuaciones lineales no homogéneo cuya matriz ampliada es A* - A, siendo la dltima columna los térmi-
nos independientes.

M 23. Un cine proyecta una pelicula solo tres dias: lunes, martes y miércoles. Se sabe que el nimero de espectadores del mar-
tes se incrementd un 12 % respecto al del lunes, el miércoles ese ndmero disminuyd un 12 % respecto al martes y el lu-
nes ese nlmero superé en 36 espectadores el del miércoles. ;Cuantos espectadores vieron la pelicula cada uno de los dias?

W 24. Discute, seguin los valores de ty resuelve cuando sea posible, encontrando la solucién para la cual z = 1, el siguiente sistema:

X+y+z=0
tx+2z=0
x—y+tz=0

11
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SOLUCIONES

15. Se tiene que:

3x-2y+4z=8 3x-2y+4z=8
X+y+2z=1 &45y+2z=-5 (:){

3x-2y+4z=8 3x-2y=8-4z
;X—8y+82—_22 10y+4Z———10

Sy+2z=-5 Sy=-5-2z
Las soluciones son: x=2-8t; y=-1-2t; z=5t con teR

16. El sistema es incompatible. Las dos ultimas rectas son paralelas y la primera corta a ambas.

17. Queda:

a) 3 2m+3\( x| (1
-3m 1 y) 1
b) Si m;t—% y m#—1, el sistema es compatible determinado.

Si mz—%, el sistema es incompatible.

Si m=-1, el sistema es compatible indeterminado.

c) Para m=5, la solucion es: x:—i,y:i
33 11

18. Queda:

a) El sistema es compatible indeterminado y sus soluciones en este caso vienen expresadas del
siguiente modo: x=1+2t, y=2+t, z=t con teR.

b) Con la ecuacion —x+ y+z=1, el sistema es compatible indeterminado.
Con la ecuacién x+y+z=3, el sistema es compatible determinado.

Con la ecuacién —x+ y+2z=>5, el sistema es incompatible.

12
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19. Llamando x, y, z a las edades del padre, madre e hijo, respectivamente, obtenemos:

y=3z x+y+z=80 x=40 anos
X+y+z=80 = y-3z=0 = y=30 afnos
Y+5+z+5=5+x+5 x-y—-z=0 z=10 anos

20. Llamando x, y, zal numero de hombres, mujeres y niflos que van de excursidén, obtenemos:

X+y+z=20 xX+y+z=20 x=48
X+y =3z =>y+y-3z=0;=y=7
y+1=x -X+y=-1 z=5

Van de excursién 8 hombres, 7 mujeres y 5 nifios.

21. Sea el numero xy.

X+y=16 X+y=16 X+y=16 x=7 )
= = = Luego el nimero es 79.
10x+y+18=10y+x| 9x-9y=-18 x-y=-2| y=9
22. La solucion queda:
2 1 2 =0
a) A-A'= El sistema pedido es: i Y su Unica solucién es x=0;y=0.
1 6 xX+6y=10
5 2 1 5x+2y=1
by AA=l2 1 1 El sistema pedido es: 12x+ y =1
11 2 X+y=2

Este sistema es compatible determinado y su solucién es: x=-1; y=3

13
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La solucién queda:

. 112 .
El lunes fueron al cine x personas, el martes fueron mxpersonas y, por tanto, el miércoles

88 112
fueron ——-—— xpersonas.
100 100
. . 88 112
A partir del enunciado, obtenemos: x:36+m'm X= x=2500 Personas.

El lunes hubo 2 500 espectadores, el martes hubo 2 800 espectadores vy, finalmente, el
miércoles hubo 2 464 espectadores.

La discusién queda:

¢ Si t=—3el sistema es compatible indeterminado.
¢ Si t=2el sistema es compatible indeterminado.

eSi t#—-3y t#2el sistema es compatible determinado y su Unica solucién es la trivial
x=0; y=0; z=0.

x=2t
e Si t=—3la solucién es: < y=—5t con te R
z=3t
. 2 -5
Para z=1la solucién es: x=—; y=—; z=1
3 3
Xx=—t
¢ Si t=2la soluciéon del sistema es: < y=0 con teR
z=t

Para z=1 la solucioén del sistema es: x=-1; y=0; z=1

14



Unidad 4 — Programacion lineal
PAGINA79

cuestiones iniciales

1. Representa en el plano el conjunto de puntos que cumplen las si-
guientes condiciones:

y<2 0=x<3
a) 1y =-1 b) {0<y<2
l_x <y X+y=<=3

2. Escribe el sistema de inecuaciones cuya solucién es el conjunto de pun-
tos de la figura sombreada.

r

R

=

SOLUCIONES

£~ EDITEX

1. Las regiones quedan:

&Vﬂ

a) b)
¥ ¥=X
v=2
| | | | 5 | | | | X
y=-1

2. El sistema pedido es:

x-y>-1
2x+y<7
y>1
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M Aplica la técnica de ensayo y error en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Lentejas y garbanzos. En un puesto del mercado tienen 5 sacos de garbanzos y uno de lentejas. Un cliente se lleva una
cierta cantidad de garbanzos; después, otro cliente se lleva el doble de garbanzos que el cliente anterior, quedandose sdlo
el saco de lentejas. El vendedor solo vende sacos completos. Sabiendo que los diferentes sacos son de 19, 18, 31, 16, 15
y 20 kg, ;de cuantos kilogramos es el saco de lentejas?

2. Tres cartas. De una baraja espanola de 40 cartas, extraemos 3 y las colocamos en una fila horizontal. Las cartas veri-
fican las condiciones siguientes: a la derecha del caballo hay 1 o 2 sotfas; a la izquierda de |a sota, hay 1 0 2 sotas; a

la izquierda de un oro, hay una o dos copas; v a la derecha de una copa, hay una o dos copas. ;De qué tres cartas se
trata?

3. Primas. Dos amigos, Pedro y Luisa, se encuentran una tarde y Pedro le dice a Luisa: «Ayer estuve con mis tres primass.
Luisa le pregunta: «;qué edad tienen?», a lo que Pedro contesta: «el producto de sus edades es 2 450 y la suma de las
mismas es el doble de tu edad». Luisa dijo que con estos datos no podia saber las edades. Pedro afadié: «yo soy por lo
menos un ano mas joven que la mas vieja». Por supuesto, Luisa conoce la edad de Pedro. ;jCuéles son las edades de las
primas de Pedro y cudl es |a edad de Luisa?

SOLUCIONES

1. Sumando los kilos de todos los sacos, obtenemos 119 Kg Como un cliente se lleva cierta
cantidad y otro se lleva el doble de esa cantidad quedando sélo el caso de lentejas, entonces
al quitar a 119 Kg, el saco de lentejas debe quedar un numero que es multiplo de 3, esto se
cumple con:

119-20=99.

Un cliente lleva 33 Kg. en los sacos de 18 Kg. y 15 Kg. y el otro cliente se lleva 66 Kg en los
sacos de 19 Kg, 31 Kg, 16 Kg. El saco de lentejas es el que pesa 20 Kg.

2. El caballo y las sotas las sefialamos con CSS. Para que verifiquen las condiciones han de
ser: C,S, S,
Por tanto, las cartas son:
e Caballo de copas.
e Sota de oros.
e Sota de copas.
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3. Descomponiendo 2.450 en factores, obtenemos: 2450=2-5%.72

Las posibles edades de las tres primas son:

Prima Prima Prima .
Suma Luisa
1 2 3
2 25 49 76 38
5 5 98 108 54
5 10 49 64 32
7 7 50 64 32
2 35 35 72 36
1 49 50 100 50
7 14 25 46 23
7 10 35 52 26
5 14 35 54 27

Una vez hecha la tabla con todas las posibilidades, observamos que hay un resultado suma
repetido, por tanto ahi esta la razén de que Luisa le dijera a Pedro que con esos datos no podia
saber las edades. La edad de Luisa es de 32 afos. Luisa sabe la edad Pedro. Si Pedro hubiera
tenido 48 afnos o menos, no quedaria claro, por tanto Pedro ha de tener 49 anos y las primas 7,
7y 50 anos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Encuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:

a)x+y-7<0 b) 2x-y+3=0 ) y=3 d) x=5

M 2. Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:

03x+04y =09 b v+3x-7=0
0,2x-01y =12 v—6x+11=0

M 3. Encuentra el conjunto de puntos del plano que verifica el siguiente sistema de inecuaciones:

6=y=30
Sx+2y =100
bx+ v =30
Xx+2y =20
xz0
B 4. Representa la regién factible solucién del sisterma de inecuaciones: ?(S ;fjm . Encuentra los vértices de la misma.

X+ v =10 _6

B 5. Encuentra el sistema de inecuaciones cuya regién factible es el triangulo de vértices (1, 1), (2, 3y (3, 1).

B 6. ;Qué sistemnas de inecuaciones tienen por solucién la regién rayada en cada uno de los gréficos siguientes?

Y Y |
1 "1 ‘
1
2] 2l i
1
| s
1 qpe==m=s T !
i !
: : : : : i
o} 3 X o 1 2 3 4 5 X

B 7. Calcula el valor méximo y el minimo de la funcién f(x, y) = x + 2y, sometida a las restricciones:

y=4; X=3; X—y=3; x=-yvz=0

B 8. Maximiza la funcién z = 3x + 2v en el dominio definido por las inecuaciones siguientes:

W+2x=0; 3y—-x=1; 0=x=2]
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1. Las soluciones pueden verse en los dibujos siguientes:

al x+y-7=0 b) 2x-y+3z0

\‘r’ ¥

o) yz3 14

2. Las regiones factibles pueden verse en los dibujos que siguen:

aj b)
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4. El recinto pedido es el que puede verse en el dibujo.

N

Los vértices del recinto son los puntos P(10,0),Q(20,5) y R(5,5)
5. El sistemay la gréafica son:
y=1

2x—-y2>1
2x+y<7

6. Los sistemas quedan:

a) b)
x>0 0
x>
y>0
X<2 y>1
>x—1 X-y<2
y 2x+y>3
X+2y<6
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7. Laregion factible esta representada en el dibujo.
Los vértices son: O(0,0) A(3,3) B(3,0) C(0,-3)
La funcién f(x, y)=x+2y alcanza el valor maximo en A(3,3)y el valor minimo en C(0,-3).

8. La regidn factible es la representada en el dibujo.
Los vértices de la misma son: O(0,0) A[O,%J B(2,1) C(2,-4)
La funcion z=3x+2y alcanza el maximo en B(2,1) y este valor es z=8.

Y
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B 9. Representa el conjunto definido por las siguientes inecuaciones y calcula sus vértices:

—Xx+y=2
x+y=4
—x+2yz=-1

a) Calcula el valor maximo y minimo que alcanza la funcién f(x, y) = 4x + 2y en este conjunto.

b) Determina en qué puntos alcanza dichos valores.

W 10. Maximiza la funcién f(x, ) = x + ¥ + 1 sujeta a las restricciones:

O<y, 0=x<10; x<y, y-2x<6;, 3x+4y=24

M 11. Encuentra el minimo de la funcién z = 3x + 4y cuando se verifican las siguientes desigualdades:

X+2y=8, 2x+3y=12;, x+y=z6;, x=0;, y=0

M 12. Considera el tridngulo de vértices (0, 0), (2, 8) y (10, 3). Determina razonadamente:
a) El punto del triangulo donde la funcién fix, y) = — 4x + v + 9 alcanza el maximo.

b) El punto del tridngulo donde la funcién g(x, v) = 4x + v + 12 alcanza el maximo.

M 13. Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a un precio de 9000
euros y el modelo B a 12000 euros. La oferta estd limitada por las existencias, que son 20 coches del modelo A y 10 del
modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir los
gastos de esta campana, los ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36 000 euros.

a) ¢Cuantas unidades de cada modelo puede vender? Plantea el problema y representa su conjunto de soluciones.

b) iCuantos coches debera vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ;Cudl es su importe?

M 14. En una region se dispone de una area maxima de
600 ha para el cultivo de trigo y algodén. Las disponi-
bilidades de agua en la zona son, sin embargo, limita-
das, calculandose que el consumo global dedicado a
estos cultivos no puede exceder en el presente ano los
3000000 de m?. Razones de regulacién de los precios
obligan a una asignacion minima de 200 ha de trigoy
100 de algodén, y se estima que cada hectérea culti-
vada de trigo precisa de 6 000 m? por afio siendo
4000 m? los precisados por la de algodén. Las ganan-
cias gue se espera obtener por hectarea cultivada de
trigo son de 15 000 euros, mientras que la de algo-
dén producird 12 000 euros. ¢Cuantas hectareas de-
beran dedicarse a cada cultivo para obtener la maxima
ganancia?

M 15. La capacidad de produccion de una factoria permite elaborar diariamente 120 articulos del tipo A y 360 del tipo B. Las
reglamentaciones existentes obligan a que al menos el 80 % de la produccién total se destine a exportacién, pero la ca-
pacidad de inspeccion en la aduana es de solo 200 articulos diarios. El precio de los articulos del tipo A es cuatro veces
el de los de tipo B. Planifica la produccién diaria para maximizar los beneficios.
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SOLUCIONES

9. Los vértices de la region factible son: A(-5,-3) B(3,1) C(1,3)

La funcion f(x,y)=4x+2y alcanza el maximo en B(3,1) y vale 14y el minimo en A(-5,-3) y
vale —26.

10. Los vértices de la regién factible son: (0,6) (2—742—74J (10,10) (10,26)

La funcién f(x,y)=x+ y+1 toma el valor maximo en (10, 26) y este valor es 37.




11. Regidn factible no acotada.
Los vértices son: A(0,6) B(4,2) C(8,0)
La funcién z=3x+4y alcanza el minimo en (4, 2) y vale 20.

¥
N A
<A
X+2y=8
= X
0

Te2x+3y=12
T
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12. Llamando a los vértices O(0,0) A(10,3) B(2,8) obtenemos las ecuaciones de los lados:

lado OA=3x-10y=0; OB=4x-y=0
lado AB=5x+8y=74

La funcién f(x,y)=—4x+y+9 alcanza el maximo en cualquier punto del lado OB.

a) ¥

I/ \
T/ e aAn0,3)

|||||||||| I
T T T T T T T T T T

0io, 0} X

b) lafuncion g(x,y)=4x+y+12 alcanza el maximo en el punto A(10,3) y vale 55.

13. La solucién queda:

a) Llamando x al numero de coches del modelo A e y al del modelo B obtenemos el siguiente

sistema y la siguiente gréfica:

x=0

y=0 by | x=0
x<20 10 D c
y<10 y=10
x>y J E

9x+12y>36 7 ae— s

X, yeN

10
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Los vértices son:

A(4,0) B(20,0) C(20,10) D(10,10) E(%,%)

a) la funcién que nos da los ingresos es: z=9x+12y en miles de euros.
Esta funcion alcanaza el maximo en C(20,10) y este asciende a 300 000 euros.

14. Llamando x al numero de hectareas de tipo e y al numero de hectareas de algoddn obtenemos:

xz20;y20

X+ y= 600

Xz 200

y =100

6000 x + 4000 v = 3 000 000

La funcién al optimizar es z=15000x+12000y y el maximo lo alcanza en el punto (300, 300) es
decir debe plantar 300 hectareas de trigo y lo mismo de algodén.
15. Sea x el numero de articulos de A e y el de B.

0<x<120
0 < y<360
(B0/100) (x + ) <

La funcion a optimizar es z=4 px+ py y alcanza el maximo en B(120,130). Debe fabricar 120
articulos de Ay 130 de B.

4 Y x =120

y = 260
300

X + ¥ =250
200 T
B

100 \
0 100]4 200 W X

Vértices: OW0, 0) A(120, 0y B(120, 130) CiD, 250)

11
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ACTIVIDADES FINALES

W16,

W17,

H18.

M 19.

M 20. Un agricultor, para abonar una finca, necesita al menos 9 kg de nitrégeno y 15 kg de fésforo. En el mercado venden un
producto A que contiene un 20% de nitrégeno y un 40% de fésforo, y otro producto B que contiene un 30% de ni-

Un almacenista tiene en su almacén 150 kg de caramelos de limén y 180 kg de caramelos de menta. Decide venderlos
haciendo dos mezclas: una esta formada por la mitad de caramelos de cada clase y la vende a 2 euros/kg, y la otra con-
tiene la tercera parte de caramelos de limén y el resto de menta, vendiéndola a 1,5 euros/kg.

¢Cuantos kilos de cada mezcla debera preparar para maximizar sus ingresos?

Una empresa tiene dos centros de produccion en los que se fabrican tres tipos de productos, A, By C. Debe entregar se-
manalmente un minimo de 18 unidades de A, 16 de By 6 de C. El primer centro le cuesta diariamente 104 euros y pro-
duce cada dia 9 unidades de A, 4 de By 1 de C. El sequndo centro le cuesta diariamente 8 - 10° euros y produce cada
dia 3 unidades de A, 4 de By 3 de C.

iCuantos dias por semana debe trabajar cada centro para cumplir los compromisos comerciales y que los costes de pro-
duccién sean minimos?

El veterinario ha recomendado al duefio de un perro que el animal tome diariamente al menos 4 unidades de hidratos,
23 de protefnas y 6 de grasas.

En el mercado venden un producto en bolsas verdes que contiene 4 unidades de hidratos, 6 de proteinas y 1 de grasas,
y otro producto en bolsas blancas que contiene 1 unidad de hidratos, 10 de proteinas y 6 de grasas. La bolsa verde cues-
ta 1 euroy lablanca 1,5 euros. ;Cémo debe combinar el duefio ambos productos para dar la dieta necesaria a su perro
COon menor precio?

Para cubrir cierto trayecto, una compafiia aérea tiene dos aviones A y B. El nimero total de vuelos de los aviones no debe
ser inferior a 60 ni superior a 200. Ademas, el avién A no puede sobrepasar los 120 vuelos, pero debe hacer, al menos,
tantos como el B. Cada viaje de A supcne un consumo de 900 litros de combustible y proporciona a la compafia un be-
neficio de 2 000 euros. En el caso del avidn B, el consumo es de 800 litros y el beneficio es de 1 600 euros por viaje.

a) ¢Cudantos vuelos debe hacer cada avién para gue el beneficio sea maximo?

b) ¢Y silo que se desea es que el consumo de combustible sea minimo?

trégeno y un 30% de fésforo. El precio del producto A es de 4 euros’kg y el del B de 5 euros/ka.

iQué cantidad de cada producto ha de comprar el agricultor para abonar la finca con el menor gasto posible?

12
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SOLUCIONES

16. La solucién es:

450

400
Lirnén 300
Menta 1 ;”Q 2/3 200 ¢
Precio 2 €/kg 1,5 €/kg 100

-~ - X
Kg x ¥ 0
?2@9

La funcion a optimizar es: z=2x+1,5y
Sujeta a restricciones:

xz0; vz0 | xz0; y=z0
X2+ y3 =150 y=3x+2y<900
‘x”+j'1"3-“=-|8':|| ix+4v= 1080

Los vértices de la regién factible son:
(D, 0) A(300, 0) B(240, 90) Ci0, 270)

La funcién z alcanza el maximo en B(240,90) .
Luego debe preparar 240 Kg. de la primera mezcla y 90 Kg. de la segunda para maximizar
ingresos.

17. Recogemos la informacién en la siguiente tabla:

-- La funcién a optimizar es: z=10*x+8-10°-y

=18 Sujeta a las restricciones:
=1é xz0
B 4 4 =164 ‘k_x'_ x,ye N
C 1 3 |=26 i
y - 9x +3y=18
10 8-10 4x+4y=16
Dias _ X+3y=6
X b ’
semanad

La funcién alcanza el minimo en (1,3) es decir debe trabajar 1 dia en el primer centro y 3 en el
segundo.

13
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18. Recogemos la informaciéon que da el problema en la siguiente tabla. La funcién a minimizar
es z=1x+1,5y sujeta a las restricciones:

xz0;yz0,;xye &
dx+y=4
Bx+ 10y =23

—Verdes | Bl ||
4 1 =4

Hidratos
Proteinas o] 10 | 223
Grasas 1 o} 26
Precic € 1 1,5

P y

I“-

\
dx+ ¥y =4

—_— X
\ T X+ By =6
\ fx + 10v =23

La region factible esta formada por todos los puntos enteros de la zona sombreada.
El corte es minimo en el punto (1, 2) es decir que debe tomar 1 bolsa verde y 2 blancas.

19. Llamamos x e y al menos de vuelos de los aviones A y B respectivamente.

a) La funcién beneficio es: z=2000x+1600y que hay que maximizar sujeta a las siguientes

restricciones:

0<x<120
yz0

60 < x +y <200
xzy

x=120

1
|

X=y

/N

150 zo\k’
x+ =200

x+ y=60

/

Los vértices de la region factible son:

A100, 100) B(30, 30) Cl60, 0

D120, 0) E120, 80)

14
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La funcién z=2000x+1600y es maxima en E(120,80) es decir debe hacer 120 vuelos con el
avion A'y 80 con el avion B.

b) la funcién consumo f(x,y)=900x+800y que hay que minimizar sujeta a las restricciones
anteriores alcanza el minimo en B(30,30) es decir para que el consumo sea minimo debe
hacer 30 vuelos con A y 30 vuelos con B.

Sean x los kilogramos del producto A e y los kilogramos del producto B. Los datos del
enunciado aparecen recogidos en la tabla:

A B NECESIDADES
NITROGENO 0,2 0,3 9
FOSFORO 0,4 0,3 15
PRECIO 4 5
Las restricciones son:
0,2x +0,3y =29
0,4x + 0,3y 215
x>0
y=>0

La funcion objetivo a minimizar es F(x, y) = 4x + 5y. Con el programa Prolim obtenemos:

Es decir que para abonar la finca con minimo gasto tiene que comprar 30 Kg. de producto Ay
10 Kg. del producto B.

15
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M 21. Las necesidades vitaminicas diarias de una persona son de un minimo de 36 mg de vitamina A, 28 mg de vitamina C
y 34 mg de vitamina D. Estas necesidades se podrian cubrir tomando complejos vitaminicos de la marca Yy de la mar-
ca Z. Cada pastilla de la primera marca cuesta 0,03 euros y proporciona 2 mg de vitamina A, 2 mg de vitamina Cy 8 mg
de vitamina D. Cada pastilla de la segunda marca cuesta 0,04 euros y proporciona 3 mg de vitamina A, 2 mg de vitami-
na C y 2 mg de vitamina D.

iCuantas pastillas de cada marca se han de tomar diariamente si se desean cubrir las necesidades vitaminicas basicas
con el menor coste posible? Determina dicho coste.

W 22. En unaempresa se fabrican dos tipos de piezas de recambio, Ay B.
Para fabricar una pieza del tipo A se necesitan 2 kg de un metal y
para hacer una del tipo 8, 4 kg del mismo metal. La empresa dis-
pone, coma maximo, de 100 kg de metal y no puede fabricar mas
de 40 piezas del tipo A ni mas de 20 del tipo 5.

a) Plantea un sistema de inecuaciones que represente las restric-
ciones en la fabricacién de la empresa.

b) Determina graficamente los puntos del plano que verifican este
sistema.

¢) De entre las soluciones obtenidas, ;cudles son los posibles valores de las piezas de cada tipo (han de ser enteros) si se
quieren gastar los 100 kg de metal?

M 23. Un mayorista vende productos congelados que presenta en envases de dos tamanos: pequerio y grande. La capacidad
de sus congeladores no le permite almacenar mas de 1 000 envases en total. En funcién de la demanda sabe que debe
mantener un stock minimo de 100 envases peguefos y 200 grandes. La demanda de envases grandes es igual o supe-
rior a la de envases pequerios. El coste por almacenaje es de 10 céntimos de euro por cada envase pequefio y de 20 cén-
timos de euro por cada uno de los grandes.

iQué cantidad de cada tipo de envases proporciona el minimao gasto de almacenaje? Obtén dicho minimo.

M 24. Encuentra la distribucion de coste minimo para los problemas de transporte de cada una de las tablas:

a) Hiper A Hiper B Hiper C Ofertas
Fabrica A 4 4 6 600
Fabrica B 8 2 5 400

Demandas 500 300 200

b) A Bilbao A Santander A Zaragoza Ofertas

De Madrid 7 3 1 40
De Barcelona 1 4 2 80
Demandas 20 40 &0

M 25. Un camidn de 9 toneladas debe transportar mercancias de dos tipos: A y B. La cantidad de A no puede ser inferior a 4
toneladas ni superior al doble de la cantidad de B. Si el transportista gana 0,03 euros por cada kilogramo de A y 0,02
euros por cada kilogramo de B, jcémo debe cargar el camién para obtener la maxima ganancia? ;A cuanto ascenderia
esa ganancia?

16
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SOLUCIONES

21. Sean x el numero de pastillas que se han de tomar diariamente de la marca Energic e y el
nuamero de pastillas que han de tomar diariamente de la marca Vigor.

La funcién objetivo a minimizar es F(x, y) = 0,03x + 0,04y.

Los datos del enunciado aparecen recogidos en la tabla:

ENERGIC VIGOR NECESIDADES
A 2 3 36
B 2 2 28
C 8 8 34
PRECIO 0,03 0,04
2x + 3y =236
. J|2x+2y =28
Las restricciones son: 8x + 2y > 34
x20
y=0

Los valores que toma la funcién objetivo son:

F(18,0)=054; S S S F(6, 8
F(1,13)=055; S S S F(O, 1

Max(0,17)=0.6  Min(6, 8) =0.5

Para que el coste sea minimo, se ha de tomar diariamente 6 pastillas de la marca Energicy 8
pastillas de la marca Vigor. El coste minimo diario es de 0,5 euros.

22. La solucion queda:

a) Sea x el numero de piezas del tipo A e y el niUmero de piezas del tipo B.
Las restricciones son:

2x +4y <100
0<x<40
0<y<20

b) Los puntos del plano que verifican el sistema de inecuaciones son los de la zona sombreada
de la gréafica que, facilmente se obtiene.

50 - x
2

¢) Si se quiere gastar los 100 kilos de metal, las soluciones deben estar en larecta y =

y ser nimero enteros.
Vamos dando valores enteros pares (porque cada pieza necesita 2 kilos de metal) a x, entre
50 — x
5
Las soluciones son: (10, 20), (12, 19), (14, 18), (16, 17), (18, 16) (20, 15), (22, 14), (24, 13),
(26, 12), (28, 11), (30, 10), (32, 9), (34, 8), (36, 7), (38, 6) y (40, 5).

10 y 40, y obtenemos valores enteros de y en la ecuacion y =

17



23. Sea x el numero de envases pequenos e y el numero de envases grandes.

24.

Las restricciones son:

X +y <1000
x =100
y 2200
y=>x

La region factible es la zona sombreada que se obtiene en la grafica.

La funcién objetivo a minimizar es F(x, y)

=0,1x + 0,2y.

£~ EDITEX

Con el programa Prolim obtenemos que el minimo de F(x, y) se alcanza en uno de los vértices

de la regién factible:

F(100,900)=190; S S S S
F(500,500) = 150; S S S S
F(100,200)=50; S S S S
F(200,200)=60; S S S S

Max(100, 900) = 190
Min(100, 200) = 50

Por lo que el gasto minimo de almacenaje es de 50 euros y se consigue con 100 envases
pequenos y 200 envases grandes.

La solucién queda:

a) Sillamamos x a la cantidad de mercancia a transportar desde la Fabrica A hasta el Hiper A, e
y a la cantidad de mercancia a transportar desde la Fabrica A hasta el Hiper B, toda la
distribucién de mercancia, en funcién de las variables anteriores, queda en la forma que recoge

la tabla que sigue:

X

y

600 —x—-y

500 - x

300 —y

-400+x+y

El programa lineal a resolver es:

Minimizar la funcion z = -5x + y + 6200;

sometida a las restricciones:

x>0
y=0

x <500

y <300
X+ y <600
X+ y =400

La region factible es la zona sombreada.

\
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El valor de la funcién objetivo en los vértices A(400, 0), B(500, 0), C(500, 100), D(300, 300) y
E(100, 300) de la region factible es:

Zp,=4200 Zg=3700 Z;=3800 Zp=5000 Zg=6000

Se observa que en el vértice B se minimiza la funcion objetivo; por tanto, la solucion es x = 500,
y = 0, es decir, las cantidades a transportar son las que se recogen en la tabla que sigue:

500 0 100
0 300 100

b) Si llamamos x a la cantidad de mercancia a transportar desde la Madrid a Bilbao, e y a la
cantidad de mercancia a transportar desde Madrid a Santander, toda la distribucién de
mercancia, en funcion de las variables anteriores, queda en la forma que recoge la tabla que
sigue:

X y 40—x-y
20 -x 40—y 20+ x+Yy

El programa lineal a resolver es:

Minimizar la funcion z = 2x + 260;

x=0
y=>0
x <20
y <40
X+ y <40
x+y=>-20

sometida a las restricciones:

La region factible es la zona sombreada.

El valor de la funcién objetivo en los vértices A(0, 0), B(20, 0), C(20, 20) y D(0, 40) de la region
factible es:
Zpy=260 Zg=300 Z;=300 Zp=260

Se observa que en los vértices A (0, 0) y D (0, 40) se minimiza la funcién objetivo; por tanto, la
solucidn se obtiene para cualquier punto del segmento de extremos A y D. En este caso existen
innumerables soluciones; desde A (0, 0) hasta D (0, 40) como se muestran en las tablas que
siguen:

0 0 40
20 40 20
0 40 0
20 0 60

19



£~ EDITEX

25. Sea x las toneladas que debe cargar de A e y las toneladas que debe cargar de B.

x=>4
Las restricciones son: x=2y
+y <9
y=>0
|
La region factible es la zona sombreada. i ””N
| LR
L ..n\\||I||H|||||HHHMHHHHM HHHH““HIIH.M.

La funcién objetivo a maximizar es F(x, y) = 30x + 20y.
El maximo de F(x, y) se alcanza en uno de los vértices de la region factible:

F(4,2) =160 F(6, 3) = 240 F (4,5) =220

La ganancia maxima es de 240 euros, para obtenerla hay que cargar el camiéon con 6
toneladas de mercancia tipo A y e toneladas de mercancia tipo B.

20
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PAGINA 102

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

x>0 y=0
x+4y <16
x+2y <10
2x+y <14

W 26. Dado el siguiente sistema de desigualdades lineales:

a) Represéntalo graficamente.
b) Maximiza f = 3x + 5y sujeta a las restricciones anteriores.

c) Discute razonadamente si el resultado obtenido en el apartado b) seguira siendo el mismo al anadir la condicién x < 5.

M 27. Una fabrica produce chaquetas y pantalones. Tres maquinas diferentes (de cortar, coser y tintar) son empleadas en la pro-
duccion. Fabricar una chaqueta supone utilizar la maquina de cortar una hora, la de coser tres horas y la de tintar una
hora, y, para unos pantalones, la maquina de cortar una hora, la de coser una hora y la tintar no se utiliza. La maquina
de tintar se puede usar durante tres horas, la de coser doce y la de cortar siete. Todo lo que se fabrica es vendido y se
saca un beneficio de ocho euros por cada chaqueta y de cinco por cada pantalén. ;Cémo emplearemos las magquinas si
queremos sacar el maximo beneficio posible? Da |a respuesta en nlimeros enteros.

M 28. Un orfebre fabrica dos tipos de joyas. Cada joya tipo A se hace con 1 g de oroy 1,5 g de plata y se vende a 24 euros. La
de tipo B se vende a 30 euros y lleva 1,5 g de oroy 1 g de plata.

Si el orfebre sélo dispone de 750 g de cada metal, Jcuantas joyas ha de fabricar de cada tipo para obtener el maximo _@
beneficio?

M 29. Se va a organizar una planta de un taller de automdviles donde van a
trabajar electricistas y mecanicos. Por necesidades de mercado, es ne-
cesario que haya mayor o igual nimero de mecanicos que de electri-
cistas y que el nimero de mecanicos no supere al doble del de elec-
tricistas.

En total hay disponibles 30 electricistas y 20 mecanicos. El beneficio de
la empresa por jornadas es de 150 euros por electricista y 120 euros
por mecanico.

iCuantos trabajadores de cada especialidad deben elegirse para obtener
beneficio maximao?

W 30. Una empresa compra 5 autobuses a una factorfa francesa y 7 a una alemana. Quiere proveer al menos de 6 autobuses
a la estacion de Palmay al menos de 3 a la de Inca.

;Cudantos autobuses de cada tipo colocard la empresa en cada estacion si desea que el coste sea minimo, siendo el cos-
te del tipo de autobs, segln destino, el indicado en la tabla?

Francés Aleman

Palma 4 16
Inca g 17

M 31. Una fabrica produce gasolina y gaséleo en las siguientes condiciones: puede producir como maximo una tonelada de
cada producto y el minimo operativo es de 100 kg por producto. Los precios de venta son de 0,25 euros/kg la gasolina
y de 0,2 euros/kg el gaséleo. Si produce en total 1 700 kg, ¢cudl sera la produccién que maximiza los ingresos?

21
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SOLUCIONES

26. La solucion queda:

a)

—F——t——>x
x+dy=16

De+y= 1 x+2y=10
Los vértices de la regién son los puntos O(0,0), P(7,0),Q(6,2),R(4,3) y S(0,4).

b) el maximo de la funcién f=3x+5y es f=28, para x=6,y=2.
c) En el caso de afadir la condicion x<5, el maximo de la funcion f=3x+5y es f=27,5,

para x=5 y—§
b 2 -
27. Recogemos la informacién del problema en la siguiente tabla:

1 1 <7

Sujeta a las restricciones: Cortar
x=0 Coser 3 1 <12
X, ve &

y= Q ' Tintar 1 0 =3
X+ys= 7 Beneficio
IX+ V= 12 en € 8 5
X<3 MNomere de .

unidades X Y

¥

La region factible es la zona sombreada del grafico:

%
'\\3){ +y=12

22
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29.

Los vértices son:

{5 9
D[C'_. ':',I .-4.[3,. 0) 3[3, 3,' '::_ll T,- T II Dl':'_.

7)
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o 59
El valor maximo lo alcanza en C(E’E pero como los valores no son enteros tomamos los

enteros mas proximos dentro de la region es decir x=2y=>5 y el beneficio maximo sera de

41 euros.

En la siguiente tabla recogemos la informacion:

La funcién beneficio es: z=24x+30y
Sujeta a las restricciones:

x=20

- ox,ve £ ‘
vz ’
= »

x+15y£?ﬂll

TS
Cira ] 1,5

joyas

X

=50 g
Plata 1,5 1 =750 g
Precio 24 € 0s
Momero de

Dibujando la region factible obtenemos de vértices (0,0)(500,0)(300,300)(0,500)
El valor que hace maximo el beneficio es x=300 y =300

Llamando x, y al numero de electricistas y mecanicos respectivamente obtenemos que la

funcion beneficio es: z=150x+120y

Esta funcion hay que maximizar sujeta a las restricciones:

yzx
VE2Xx
ﬁsxi%ﬂ
D=y=20
x,yeZ

Representando graficamente la region factible tiene de vértices: (0,0)(20,20)(10,20)

El valor que hace maximo el beneficio es x=20 y=20.

23
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30. La informacion de este problema de transporte lo recogemos en la siguiente tabla supuesto

que x es el numero de autobuses desde Francia para Palma e y el numero desde Alemania

para Palma.
- F A
y 6

Palma X

Ince

5—x -y 3

La funcidn coste es: z=4x+16y+9(5—-x)+17(7-y)=>2z=164-5x-y
Hay que minimizarla sujeta a las restricciones:

x, ve M ‘

X+yzh ‘

La region factible queda representada en el grafico siguiente:

Los vértices de la regién factible son:
Ale, 0) B9, 0) C(0,9) N0, 6)

Z alcanza el minimo en el punto B9, 0).
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31. Llamando x, y al numero de kilos de gasolina y de gaséleo respectivamente obtenemos un

funcidén que da los ingresos de la fabrica es: z=0,25-x+0,2 y
Hemos de maximizar esta funcion sujeta a las restricciones:

100 = x = 1000

100 < y< 1000
X+ y=1700

La region factible esta representada en el siguiente grafico:

y \
1000 L
E D
+H
e
C &
L
%
A 8
100
01 100 1000 X

Los vértices de la region factible son:

A(100, 100) B(100, 100) C(1000, 700) D(700, 1000)
y E(100, 1000)

La funcién z alcanza su valor maximo en el vértice C es decir la produccién sera de 1 000 Kg

de gasolina 'y 700 Kg de gaséleo.

25
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Unidad 5 — Limites de funciones. Continuidad
PAGINA 104

cuestiones iniciales

1. En la funcién v = f(x), cuya grafica se adjunta, calcula:

- fr‘rr;_f{x): fr‘rr; f(x); fim f(x) "
el
o im fx); lim f(x); limf(x) TELC VAN B P
x=0" x=sr x—=0 / ™, =
. Hnlﬂ_ f(x): fmﬂ f(x) :

N X

o [im f(x) lim

. (-2); (0) "

* As(ntotas horizontales, verticales y oblicuas.

2
2. Dada la funcion f(x) = 2x2+ ix . halla:

* Jmfn im0 * Imfto)
SOLUCIONES

1. Los limites quedan:

Iim f(x)=4; lim f(x)=4= lim f(x)=4

X—2 x—2* X—2°

e lim f(x)=2; Iim f(x)=0=>no existe /im f(x)

x—0" x—0" x—0

o [imf(x)=—oc0; lim f(X)=4c

x—1" x—1"

e Jim f(x)=—1; Iim f(X)=+e

e f(-2)=2;f(0)=0

¢ Asintota vertical: x=1; asintota horizontal: y=1; Asintota oblicua: y=x+1

2. Los limites en cada caso quedan:

2x* +2x _ 2x(x+1) m 22X _

Iil _ -
o 1 =1 (x=1)(x+1) X x% 1 =0 x% —1
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PAGINA 125

ACTIVIDADES

W Utiliza la estrategia de simplificar y/o particularizar en |a resolucién de los siguientes problemas:

1 1 1 1 f——
1. Sumas. Demuestra: _+_+ﬁ+'"+m =0,498501

B 1.3 3.5
" . " . Plano de ciudad. La figura representa el plano de una ciudad. ;De cuantas formas

se puede ir desde A hasta B de manera que nunca retrocedamos?

3. Trama triangular. Resuelve el problema analogo al que figura en la pagina anterior,
considerando que en este caso los tridngulos equildteros que debes contar son los que
tienen el vértice hacia abajo.

4. Primos. Demuestra que la diferencia de cuadrados de dos nimeros primos mayores

" " gue 3 es siempre un nimero multiplo de 24.
A

5. Tablero de ajedrez. ; Cuantos rectangulos de lados desiguales hay en un tablero de
ajedrez?

%)

SOLUCIONES

1. Queda:

El termino general de la sucesién formada por los sumandos es: ——
(2n=1)(2n+1)

Descomponiendo este en fracciones simples, obtenemos:

1 _1/2 N -1/2
(2n-1(2n+1) 2n-1 2n+1

Aplicando esta igualdad a cada uno de los sumandos obtenemos:

1 12 -1/2
= +
1-3 1 3
1 1/2 -1/2
= +
3-5 3 5
1 1/2 -1/2

+
5-7 5 7

12 e
997 - 999 997 999

1 12 N -1/2
9499 - 1001 999 1001
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Sumando todas estas igualdades, obtenemos:

1 1 1 1/2 -1/2 1 1 1000 500

ettt =" =—- = = =0,499500
1.3 3.5 5.7 999-1001 1 1001 2 2002 2002 1001

Facilmente se comprueba la igualdad sin mas que poner el numero decimal periddico puro
dado en forma de fraccién:

499500 500-27-37 500
999999 1001-27-37 1001

0,499500 =

Por tanto, la igualdad que plantea el problema es verdadera.

2. Queda del siguiente modo:

Solamente consideramos los caminos en vertical hacia arriba que denotamos como V, en
diagonal hacia arriba que denotamos con D y en horizontal hacia la derecha que
denotamos con H.

En la figura tenemos sefalados el niumero de caminos que hay desde A a cada esquina.
Facilmente se llegan a encontrar esos numeros sin mas que ir trazando caminos. Asi en
el cruce que hay un 3 se llega a el desde A por tres caminos V-D-H; en el cruce que hay
5=3+1+1 se llega a el por cinco caminos: HHV-HD-DH-VH-HVH.

Observamos que el nUmero que hay en cada cruce es suma de los de las dos esquinas
contiguas si el cuadrado es cerrado y de las tres esquinas si el cuadrado es abierto.

3. Procediendo de forma analoga a la del problema de la pagina anterior, obtenemos:

...............

Trama n = 2 1 1

Traman = 3 3 3

Traman = 4 s} 1 7
Traman=5 10 3 13
Traman = ¢ 15 & 1 22
Traman = 7 21 10 3 34
Trama n = 8 28 15 b 1 50
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Observamos que aparecen dos sucesiones segln sea n= par 0 n= impar.
e Si n= par, obtenemos la sucesién: 1, 7, 22, 50, 95, 161, ...
Es una progresion aritmética o sucesién aritmética de orden 3 y su término general vale:

n-(n+2)-(2n-1)
24

e Si n= impar obtenemos la sucesion: 3, 13, 34, 70. 125, ...

Es una progresion aritmética o sucesion aritmética de orden 3 y su término general es:

(n=1)-(n+1)-(2n+3)
24

Por tanto, el nUmero de tridngulos equilateros con el vértice hacia abajo que podemos
contar en una trama triangular de n-unidades de lado es:

n-n+22n-1)
24

si nes par

in=1yn+1)2n+3)
24

si mes impar

e Enunatrama de lado n hay:

n
l. 1+3+6+10+15+21+28+...=( 2} triangulos de lado 1 con n>2

Il. 1+3+6+10+15+ ...

-2
(Z 4J triangulos de lado 2 con n>4.

-4
Il. 1+3+6+10+15+...=[n GJ triangulos de lado 3 con n>6.

Asi sucesivamente.

2-2k
En general es (n+ ok jcon k=1,2,...,n k= Numero de unidades de lado.
n_
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4. Hemos de demostrar que p®—q° =24 siendo p y g nimeros primos mayores que 3.
Para demostrarlo, veamos primeramente que si p es un numero primo mayor que 3, entonces

p? —1=24 p? =1=(p-1)(p+1)

Los nimeros estan colocados:

p—1 '? p+1
primo

Como p es primo, p—1y p+1 son miltiplos de 2 y uno de ellos también es multiplo de 4,

pues en tres numeros consecutivos mayores que 3 con los extremos pares a la fuerza uno de
estos extremos es multiplo de 4.

También (p—1)o (p+1)han de ser miltiplos de 3, puesto que son tres nUmeros
consecutivos.

Por tanto, se cumple que p? —1=2-4.3=24. Ademas como:
p? - =(p*-1)-(q° -1)= p® —q° =24 -24=24

Por tanto, se cumple que la diferencia de cuadrados de dos numeros primos mayores que 3
es siempre multiplo de 24.

5. Partimos del siguiente cuadro:

TIPOS DE RECTANGULOS

TIPO DE

R i BN SN IR TSI Py e EEe) e P
1x1 1 1
242 4 | 4 1 0
3x3 o | 12 | 6 4 | 4 1 36
dxd 6 | 24 |16 ] 8 | o |12 & | a | a 1 100
5x5 25 | 40 | 30 | 20 | 16| 24 |16 ] o | 12| a4 | 225

Observamos la sucesion del numero total de rectangulos (incluidos como tales los cuadrados):
1,9, 36, 100, 225, 441, ...
1%, 3%, 6%, 10%, 15%, 21%, ...

En un tablero 8x8, que es un tablero de ajedrez, hay 36%=1296 rectangulos.

Si nos quedamos solo con los no cuadrados, habria 1296 -204 cuadrados =1092 rectangulos
no cuadrados en un tablero 8x8.
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PAGINA 130

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

¥ Y
y=g(x)
3
=X
X
e f(-3) * f(-2) * f(0) e f(4) = Jfﬂg(x) . n’in; glx)
. fr'rgf(x) . J’r'rroaf(x) . !frgf(x) . ﬁng:f(x) e [im g(x) . J’in_'r glx)
. i’ﬂn_f(x) . ;’Lrﬂi‘(x) . mef(x) . f_rgf(x) . i’in;r_g(x) . !ir?g(x) —er

B 2. Representa graficamente funciones que satisfagan, respectivamente, las siguientes condiciones:

a) Iimf(x)=2; limflx)=-2; fi-3)=-2; Dom =& Im f=[-3, 4ea).
x—-3 r—=-3

h) g estrictamente decreciente en (0, 6); asintota vertical en x = 6; Hn;} glx) = —2; no existe g(3).

c) h acotada inferiormente por 2; fim h(x) = 2 ; asintota vertical en x = 2; {im h(x) = +oo.

W 3. Calcula los siguientes limites:

S
ay fim x— e) lim {X—} iy lim 3
e =0 | 3 Ko
4 . 2 B 21
by fim 4x f) fim [—5} i) Jim [7}
Ko x—-e| K=o | 3
3
] g) fim [ e i} K fim —
0| x? o= x4+l X+2 L I
-2 4
o Hm[x—} by lim 3~ B 2=
=0 § Pt e x4 3
B 4. Determina, si existen, las asintotas de cada una de las siguientes funciones:
X e A =
a) fx)= o hix)= e) jix)=——F—
X X +4 < =7
b) o) =% d) iy 2023 H k=23
X+2 X —0x A=



£~ EDITEX

SOLUCIONES

1. Los datos requeridos son los siguientes:

v = f(x)

 f(=3)=2 e fi-2)=0 e f(0)=2

¢ fi4) no definida

e Iim fixy=3 o lim fix)=2
X —=3 x=0

o« Iim fix)=2 o lim  fix) no existe
¥ — 3 x—3

o lim fix)=1 e lim fixi=0
=1 I

o lim fixynoexiste o MM flx)=1

¥ — 1 x—2
y=gix)
o lim glx) = — o lim g=-2
¥ —3 ¥— 27
. fim gix) = 0 « lim ZiX)= 4=
X o= 4o X — —oo
o [im g(X) = +eo « lim gix) = —=
X — 0 ¥ — 07
« lim gixinoexiste o lim gix) no existe
¥ =17 x—2

2. Las graficas quedan:

a) Y b) o <) Y
° I\

\ " X g X _/3
\ 1 / 31 a 2 X

t 5 0 145 6 0

_3: =2 =1 = 2-11 120 3
I B -2
\'-a __________
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3. La soluciéon en cada caso es:

a)0 b)+ C) +o d) + e)0 f)0
g)0 h)0 i) + o0 o K)+ oo [) — oo
4. Queda:
a) f(x)= ax
x =1

Asintotas verticales: x’ =1 =0 = \x = +1 \ |X =—1 |

. . ) X
Asintotas horizontales: [im 1 =0=

XN — £o2 Xz_

Asintotas oblicuas: no tiene.

2

b) g<x>=XX+ >

Asintotas verticales: x+2=0 =

2

Asintotas horizontales: /im =+o00 NO existen.

xoteo X 42

Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

X
. f(x . X+2 x?

m= lim —)= Iim = 5 =1
Xk X X—oke ) x>t X< 4 DX

X—>too x>k | X4+ D

La asintota oblicua queda

2 —
n=lim (f(x)—mx)= //'m( X —xJ= lim =2X = _»

X -4
X +4

Asintotas verticales: no existen.

e BN T

c) hix) =

Asintoras horizontales: [im

Asintotas oblicuas: no existen.
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_2x°+3
x*—-9x

d) f(x)

Asintotas verticales: |x=0| [x=3| |x=-3|

. . 2x*+3
Asintotas horizontales: /im =0 quedando |y=0
Jim = —-=0a

_x?+x-5

&) ="

Asintotas verticales: x=2

Asintotas horizontales: no tiene.

Asintotas oblicuas: y= x+3

f)  k(x)=

2x-4
Asintotas verticales: x=2

Asintotas horizontales: no tiene.

Asintotas oblicuas: y= % X+1
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PAGINA 131

W 5. Calcula los siguientes limites:

Z _ 7
a fim X3 1 a) Iim X 1 m) fim [\\Jx+2—\fx—2}
e 3 x—=1 Vlrx_-l H—tm
=l = i =
b) h’mxzim h) Hmﬁ n Iim (Ve £ x+1- x)
LT C e P *=0 X A
| : X o sl
c) fim R —— A) fim [\\sz — X -2+ 1)
x—>—~x2+‘] 5=l f‘|+x_ /1_)( H—te
=] x> +6x+9 (Bx e
d) i yolim——— i
)y I s 2 x—-rf’«(5xf1)
3
= r=ln 2x* +6x -3 (1=
e) _ k) lim———— ) hm( )
x=-2x3 4 3x? 4 2x x50 Jx? 4 By il ]
£41
7 _ 2 " v Ninenys
1) ;{mw ) ;;mM q fim (iﬁ”)
SR ] it X s
[l 6. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
x| x*-9
e 5—7 six#0 el R e Six#3
5 six=0 6 Six=3
2 P i i i P
b) X=[x 1 osixs2 d I(X)=[2x 1 six>-1
1x+1 six>2 13 Sx=-1
M 7. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R:
4 Al
kx -3 six <4 — sixz-1
at Fix)— b) glx)=1 x?
R ay e e ) gl =1 x .
k six=-1
1 ]
—+b six=-1
: X
8. Sealaf o] =
u S22 lreionifig 3 +4 si-l1<x<l
x> +8 sixz1
Halla el valor del parametro b para el cual la funcién f(x) es continuaenx=-1yenx=1.
B 9. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos:
e e S e* six=0
a) f(x)= 2= b) f(x)=1" e d f)={1-x si0<x<1
Xt —2x e™" six>0 :
s six =1

10
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SOLUCIONES

5. Los limites quedan:

2

, X -
a) lim — =0
X—too X =1

P X —x+6
b) lim ———— =+
N teo X +3IX+2
P -1
c) Ilim — = too
xot+eo X+ 1
d) Iim X 1 h"m x-Dx+1) = h‘mL: 2
1 X =1 el (X=X X+T1) w1 X+ X+ 1 3
e) Ilim X =x=6 ;"r‘m X+ 2)x-3) _ lim X-3 __ >
x—m2 X +3X 42X o2 X+2)X+X) L0 X+ X 2
c s xz—SX+6 . {x—2}{X—3}@ x-3
fy lim —s———= Iim 2 = [lim no existe este [imite
ox=1 oox=1 Vx+1
g) Iim —= = Iim =

= limVx+1=2

x— 1 Vx—1 x — 1 V‘;_1 \"f;+1 x = 1

2 - \-*'ﬂ

, . 2-\V4-x 24+V4-x P 1 1
x—0 X x—=0 X 2+V4-x x-0 2+V4-Xx 4
i) Iim X = Jim X V1T 4+ x+ V1 -x

xo0 VT +X=VT =X xoo VI+Xx=VI-X T ixeVviox

L VT + x4+ V1T =X
lim
x—=0 2

=1

. X*+6x-9
Iim———=
x—3 X—3

)i este limite no existe

11
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2x3+6x—3

k) [lim = no existe este limite

xo0 2X +5x

N /I,m(x—1)(2x+3):_§
x>1 (x=1)(x—4) 3

m) lim (VXT2-Vx=2) = Jim (VX + 2 - }-’x— 2)Vx+ 2 +Vx-2) _
X —> +o0 X —> teo VX+2+Vx-=2
Iim — 4 =0
X— o0 VX+2 +VXx-2

Ve +x+1+x

n Iim VX+x+1-x= Iim V¥ +x+1-x) Vet x+ 1+ x
X — 4o X — +oo

. X+ 1 1
Iim = = —

!
x40 VX2 4+ X+ 1 +x 2

* -* | o/ , (VX —x+ V2 4+ 1)
B lim (VE—x-VIE+1)= lim (VR —x— VI ¢ 1) Xt 2+ )

X — 4oo X — oo [\.ﬁu,fl)(2 - X+ VQXE + 1}

. —x?—-x-1
lim — p = —0
x—= 4o VX2 = x +V2X7 + 1

3x+2)- ( i};t: —1] _96,-'5

Ix+2
o) Iim (M) @ i

1
X — 4eo SX— g

P ox—1 L2+ e’

X1\ G | Xl 1"] in
p) Iim ( 5 )"‘ =e*” /=
x—=1\VX + 1,

7

7
X — 4ea \ X

P X2+2X+1 X2+1-|®m'n X2+1 x2+2x+'| 5
Iim | ————— | *- —gprte ( _1)
e

x—1

12
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6. En cada caso queda:

a) Para esta funcion:

' X i—x)
lim txi= [lim 5- Ll = lim 5- =6
x— 0 x— 0 X x— 0"
L i X . X
fim fx)= fim 5- I = Jim5-2 =4
X0 ¥ 0° X X 0" X
f(0)=5

f(x) no es continua ni por la derecha ni por la izquierda en x =0. Es continua en R —{0}

b) En este caso:

lim gx)= Jim (x*-1)=3=g(2)
¥ =2 X—= 2

lim gxi= Jim x+1)=3=gi2)

X—=2 X — 2"

g(x) es continua en toda la recta real.

c) En este caso:
_ ) X+ 3)x —3) L .
Iim hixi= Im x = fim ———— = Jim x+3)=6
S ' w1 X— =3 Xx-3 X =3

lim hix)= Jim x+3)=6
=3 =3

h(3)=6 , por tanto h(x) es continua en toda la recta real.

d) Finalmente:

lim Ix)= fim 3=3
X — =1 X ==l

lim = Jlim (2x-1)=-3
X —=-1" x—=-=1"
fi=11=3

I(x) es continua por la izquierda en x=-1, pero no lo es por la derecha.

Luego, /(x) no es continua en x=-1, o bien /(x) es continuaen R —{-1}

13



7. En cada caso queda:

a) [lim f(x)= lim f(kx—3)=4k—3=f(4):>k=14=

xX—4" X—4" 4

[\SYIEN|

lim f(x)= lim f(-x* +10x-13)=11=f(4)

x—4* x—4*

f(4)=11

f(x) es continua en toda la recta real para k =g

g(x) no es continua en x=2 para ningun valor de k.

8. La solucion es:

e \Veamos la continuidad en x=-1

Los limites son: Iim (%+bj=1+b Iim (3x2 +4)=7

x->1 | x x—>1"
f(-1)=1+b

f(x)es continuaen x=1si 1+b=7=b=6.

e VVeamos la continuidad en x=1

Los limites son:  lim (3x? +4)=7 lim (- x® +8)=7

x—1 x—1"
f)=7

Luego f(x)escontinuaen x=—-1yen x=1si b=6.

£~ EDITEX
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9. En cada caso queda:

2_
f(x)= X" -4 es discontinua no evitable en x=0y discontinua evitable en x=2,

L2
X -2x
evitemos esta discontinuidad redefiniendo la funcion de este modo:

a)

f(X):{(Xz —4)/(x* -2x) sz.'x;tZ
2 Six=2

b) En x=0lafuncidén presenta un punto de discontinuidad no evitable con salto finito, al ser:
Iim(2-x)=2 y Ilime =1
x—0" x—0*

c) En x=1 lafuncion tiene una discontinuidad no evitable con salto finito, al cumplirse:

lim (1-x2)=0 vy lim x=1

x—1 x—1"

15
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PAGINA 132

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 10. Calcula xﬁm f(x) cuando:

2x +3 X e +1
a) f(x)= by f(x)= o flx)=
) 00 ax 5 ) R ) f(x) 1
XB
M 11. Obtén las asintotas verticales y oblicuas de la funcién f(x) = — -
X p—
M 12. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
0 six -1 . , 0
a) flxy=+x+1 si—lex=3 b) glx)= € X<
—x*+2x+1 six=0

X -5 six>3

0 six <0
W 13. Dadala funcién f(x)=1{x> si0<x <2, represéntalay estudia la continuidad en x =0, x=1y x= 2.
X sixz2

W 14. Dibuja la grafica y escribe las ecuaciones de una funcion real que cumpla: sea continua en todos los puntos; sea lineal si —@—
X <=3, cuadratica en el intervalo [-3, 3] y tienda a 0 cuando x — +es.

ax

e six<0
W 15. Dadala funcion f(x)=1x+2a 0= x <2, calcula los valores de a y b para que f(x) sea continua.
—-x+b si2<x

M 16. En la oficina central de Correos de cierto pals estan expuestas las tarifas del servicio de cartas, que son las siguientes:
— Cartas hasta 20 g de peso: 0,35 euros.
— Por cada 10 g o fraccion de exceso de peso hay que afadir 0,05 euros mas.

a) Escribe la férmula de la funcién y = fix) (donde x representa el peso de cada carta e y el precio gue tenemaos que
pagar para enviarla), hasta 50 g.

b) Representa graficamente la funcion f. Indica en qué puntos de su dominio es discontinua y por qué.

M 17. La puntuacién obtenida por un estudiante en un examen depende del tiempo que haya dedicado a su preparacion (x,
expresado en horas) en los siguientes términos:

siD=x <15
P(x) =
six =15

2%
0,2x+3
a) Representa graficamente la funcién y estudia su continuidad.
b) iCuéntas horas debe dedicar a preparar dicho examen para obtener una puntuacion de 7,57

) Justifica que la puntuacién nunca puede superar los 10 puntos.

16
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SOLUCIONES

10. Los limites quedan:

., 2X+3 2
a) Ilim =—=
x>t 4x—-5 4

b) lim -0 o) lim &1, iim

1 e +1
2 X—*too X2 +5 X—+e @7 X _A x=- g™ X _1

=1

11. Las asintotas quedan: asintotas verticales x=1y x=-1, y asintota oblicua: y=x.
12. Queda del siguiente modo:

a) f(-1)=0; lim (0)=0; /im (x+1)=0

x—-1" x—-1"

f(3)=4 ; Iim (x+1)=4 ; lim (x>-5)=4

xX—-3 x—-3"

f(x) es continua en todo R.

b) g(0)=1; lim (e*)=1; Iim (—x®+2x+1)=1

x—0~ x—0*

g(x) es continua en todo R.

13. Queda:
Wi
4 7
13 f..'ll
12/
I/
5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 x

En x=0, lafuncién f(x)presenta una discontinuidad evitable.

En x=1, la funcion f(x)es continua.

En x=2, lafuncion f(x) presenta una discontinuidad no evitable de salto finito.

17
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14. Queda:
Y
4
s
r/ 2 ¥ =Tix)
/ 1
'._f
-4 -3 -2 -1 1 2 N4 _— x
—x-3 siox <=3
1 )
_ —— ¥ +3 si-3<x<3
R 3
—{x=13) .
six>=3
¥+l

15. La solucién queda:
e f(0)=2a

lim (x+2a) ; lim e* =1

x—0* x—0"
. . 1
f(x) es continua en x=0si a:E

e f(2)=2+2a=3

Iim (-x+b)=b-2 ; lim (x+2a)=2+1=3
x—2* x—0"

f(x) es continuaen x=2si b=5

Luego f(x) es continua en todo R si a=% y b=5.

18
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16. Queda del siguiente modo:
a) La ecuacién queda:

0,35 si 0<x<20
3 0,40 si 20<x<30

f(x) .

0,45 si 30 <x<40

0,50 si 40<x<50
b) |
050 | Y
0,45 | e
0,40 | P
0,35

1 20 30 40 50

c¢) La funcién es discontinua en x=20, x=30 y x=40. Siendo estas discontinuidades no
evitables de salto finito.

17. La solucién queda:

y {puntuacion)

S = R oW o=
+—t——

36 91215 x (horas)

Para sacar un 7,5 necesita 45 horas.

Esta funcion es continua en su dominio [0,+ ) y presenta una asintota horizontal en 10.

19
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Unidad 6 — Derivadas

PAGINA 135

cuestiones iniciales

1. Calcula los siguientes limites:

f(2+h)-1(2)
h

b) g(x) = V3x +1; im glx +h) - glx)

2 S
a) fix)=3x"+5 A’r_rﬁ

2. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2, -3} v su pen-
diente vale —1/5. Halla la perpendicular a esta recta en el punto A.

3. Calcula la tasa de variacién media en los intervalos [0, 2] y [2, 4] para
cada una de las siguientes funciones:

a) filxl=3x b fL=3x+2 o fix=x d) k=3
4. Dada la funcién f(x) =|2x - 4|, calcula:

iim f(2+h)-f(2) im fl2+h)-f(2)

h—=0= h h—=0- h

SOLUCIONES

1. La solucién en cada caso es:

f(2+h)—f(2) 3(2+h)2+5-17 12h+3H°

a) Iim = lim = lim =lim (12+3h)=12
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
- 3(x+h)+1—4/3x+1
o) fim SHN=g()_ o NBLeh) -8t 3h __ 3
h—0 h h—0 h h=0 h(\/3x+3h+1 +/3x+1) 2,/3x+1

2. Queda:

e La recta debe tener una forma: y:—%x+b

Como ha de pasar por A(2,—3):>—3=_§+b:> b:—%

La ecuacion de la recta es: y=—%x—E

5



3.

4.

e Laecuacién de la perpendicular es: y=5x+b
Por pasar por A(2,-3)=-3=10+b=b=-13

La recta pedida tiene por ecuacion y=5x-13

Queda:
a) tym 0, 2] = W—gﬁ =3
b [2, 4] = f'.u:4_:n;f.[2_:n _ 122—6 _5
b tur [0, 2] = r’ziz_:u;f;[m _ 8;2 _s
o [2, 4] = f'2|:4_:|;r;|121 _ 142—8 _3
¢) tum [0, 2] = ’3"22& _ ; 4
o 12, 4] = f'3|:4_:n;f'3[2_:n _ 642—8 _ s
d) [0, 2] = rln:z_:u;f;u:m _ 3’-;3” .
b [2, 4] = f'4|:4_:|;f4|:21 _ 3‘;32 a6
Queda:
f(X)=|2X—4|:0{f;;jjis;(ii2
iim f(2+h)—f(2)= m 2(2+h)—4—0:2
h—0* h h—0 h
iim f(2+h) (2)= —2(2+h)+4—0=_2

£~ EDITEX
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PAGINA 155
ACTIVIDADES

B Busca analogfas en el archive de tu experiencia que te sean Utiles en la resolucién de los siguientes problemas:

1. El manantial oculto. En una antigua ciudad amurallada, de forma rectangular, existfa en un punto intramuros un ma-
nantial que se encontraba a 2 100 m de la esquina superior izquierda, a 600 m de la esquina superior derechaya 1 800 m
de la esquina inferior derecha. El manantial actualmente ha desaparecido. ;A qué distancia se encontrarfa de la esquina
inferior izquierda?

2. Numero oculto. La siguiente expresién esconde un ndmero conocido. ;Sabes cual es?

1+ 1
1
1+
1+ 1
1+...

3. Monedas. ;Es posible colocar 18 monedas en 9 filas de manera que cada fila contenga 4 monedas?

4. Tantos por ciento. Parte de los 8 000 habitantes de un pueblo se va de vacaciones en verano. De los que quedan, al
63,636363...% les gusta la musicay al 22,297297297...% les gusta usar pantalones vaqueros. ;Cuantos habitantes se
fueron de vacaciones en verano?

SOLUCIONES

1.

La solucién es:

& — P
—
¥ 2ip6~ o
+ DUm.L‘-"'—-.._‘_H T
.i
-~
-~ A
z _E'/ \i%"}
- N
-
- AN
T

Denotando con x, y, z, tlos lados de los distintos triangulos rectangulos que se formen y con
a la distancia que queremos hallar, al aplicar el teorema de Pitagoras, obtenemos:

x%+y?=2100°

X2 +y?=21002 ~y®-t*=-600°

y2 +12=6007 x? -2 =2100% -6007
22 +t2=18002 22 +t2=18002
x2+22=3a° x2 +22=21002 -6002 +18002

Entre esta Ultima igualada obtenida y la ultima igualdad del sistema, obtenemos:

a®=2100%2-6002+18002 =a=2700m
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Queda:

Llamando x a la expresion dada, obtenemos:

x=1
* 1
1+ 3
1 Tr.
1£/1+4 1+
o X— 1= X%~ x—1=0=> x= 2+ =1‘£/g,|uego x=1+£/€:¢: numero de oro.
X

La solucién queda:

N ‘fi | II/

[ /o

A

/ _a
o
e/

T

.

.
S
e
e

En la figura puedes ver 18 monedas colocadas en 9 filas y con 4 monedas

La solucion es:

Sabemos que 63,6363...=m=m y que 22,297297 ...= 22275 _2475_825

99 11 99 11 37

Al 63,66 %de los que quedan les gusta la musica, es decir, al 7010 % les gusta la masica.

Al 22,297 %de los que queden les gusta usar pantalones vaqueros, es decir, al 8?%5% les

gusta usar pantalones vaqueros.

. .. 700 7
Les gusta la musica: ETH x:ﬁ-x

85 33

Les gusta usar vaqueros: X=—— X
3700 148

Por tanto, x ha de ser multiplo de 11 y 148.
Puede ser x=1628;x=3256;x=4884;x=6512.

Se fueron de vacaciones: 6 372 si x=1628;4744 si x=3256; asi sucesivamente.
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PAGINA 160

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Halla la tasa de variacién media para las siguientes funciones en cada uno de los intervalos: [-2, 2]; [0, 3]; [4, 5]

al fix)=6 b) glx)=-2x+5 c) hix)=x24+4

W 2. Calcula la tasa de variacion media para la funcién f(x) = 3x? - 2, que es creciente en todo su dominio, en los intervalos
[-1, 2], [0, 3]y [2, 5]. ¢En qué intervalo crece mas rapidamente la funcién?

W 3. Sesabe que el crecimiento de bacterias en cierto cultivo preparado en un laboratorio viene dado por:

1000t +50
100 + ¢

siendo t el tiempo en horas y N el nimero de bacterias al cabo de t horas.

N(t) =

a) Halla la variacién media del nimero de bacterias entre los instantes t = 2 horas y t = 5 horas.

b) Halla la velocidad de crecimiento de esta poblacién de bacterias y al cabo de 2,5 horas.

M 4. Elvolumen de ventas de ordenadores en un gran centro comercial y en una determinada época del afo, en funcion del
tiempo en dfas, viene dado por y = -2t + 80t + 760.

a) Halla la variacién instantanea al cabo de 2, 10y 28 dias. —9

b) ¢En qué momentos aumenta el nimero de ventas y en cudles disminuye?

M 5. Calcula, mediante la definicién, las derivadas siguientes en los puntos que se indican:
alflx)=x*=3 ; f(I) c) f(x)=10 ; f(0)
2

b) f(x) = h ; DF(2) df)=x—3 ; DFT)

M 6. Haciendo uso del concepto de derivada lateral en un punto, estudia la derivabilidad de las siguientes funciones en x = 0.

a) ¥ b) 7 c Y

| A

1

[ IO
1

ah el

o

gl Bl

ol
>
I
=
-
ro|st---—-

-x*+1 six<0 -x*-x six=<0
f(x) = x| glx) = , hix) = .
1 sixz0 sen x six>0



SOLUCIONES
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1.

La solucion en cada caso es:

E’I' tl':m [_21 .2] = G : tl_.m [CI, 3] = D : tl..'.rn [4‘_. 5] = CI
b tim [-2,2]1 =2 | tm[0,3]1=-2 ; tum[4, 5]1=-2
C) by [=2,2]=0 : tml0,3]=3 : tuml4 5]=9

Queda:

fl.-m [—112]:9 : fl.-'m [':I, 3]:2? : fl.-m [2, 5]:11?

Crece mas rapidamente en el intervalo [2,5].

La solucion es:
N(5)-
a) Vm :tvm [255]:%

2550+1000h o4

_ 2
b) V =t (2,5)= lim N(2,5+h) N(2’5)=l/'m 100+(2,5+h) 8,28
h—0 h h—0 h

En cada caso:
V, (2)=72
V;(10)=40
V; (28)=-32
Aumenta los 20 primeros dias y después disminuye.
Las derivadas quedan:
a) F()=tim I =1V _yy X =342 X =1 i (x4 1) =2

x—1 X — x—1 x -1 x->1 x —1 x—1

-2
+ 2

o) F(2)=fim X =13 _ oy Xx=1 2x—4 =2

xX—2 X -2 x—2 X — xaz(x_‘])(x_z) x->2 x —1



La solucion es:

a)

#(0*)= lim 1O+M=10) _ . h=0_4
h—0* h h—0* h

£(0-)= fim 1O+M=10) _ . =h=0_,
h—0" h h—0* h

f(x) no es derivable en x=0, pues las derivadas laterales son distintas.

1-1

v e 90+h)-g(0)
91(07) hin; hin; h 0
f— — 2 —
g0 )= lim 90+xM=g0) _ . =h"+1=1_ o po
h—0~ h h—0* h—0"
g(x) es derivable en x=0.
(%)= lim h(0+h)-h(0) _ iim senh—oz1
h—0* h—0* h
f— f— 2_ —
(O )= lim h(0+h)-h(0) _ im h_ iim h(h+1)
h—0" h h—0* h—0" h

La funcién h’(x) no es derivable en x=0.

w/x—s—z_/l,m( X -3 -2)(Jx -3 +2)
7 (x = 7)(/x -3 +2)

£~ EDITEX
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PAGINA 161

0 six<-1
B 7. Representa graficamente la funcion f(x) =4 x +1 si—-1<x<3
x'—-5 six>3

a) ¢En qué puntos no es continua? b) ;En qué puntos no tiene derivada?

= i0<sx<
v L aal 1. Halla by ¢ para que la funcién sea continua y derivable en (0, 2).

B 8. Sealafuncién: f(x)=
206 +bx+c sil<x=2

M 9. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes a las funciones en los puntos que se indican:

a) FX) = —(@ - 4)x— 4) en x = 0 b) f(x):;enx=2

W 10. Sealacurva de ecuacion v = —x2 + 26x. Halla las ecuaciones de sus rectas tan-
gentes que sean paralelas a la recta de ecuacion v = —x.

M 11. En la grafica adjunta estd representada la funcién v = fix). Calcula, de for-
ma razonada:

a) D f(-2) b) Df=1) o Df(1)

M 12. Halla la funcién derivada de cada una de las siguientes funciones y repre-
senta, en un mismo diagrama, la funcién y su funcién derivada:

a) flx)=-2 A h()=12x-x*-8
by o) = 22 = T

M 13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

K D[(x = } ) D{ﬂ LB

b) D[zSX1 ‘XIO]

o D[(3* - 5P]
d)D[In(7x - 3)]

1
DI
¢ {n«j?_x+3}

f) D[In(x2 = 3)’5]

CosX
D
9 [‘I - cosx}

h) D[ tg x*]

i) D[ arcsen x*

2
: D{F}

I b[13% +13% +13]
m) D[In(2* + 1]

n DlIn(x - vx)]

4 D{In(1 fxe" }

o) D[ (senx + cosx)? |
p) D[cosztx °r 2)]

q) D[arctg WX - 1]

gt
) D{ = }
to[V1+7e ]

u) D[ In(1 - 2x)°]

v) D[In? x]
W) D12 - In(2x + 4)]

x) D[Incos 2x)]
y) D[e®*]

X
z) D[arctg = }
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SOLUCIONES

7. Larepresentacién queda:

-1 o1 2 3 4 X

Estudiamos la continuidad en x=-1yen x=3.

fi-ly=0 im 0=0 ; lim x+1)=0
x—-=1 x—=-1"

fi3i=4  : Jimix+1)=4 : Jimix¥-5=4
x—=3 X — 37

Luego f(x)es continua en todo R

0 si x<-1
f(x)=41si —1<x<3
2 si x>3

Luego f(x) no es derivable en x=-1, pues sus derivadas laterales no coinciden.
Porotrolado f(37)=1 ; f'(83")=6, portanto f(x) tampoco es derivable en x=3.

Por tanto, f(x) es derivable en R —{-1,3}.

8. Las derivadas quedan:

e f(1)=—10 y los limites son: /im (x® -12x+1)=-10 y hl/n17 (20x2 +bx+¢)=20+b+c
h—1" —1*

f(x) es continua en (0, 2) siempre que b+c=-30.

, 3x%-12x si 0<x<1
[ ] f(X =
40x+b si1<x<2
Las derivadas laterales son: f'(17)=-9 ; f(1")=40+b

f(x) es derivable en (0, 2) si 40+b=-9, es decir, si b=—49.

Por tanto, es continua y derivable en (0, 2) si b=—49y ¢=19
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9. En cada caso:
a) La ecuacioén de la recta tangente buscada es y=4x-16

b) En este caso la ecuacion de la recta tangente es y=—x+4

10. Queda:
y'=—3x%+26=-1=3x% =27 = x=+3 (puntos en los que la pendiente es -1).
Los puntos de tangencia son: P(3,51) y Q(—3,-51)

Las rectas tangentes pedidas son:
y-51=-1(x-38)= x+y-54=0
yY+51=—1(x+3)=> x+y+54=0

11. En cada caso:

e D[f(-2)]=9, que es la pendiente de la recta tangente a la funcién en x=-2. Razonando
de forma analoga.

e D[f(-1)]=0

e DIf(1]=0

12. La solucién es:

d) t’(x):%

Facilmente se representan estas funciones y sus funciones derivadas.

13. Las derivadas son:

a)D[( : ]=( _61)4 b) D[ 2 x'* | =102 In2-10x-2%"
X_

7
7x-3

o) D| (3 -5)'|=6(3 -5)°8"In3 o) D[In(7x-3)]-

10



&) Dlin__! }— .
| V2x+3] 2x+3

[ cosx —senx
9D } = >
| 1-cosx] (1-cosx)
i) D[ arcsenx” | = 2x
1—x*

K) D[%} = —In4-4"2

m) D[In(2x+1)]= o

ﬁ)D{In( exxﬂ= L
1+e 1+e

p) D[ cos® (x+2) | =—2sen(x+2)-cos(x +2)

—2X

r)D[41—4x2J=—4 ax)

X

o)

’
V) D[In2 x] =2In X

X) D[In(cos2x) | = -2tg2x

X 2
z)D|arctg— |=
) [arcgz} P

+ X
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|)D[13X2+13X+13]=(2x-13*‘+13X)-|n13

n)D[In(x-\/;)J

2x

0) D[(senx +Cos X)ZJ =2(cos® x —sen’x)

q D _arctg\/x -1 ] =

s)D

u) D[In (1- 2x)5J =

w) D[12In(2x+4) | =

1

2xx -1

-10
1-2x

12
X+2

y) D[ €% | = e* (1+1g°x)

11
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PAGINA 162

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 14. Calcula b para que la tasa de variacién media de la funcién f(x) = In (x + b) en el intervalo [0, 2] valga In 2. Calcula a con-
tinuacién |a tasa de variacion instantanea en los extremos de dicho intervalo.

M 15. En un laboratorio depositamos en un producto una colonia inicial de 4 000 hongos. La funcién que nos da el numero de
hongos en la colonia en funcién del tiempo que transcurre, en dias, es f(t) = 4000 - 3. Calcula:

a) El nimero de hongos existentes en la colonia al cabo de 5 dias.
b) La tasa de variacién instantanea o velocidad instantanea de crecimiento de la colonia al cabo de 5 dias.
c) ¢En qué momento la velocidad instantdnea de crecimiento es de 9610660,3 hongos/dia?

M 16. Dada la funcién f(x) = 1 —x + x%

a) Mediante limites, calcula f(2).
b) ;Qué significado tiene f(2)? Deduce el punto de corte de la recta tangente ala curva en x = 2, con el eje OX.

W 17. Halla la ecuacién de la recta tangente a v = X—Jj enx=1.
X

M 18. Considérese la curva de ecuacion y = kx® + 6x% — kx — 18.

a) ¢Cuanto debe valer & si las tangentes en los puntos A = (1, y(1)) y B = (-2, y(-2)) son paralelas?
b) Determina las ecuaciones de ambas tangentes. EE

W 12. Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar una prueba de atletismo en funcién del tiempo de
entrenamiento (x, en dias):

300 si0=x =30
x+30
T(x) =
L+2 six > 30
(x —5)(x—15)

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de Tix).
b) ¢Algun deportista tardara mas de 10 minutos en finalizar la prueba?

2
W 20. Calcula el valor de m para que la derivada de |a funcién v = X+ 1 enx = i valga 1.
2x+m 2
M 21. Laprimera grafica corresponde a la funcién derivada de f(x).
Y4 Y Y 'y
'(x) 2
”'”‘ \ L
S = 0 3
! X
| — X
; /—3 0 3\ 0 5 X
0 3 X -3
(A) (B) (9]

a) Obtén la expresion analftica de v = f'(x).
b) Indica cudl de las graficas, (A), (B) o (C) corresponde a la funcién f(x). Justifica la respuesta.

12
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SOLUCIONES

14.

15.

16.

17.

La solucion es:

(- [0,2]=f(2)_f(0): In(2+b)—|n(b):l|n 2+b
2 2 2 b
Resolviendo la ecuacion lm(ibj: n2= b=E
2 b 3
3 3
t,(0)==  t,(2)==
VI( ) 2 VI( ) 8

Las soluciones en cada caso son:

a) f(5)=4000-3°=972000 hongos.
b) v;[5]=f"(5)

f'(t)=4000-3"-In3
v;[5]=f"(5)=4000-3"-In3=1067851,4 Hongos/dia

4000-3'-In3=9610660,3=3'=2187=1t=7,6
Al cabo de 8 dias.

Las soluciones en cada caso son:

_ _ 2 2
a) f(2)=lim f(2+h) f(2)= im 1—-(2+h)+(2+h) 3= iim h +3h=

h—0 h h—0* h h—0* h

3

b) f'(2)es el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto
de abscisa 2. Recta tangente en P(2,3):y-3=3(x-2)=3x-y—-3=0 . el punto de corte
de esta recta con OX es (1, 0).

La solucion es:

El punto donde calcularlo es: P[1,y(1)]:>P(1,%j

La pendiente en ese punto es la derivada: m=y’(1) quedando: y’(x)=_—2X:> mz—gz—l

(1+x?)2 4 2

La ecuacion de la recta tangente es: y—%:—%(x—1):>x+ 2y—-2=0

13



18.

19.

La solucion es:

a)

All, v (1)] = A(1, -12)

Bl-2, y (-2)] = Bi-2, -6k + 6)

y'(x)=38kx® +12x-k

La pendiente de la recta tangente en A es:
La pendiente de la recta tangente en B es:

Ambas rectas seran paralelas si m, = mg :

2k+12=11k—24 = k=4

£~ EDITEX

my=y' ()=m,=3k+12-k=2k+12
Mg =y (-2)= my =12k —24—k=11k—24

b) Rectatangente en A(1,-12)m, =20 y larectaqueda: y+12=20(x—-1)=20x—-y-32=0

Recta tangente en B(-2,-18) mz; =20 y la recta queda: y+18=20(x+2)=20x—-y+22=0

Queda:

a) Estudiamos la continuidad en x=30:

Ti30i=5: [im [

¥ s 30
. C300
fim ( ]:

ko b X+ 30

Tix) es continua en [0, —==]

Veamos su derivabilidad:

—300
(x + 30)°

Tixi= ) _
—1125(2x - 20)

(x* —20x +75)°

1125 +2}:5 ;
(x =5)ix = 15)

si O=x=30; T30 =

. -8
si x=30; T'30%) = —

1

25

T(x) no es derivable en x=30

Es derivable en [0,+)—{30}

b) Ningun deportista tarda mas de 10 minutos.

1

2

14



20. Queda:

2m + 2mx =2
i2x + mp

Vviix) =

FaR (2m/4) + 2m*/2) - 2
¥ ( — ] =1=

=1 =
(1 +my

2m+m—4

. =+1=m==-2
2 +4m+ 2

21. La solucién es:

a) y=f(x)=2X

2
b) La grafica B corresponde a la funcion: y:f(x):%—s

£~ EDITEX
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Unidad 7 — Aplicaciones de las derivadas
PAGINA 165

cuestiones iniciales

1. En una noche oscuray lluviosa, la temperatura T (en °C) varié con el tiem-
po t{en horas) segln la funcién:

T(t)=t2-9t+8, 0=t=12
a) ;Qué temperatura habia a las 2 de la manana?
b) ;Cudl fue la temperatura maxima? ;A qué hora se produjo?
c) ¢A qué hora hubo una temperatura de cero grados?

d) ;Cual fue el intervalo de variacién de la temperatura desde las
0:00 h alas 12:00 h?

e) Dibuja la grafica de la funcién en el intervalo [0, 12].

2. Expresa, en funcion de la longitud de la base, el drea de un rectangulo
cuyo perimetro vale 20. ;Para qué valor de la base el drea es maxima?

3. Dibuja una grafica de una funcién que se ajuste a las siguientes carac-
terfsticas:

a) Domf=8-{-3, 6} Imf=[-3, +2)
b) Minimo relativo en el punto (1, =3) y en el punto (-4, 1); maximo
relativo en el punto (3, 2).

SOLUCIONES

1. En cada caso:

a) Alas 2 habia una temperatura de —-6C?.

b) Latemperatura maxima fue de 44 C°y se produjo en las 12 horas.

c) Hubo 0C?alas 1 horasy a las 8 horas.

d) Bajo desde 8C®a las 0 horas hasta —12,25C*%a las 4, 5 horas hasta 44C%a las 12

horas.

8°C

-10-C 4
-12,26°C
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2. Llamando x, y a las longitudes de la base y de la altura del rectangulo obtenemos:
2x+2y=20=x+y=10

A=x-y=x(10-x)=10x—-x*

El area es maxima para x=>5unidades.

3. La grafica queda:

AN

-3
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PAGINA 177

M Resuelve los siguientes problemas utilizando la estrategia de marcha atras:

1. Leche y té. Un par de amigos se junta a merendar y uno de ellos pide un vaso de leche y el otro, un vaso de té. Deciden
hacer mezclas del siguiente modo: toman una cucharada de leche y la echan en el té; después toman una cucharada del
té donde pusieron una cucharada de leche y la echan en la leche. ;Habrd mas leche en el t& o0 més té en la leche?

2. Juego para dos. Dos amigas dicen, alternativamente, un
numero natural del 1 al 10. La primera dice un nimero y la
segunda dice otro, suméandole a este el que dijo la anterior,
y asl sucesivamente. Gana la partida la primera jugadora
que consiga llegar a 100. Encuentra la estrategia ganadora
para la primera jugadora y para la segunda.

3. La sucesion de Fibonacci y las abejas. Las abejas macho
(zdnganos) nacen de huevos no fecundados, es decir, sélo
tienen madre. Las abejas hembra (obreras) nacen de huevos
fecundados, es decir, tienen madre y padre. ; Cuantos ante-
cesores tiene un zangano en la décima generacién anterior
a él? ;Cuantos antecesores, en total, tiene un zangano en
la vigésima generacién anterior a él?, y de estos, jcuantos
son machos y cuantas son hembras? ;En qué generacién
anterior a este zangano tiene 17 711 antecesores?

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

e Linche 3| Como comenzamos con dos vasos llenos el uno de té y el
— \ —1 otro de leche, al final la leche que hay en el té es la misma
| | cantidad que el té que hay en la leche; como se puede ver
\ Leche || Té ||| en el siguiente dibujo.

2.Comenzando el juego desde el final, observamos que la 12 jugadora (G) ganara siempre y
cuando deje a la 22 jugadora (P) con 89 en la penultima jugada. Para ello, simulamos una
partida.

G dice 2
1.7 jugada
Ploqueseade1al0

2.%jugada
I8 F, el ndmero que seade 1a 10

G, el nldmero necesario para sumar 23 o 34

[G, el nimero necesario para sumar 12 0 23
3.7 jugada [

F, el ndmero que seade 1a 10
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Asi sucesivamente G siempre tiene que decir el nUmero necesario para sumar un multiplo de
11 mas 1: 12; 23; 34; 45; 56; 67; 78; 89.

Pendltima | G, dice el nimero necesario para sumar 89
jugada | P, el nimero que sea de 1a 10

Ultima jugada {G dice un nimero de forma que obtiene 100}

Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 12 jugada decir cualquier
numero del 1 al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 2°

jugador, el 1% jugador debe decir un numero de modo que deje la suma en un mdltiplo de 11
mas 1, y asi sucesivamente en las siguientes jugadas, hasta que en la penultima deje al 2°
jugador como resultado de la suma 89, de esta forma gana la partida.

La estrategia ganadora para el 2° jugador es la misma: ir diciendo nameros del 1 al 10 que
dejen como resultado de la suma al 1* jugador un nimero que sea miiltiplo de 11 mas 1, asi en

todas las jugadas; en la penultima debe dejar al 1% jugador como resultado de la suma 89 y de
esta forma ganara la partida.

3. En el siguiente diagrama vemos la genealogia de las abejas. Designamos con Z a los
zanganos y con O a las obreras.

tobfz ;:‘r)i:-;ns-é:' Yoylzd E; 5.9 ganesasitn B = 5(00 + 3(T5
foy &z3 fob fob {z} 49 ganerssitn 5 = 3(0) + 2(Z)
u¥ = —— h‘r" I-\_P‘

1.7 garecacitn 3 = 2400 « 1(Zp

2% generaciin 2 = 1400 + 1(Zx

1. ganeracitn 1 = 100

Obtenemos la sucesion: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... que es la sucesion de Fibonacci.

e En la décima generacion anterior a él un zangano tiene 89 antecesores, de los cuales 34
son machos y 5 son hembras.

Ceneracion | 10 | 2* | 3° | 4 [ 52| & [ 70| & 87| 1o
Antecescres | g | o |3 | 5 | 8 | 13| 21| 34| 35| @@
i IR E
pmecescees 1 { v {2 {3 | 5| 8| 13| 21| 34| s

Continuando las sucesiones, obtenemos:

e En la vigésima generacion anterior a €l tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4 181 son
machos y 6 765 son hembras.

En la vigésima primera generacién anterior a él tiene 17 711 antecesores.
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PAGINA 182

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

a) f(x) = 4x —x? c flx)= % e) fx)=x3—3x2+5 g) flx)=x-Inx
b) f(x) = 2~ d) Fx) = e B h) fo) = VX2 -9
Xx+3

M 2 FEstudia la monotonia de las siguientes funciones definidas a trozos:

x2 -1 si x<1 x2+2x si x=0
a) fix)=1—x*+4x-3 si 1<x<3 b) fx) = {1/x si0<x<1
x-3 six=3 Inx st x =1

W 3. En 1980 se fundd una asociacién ecologista. Se sabe que el nimero de sus miembros ha variado con los afos de acuer-
do con la funcién: N(x) = 50(2x2 - 15x2 + 36x + 2).

a) ¢Cuantos fueron los socios fundadores?

b) ¢En qué periodos de tiempo aumenta el numero de sus socios?

M 4. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:

al v=—x*+6x-5 c) v=2x3-15x%+36x-12 e) _v=$ E
2
b) y=x-Inx i X i
e X

M 5. Halla el valor de a para que la funcién f(x) = x2 — 6x + a tenga un minimo de valor —1.
6. Halla by c para que la curva y = —x2 + bx + ¢ tenga un maximo relativo en el punto (0, 4).

W 7. Hallaay b para que la funcién f(x) = a In x + bx2 + x tenga extremos en los puntos x = 1y x = 2. Para estos valores de
ay b, iqué tipo de extremos tiene la funcién en 1y en 2?

B 8. Elduefio de un manantial de agua llega a la conclusién de
que, si el precio al que vende la caja de 10 botellas es de
X euros, sus beneficios vendran dados por la férmula
B(x) = 10x — x2 — 21, en cientos de euros por dia.

Representa la funcién precio-beneficio e indica cudl sera
el precio de la botella para obtener el beneficio maximo.

B 9. Ensumodelo para costes de almacenamiento y transpor-
te de materiales para un proceso de manufactura, una
empresa obtiene la siguiente funcién de coste:

C(x)=100(100+9x+ﬁ)
X

donde C(x) es el coste total (en euros) de almacenamiento y transporte (durante tres meses) de x toneladas de material.
(Qué cantidades de material hacen que el coste sea minimo?
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SOLUCIONES

1.

La solucion queda:

Hallamos la primera derivada, estudiamos su signo y obtenemos:

Q

) La funcién es monétona creciente en (-, 2) y mono6tona decreciente en (2, +oo ).

b) La funcion es mondtona decreciente para cualquier nimero real.

c) Lafuncién es mondtona decreciente para cualquier nimero real.

d) La funcién es monétona creciente para cualquier numero real.

e) La funciéon es mondtona creciente en (—o, 0) U (2, +0 ) y monétona decreciente en (0, 2).

—
-

La funcién es monétona creciente para cualquier numero real.
g) La funcién es monétona decreciente en (0, 1/e) y mondtona creciente en (1/e, +oo ).

h) La funcién es monétona decreciente en (—, - 3) y monétona creciente en (3, +oo ).

La solucién queda:

a) f(x) es estrictamente decreciente en (—,0)U(2,3)
f(x) es estrictamente creciente en (0,1)U(1,2)U(3,+ )

b) g(x) es estrictamente creciente en (—1,0) U(1,+<0)

9(x) es estrictamente decreciente en (—oo,—1)U(0,1)

La solucion es:

a) Tomando 1980 como afno 0 es decir x=0= el numero de socios fundadores fue de 100.

b) Aumenta el nimero de socios fundadores entre 1980 y a partir de 1983.

Estudiamos la primera y segunda derivada, obtenemos:

a) En el punto (3, 3) la funcion tiene un maximo relativo.

b) En el punto (1/e, - 1/e) la funcién tiene un minimo relativo.

c) Enelpunto (2, 16) tiene un maximo relativo y en el punto (3, 15) un minimo relativo.
d) Enelpunto (1, 1/e) la funcidn tiene un maximo relativo.

e) En el punto (0, 2) la funcion tiene un maximo relativo.

—

) Enelpunto (- 1, - 2) tiene un maximo relativo y en el punto (1, 2) un minimo relativo.
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Queda:

f(x)=x*-6x+a=f'(x)=2x —6 e imponiendo la condicién 2x—6=0= x=3
También debe ocurrir: f(x)=2=f'(3)>0

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (-3,1), luego, este punto debe verificar la
funcién: -1=9-18+a=a=8

Queda:

Como la funcién tiene un maximo relativo en (0, 4) se cumple: f(0)=4=4=c
Entonces: f(0)=0=f'(x)=—2x+b=f'(0)=b=0=b=0, luego b=0 y c=4

La solucién es:
f’(x):§+2bx+1
X
Si tiene extremos en x=1y en x=2se cumple:

fil)=0 = a+2b+1=0

5
_ a=— h=-0—0
fi2i=0 = a2 +4b+1=0 3

La funcién tiene un maximo relativo en x=2 y tiene un minimo relativo en x=1.

La solucién es:

Beneficios

AR Obtiene el beneficio maximo en el punto (5, 4).

precio

14 /’f i ‘ caja Es decir cada caja la vendera a 5 euros vy
e —— obtendra unas ganancias de 400 euros/dia. La
ort o/ 5\ botella la vende a 0, 5 €.

5 L

La solucién es:

Sea la funcién C(x):100(1 00+9x+mJ y su derivada C’(x):100(9—#J=0:{X=4
X X X=—

La segunda queda: C”(x)=100 ( @j .

X3

Para x=4= C’(x)>0 minimo
El coste es minimo para 4 toneladas de material y asciende este coste minimo a 172 délares.
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W 10. Descompon el nimero 48 en dos sumandos tales que el quintuplo del cuadrado del primero mas el séxtuplo del cua-
drado del segundo sea minimo.

W 11. Halla el nimero positivo cuya suma, con 4 veces su reciproco, sea minima.

M 12. Un rectangulo mide & dm de largo y 4 dm de ancho. De cada esquina se recorta un cuadrado de lado x con el fin de ha-
cer una caja sin tapa. Halla x para que el volumen sea maximo.

M 13. Un fabricante de recipientes esta disefiando una caja sin tapa y con base cuadrada que debe tener un volumen de 4 m2.
Para gue la caja requiera una cantidad minima de material, ;qué dimensiones debe tener?

M 14. Encuentra entre todos los rectangulos de perimetro 200 centimetros el gue tiene diagonal minima.

W 15. Con unalambre de 10 metros de longitud queremos hacer un rectangulo. ;Cudles han de ser sus medidas para que ten-
ga area maxima?

M 16. La produccién de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x) en kg) depende de la temperatura (x en °C) segun la funcién:
Q) =(x+12((32-x)
a) Calcula la temperatura éptima a mantener en el invernadero.
b) iQué produccién de hortaliza se obtendra a esa temperatura?
W 17. Se desea construir una piscina de fondo cuadrado, con 32 m? de capaci-

dad, de manera que la superficie total (de las paredes mas el fondo) sea mi-
nima. §Qué dimensiones debe tener la piscina?

M 18. Hallalas dimensiones de unaventana de 6 metros de perimetro para que ten-
ga la méxima superficie posible y, asi, produzca la maxima luminosidad.

M 19. Estudia el tipo de concavidad y |a existencia o no de puntos de inflexién en
las siguientes funciones:

a) f(x) = 2 — 9 d)id=Ix2+4a g) () = x* - x2
b) g(x) = % &) j(x) = x - e hy mix) = Gc— 1) ex
O h(x)=x*-12x2+8 fi kix)=In(x+4) N =x*+23-12x*+ 12x -1

M 20. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x> — 6x2 + 16x— 11 en su punto de inflexién.
M 21. Dada la funcién f(x) = x* - 3ax* + 9x + 5; halla a para que la citada funcién tenga un punto de inflexién en x = 2.

W 22. Enlafuncién f(x) = ax* + bx + ¢, halla a, b y ¢ para gue |a funcién tenga un maximo relativo en x = 1y un punto de in-
flexion en (0, 0).

M 23. Estudia los méximos, minimos y puntos de inflexién de las funciones:

) £ = x(x— 17 b) ) = =2 9 fix= 2
xT+1 3 +1
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SOLUCIONES
10.Sean x y 48 — x los numero que hemos de buscar. La funcibn a optimizar es
S(x)=5x*+6(48—-x)* = S(x)=11x* -576x+13 824
o 288
Six)=22x-576=22x-576=0=Xx= 7
{2
§Mx) =22 = ‘?( 258 :| ~0=enx= 228
S 11
La funcion S(x) presenta un minimo.
. 288 240
Los numeros buscados son: ETH y BT
11. La funcién a optimizar es:
. 4 x*+ 4
Sixil=x+— =
X X
2 2
S'ix) = X ;4 = X :4 =0=x1=2;x,==-2
X X

8
§(x) = — = 5M2) =0y 5"=2) <0
X

La funcion s(x) presenta un minimo en x= 2
El numero buscado es x = 2.

12. Llamando x al lado del cuadrado, la base de la caja es un rectangulo de las dimensiones
siguientes: (80—-2x) y (50-2x)

La funcién a optimizar es: V(x)=x(80-2x)(50-2x) = V(x)=4x*>-260x*+4000x

x=10
La derivada queda: V’(x)=12x? —-520x+4000=0 100
X=—o

3
V*(x)=24x-520

V(%) >0 Minimo
V"(10)<0 Maximo.

Por tanto, para x=10cm, el volumen es maximo.
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> - e 4
13. La funcion a optimizar es: x*-y=4=y=—-

Area =x° +4x = x? +E

X
A'=2X—g=0:>x:2 ¥
X ;
A”=2+%;A”(2)>0
X

Para que la cantidad de material sea minima, la caja debe medir 2 cm en el lado de la base y
1 m de altura.

14. El area es:

Sean x, y las dimensiones de los lados del rectangulo: 2x+2y=200= y=100-x

D=+/x2 +y? =\/2x® +10000-200x

4x-200 2x-100

D’: =
2,/2x2 +10000-200x  +/2x> +10000—-200x

=0=x=50

D’(50)>0 Luego el rectangulo de diagonal minima mide 50 cm de base y 50 cm de altura, es
decir, es un cuadrado de 50 cm de lado.

15. Sean x, y las medidas del rectangulo.

El perimetro es: 2x+2y=10=y=5-x
Area =x-y=x(5 - x)=5x-x?
Las derivadas son: A'=5 -2x=0=>x=25 y A’=-2=A'(2,5)<0

El area es maxima si el rectangulo es un cuadrado de 2, 5 m de lado.

16. La solucion es:
x=—1

a) Q’(x)=(x+1)(63—3x)=0:>{
x=21

Si Q"(x)=—6x+60, entonces Q”(—1)>0 Minimo; Q”(—1)<0Maximo.
La temperatura optima se obtiene a 21 C?.

b) La produccién de hortaliza para esta temperatura es de: Q(21)=5324 kg.

10
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17. Llamado x, y al lado de la base y a la altura de la piscina respectivamente obtenemos:
32

X2 y=82=y="x

X

A=x%+4xy=x* L128
X

A/=2X—@=0:>X:4 v
X

A=2+20 2 ar(4)50
X

La piscina tendra 4 m de lado de la base y 2 m de altura.

18. Llamando x e y a las dimensiones del ventanal, tenemos que la funcién a optimizar es: A=x-y

Veamos la relacién entre x e y:
2x+2y=6=>y=3-x

A(X)=x(3—x)=3x—x?

A’(x):3—2x:0:>x=% m

A’ (x)=—2= A’(1,5)<0Maximo

Por tanto, la maxima luminosidad se consigue con una ventana cuadrada de 1, 5 m de lado.
19. La solucién es:

a) f(x)=2x°-9x°

f(x)=6x?-18x=f"(x)=12x-18

f”(x)=12x—18>0:>x>%
» 3
f (x)=12x—18<0:>x<§

f es cdncava hacia las y positivas en (%’JFOOJ y cdncava hacia las y negativas en (—w,%,j

En x=3presenta un punto de inflexién en g,f 3= E,—z
2 \2 2 2
b) f(x)=2
X
, 2 ” 4
f(xX)=——=f(x)=—
X X

six>0=f"(x)>0=f es concava hacia las y positivas en (0,+ o)
six<0=f"(x)<0= f es céncava hacia las y negativas en (—o,0)
No existe punto de inflexion.

11



£~ EDITEX

f(x)=4x* -12x%+8

f(x)=4x®-24x=1f"(x)=12x% -24
Estudiamos el signo de f(x)=4x*-12x*+8

- - +
i

-2 W2
F es concava hacia las y positivas en (—oo,—\/E)u(+ @,+m) y cdncava hacia las y
negativas en (—x/Ex/E)

Esta funcion tiene dos puntos de inflexion en (\/5,—12—12) .

F(X) =X = (X) =

VX2 +4 (x2 +4)®
F es céncava hacia las y positivas en toda la recta real, pues f"(x)>0V x
No existen puntos de inflexién.

f(x)=x-e 2~

f(xX)=e® -2x-e* =f"(x)=—4e > +4xe > = " (x)=e ** (4x—-4)
F es céncava hacia las y positivas en (+1,+)y concava hacia las y negativas en (—oe,1),
f tiene un punto de inflexién en (1,e72).

f(x)=In(x+4)

f(x)= Xl4 =f"(x)= (x:n?

F es céncava hacia las y negativas en toda la recta real, pues f"(x)>0V x
No existen puntos de inflexién.

f(x)=x* —x2: F(x)=4x% —2x ; f(x)=12x2 =2

, . " 1 1 , .
F es concava hacia las y positivas en | —oo,—— |U| —=,+ | Yy cOncava hacia las y

V6 ) (V6

negativas en [—

12
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h) f(x)=(x-1)e* ; f(x)=x-e*; f'(x)=e* (1+ x)
F es céncava hacia las y positivas en (—1,+ )y hacia las negativas en (—,—1).
1 -1

) f(x)=In(x+4); f’(x)=m ; f”(X):(X+4)2

F es concava hacia las y negativas en (—4,+).

20. Hallemos el punto de inflexién de la curva.
y=x>-6x*+16x-11
y'=3x*-12x+16
y’=6x-12; y"=6
6x-12=0=x=2;y"(2)#0
Luego el punto de inflexion es (2, 5)
La recta tangente en (2, 5) es: y—-5=y'(2)-(x-2)=>y-5=4(x-2)=4x-y-3=0

21. La solucioén queda:
fixi=x —3ax + 9x+ 5

fix)=3x" —hax + 9
fMixi=6x—-6a : M2)=0= 12—-ha=0 = a=2

Mixi=6=0
Luego a = 2 hace que fix) tenga un punto de inflexion
enx=2.

22. La solucion es:
f(x)=ax® +bx+c
f(x)=3ax*+b

Queremos:
e f(x)tiene un maximo relativo en x=1si f'(1)=0=3a+b=0
e f(x)tiene un punto de inflexién en (0, 0) si f(0)=0=c=0 y ademas f’(0)=0=0=0

Luego ¢c=0y 3a+b=0y para que tenga un maximo en x=1=f"(1)<0= adebe ser negativo.

13
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23. La solucién es:

a) f(x)=x(x-1)°

x=1

f'(x)=(x-1) (4x—1)=0:>{x=1/4

f’(x)=(x—-1)% (12x—-6)

f”(lj>0
4

f(x) tiene un minimo en l_—7 y punto de inflexién en l_—1
4 256 2 16
—2X
b) f(x) = =
) 10 = f(0=—7~
p 2X2—2 X1:_ .z . . ;o ;.
f'(x)=f(x)= >=0= Esta funcion tiene: Minimo (1, -1) y Maximo (-1,1)
(x®+1) Xy =
3x-1
c) f(x)=
) K 3x% +1
L, = rex+3
S o
3 .,'\'| =1
Ox —6x-3=0= )
X =—1/3

S4x’ —54x% — 54x+ 6
(3x+ 17

¥y (1) < 0 = Mdximo ( 1, %)

v (— 1T] > 0 = Minimo [— 1T - %]

14
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PAGINA 184

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W24

M 25.

I 26.

W27

Il 28.

Il 29.

M =0

De dos funciones fy g se sabe que la grafica de sus funciones derivadas es una recta que pasa por los puntos (0, 2) y (2, 0)
(para la derivada de f) y una parabola que corta a OX en (0, 0) y (4, 0) y tiene por vértice (2, 1) (para la derivada de g).

a) Haz las gréficas de tales derivadas y encuentra su expresién.

b) Estudia a partir de la grafica el crecimiento y decrecimiento de fy g.

: i o : X +1
Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = TS
XX
Una productora de peliculas ha comprobado que el coste anual (en millones de euros) que le supone la contratacién de
actores secundarios para sus peliculas sigue una funcién del tipo:

_ 2x* +60x + 800

fx) 100x :

x>0

donde x denota el nimero de actores secundarios contratados.
a) ¢Qué numero de actores secundarios contratados origina el coste anual minima?

h) ¢Cudl serfa el coste minimo? Justifica las respuestas.

La suma de tres nlmeros positivos es 60. El primero mas el doble del segundo mas el triple del tercero suman 120. |
Halla los niimeros que verifican estas condiciones y cuyo producto es maximo. —@

Un granjero dispone de 3000 euros para cercar un campo |
rectangular adyacente a un rio.

El coste de la cerca paralela al rfo es de 5 euros por metro
instalado, y el de la cerca para cada uno de los lados res-
tantes es de 3 euros por metro instalado.

Halla las dimensiones del drea maxima que puede ser
cercada.

Una empresa estima que los ingresos y los gastos anua-
les (en euros) que genera la fabricacién y venta de x uni-
dades de un determinado producto, vienen dados por las
funciones:

Ingresos: f(x) = 28x* + 36 000x Gastos: Gix) = 44x% + 12 000x + 700 000
a) Halla el nimero de unidades que ha de vender para que el beneficio sea maximo.

b) Halla el valor de dicho beneficio maximo.
La funcién del coste total de produccion de x unidades de un determinado producto es:
Clnyr= %xz + 3x + 200

Definimos la funcién de coste medio por unidad: C(x) = @ .

iA qué nivel de produccién sera minimo el coste medio por unidad?

15
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SOLUCIONES

24. En cada caso queda:

a)
k f(x)=y=—x+2

g (x)=x?—4x+4y=0

g'lx)

b) A partir de la grafica de f’(x)observamos que f(x)es creciente de (—,2)y decreciente
(2,+90). Del mismo modo g(x) es creciente en (0, 4) y decreciente en (—o0,0)U(4,+00).

25. Queda:
X —2x-3
(¥ + x—2)

fix) =
Ffix)=0%xe Domf
Esta funcion es decreciente en todo su dominio de definicion.

Domf=R-{-2,1}, en este caso es decreciente V xe Domf

26. La solucién es:

_ x?-400

50 =0=>x=%20
X

a) f(x)

f’(x) =g f”(20)>0 Minimo
X

El coste minimo se produce con 20 actores secundarios.

b) El coste minimo es de: C(20)=1,4 millones de euros.

16
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27. Llamando x, y, za los nimeros buscados, tenemos que la funcién a optimizar es: p=x-y-2z
Imponiendo las condiciones del problema, tenemos:

X+y+z=60 - y=60-2z
x+2y+3z=120 X=Zz

Por tanto:

p=z(60-2z7-2z=607-27
pP=120z-67=0=2=0;2z=20
pr=120-12z
P10 =0 Mimimo
p"i20) < 0 Maximo

Por tanto, el producto maximo para x=20; y=20; z=20.

28. El problema se explica:

Rio

S A S
X

¥ ¥
X

5x+5x+3y+3y=3000 = 10X+6y:3000:>y=1500_5X

_ _ 2
La funcién a optimizar es A=x-y, es decir, Azx(1500 5Xj=1500X 5x

3 3
1500-10x

A'=T=O:X=150 m

A”=-10/3= A"(150)<0 Maxima

La nave de area maxima tiene de dimensiones 150 m por 250 m.

17
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29. La solucion queda:

a) La funcién beneficio viene dada por:
B(x)=1(x)-G(x)=-16x% +24000=0=> x=750
b) B’(x)=-32= B’(750)<0 Maximo

El beneficio maximo se produce cuando se venden 750 unidades y este beneficio es el
siguiente: B(750)= 8300000 euros.

30. La solucion es:

12 X% + 3x 1 200
Clx) = 1/2 7+ 3x + 200 LN
X 2 X
— 1 200
Cix) = — — =0 = x=+20
2 X

— 400 — .
" x) = C"i20) =0 Minimo.

El coste medio es minimo para x=20 unidades.

18
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Unidad 8 — Representacion grafica de funciones

PAGINA 187

cuestiones iniciales

1. En las siguientes funciones, estudia sus caracteristicas: dominio, los pun-
tos de corte con los ejes, las simetrias, la periodicidad, las asintotas, la
monotonfa, los extremos relativos, el tipo de concavidad y la existencia
0 no de puntos de inflexién.

a) v=2x2-8x b) v=

2. Estudia las caracteristicas (dominio, recorrido, monotonia, extremas re-
. . e
lativos, curvatura y asintotas) de la funcién fix) = < representada

en la grafica.

SOLUCIONES

1. Las funciones quedan:
a) f(x)=2x*-8x

e Dominio: Domf=R
e Puntos de corte con el eje OX:

y=2x" — 8x x:ﬂ]:> Pl0, 0
y=0 x=4 4, 0)
e Puntos de corte con el eje OY
r=2x -8
) * ]:*;}-*:G;HP(D, 0)
x=20
e Simetrias:
f(x)=2x*-8x

f(— x)=2(- x)* —8(— x)=2x* +8x

f(x)=f(— x)= f no es simétrica respecto al eje OY

f(x)#—f(— x)=fno es simétrica respecto al origen de coordenadas.
e Periodicidad: f no es periddica



e Asuntotas: no tiene asuntotas.

e Monotonia: f(x)=4x—8 y estudiamos el signo de f'(x) .

— 4 -

i,

Fix) < 0 en i—e, 2)

fix) = 0en (2, 4o

fes estrictamente decreciente en (—e, 2
f es estrictamente creciente en (2, +=o

e Extremos relativos:

Fix)=4x-8=0=x=2.
fix)=4=0
ftiene un minimo relativo en (2, —8)

e Concavidad: f’(x)=4>0=f es concava hacia las y positivas en todo R

¢ No existen puntos de inflexién.

3
x?—4

 Dominio: Domg=R—{+2,-2}

b) g(x)

e Puntos de corte con el eje OX:
o
T X -4 l=x=0= P(0,0)
y=0 |

e Puntos de corte con el eje OY:
S
"X -4 i=y=0= P(0,0
=0 |

e Simetrias:

x° (- x)*

9IX) ="z —9(=X)= CxP-4 -4

respecto al origen de coordenadas.

e Periodicidad: g no es periédica

L
2
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como —g(x)=+g(—x) la funcidén g es simétrica



£~ EDITEX

e Asintotas:

Asintotas verticales: las rectas de ecuaciones x=2 y x=-2
Asintotas horizontales

3
) i X
lim =—c; [im

XN ——o x:'-'_q_ ¥ —y—c x:'-'_q_

= oo no existen las asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y=mx+b
3

. X .
m= [im ———— = [im

=1
¥ —stoo x[xz —4) ¥—stoa X -4

) 4x
b= lim (——x]: Iim =0
X —doea -4 ¥ —too Xz -4
La asintota oblicua es lareta y=x
¢ Monotonia:
x=0
Yol (X -128=0= —
a'(x) = o ap X==2V3
S —4)
AT I 40 x=2
= .ot e e L L =
& a
-2[3 -2 o +2 203

g'x) > 0 en (= =2 V3] W (2V3, 4] = g es estricta-
mente creciente en (—se =2 V3) U (2V3, +o)

g'x)<0en(=2V3,-2) w2, 00w(0,2) U (2, 2V3) =
= g es estrictamente r:le_creciente en (—2V3, =2)w
(=2, 00wi0, 2)wi2, 2V3)

e Extremos relativos:

, o xt 12X x=0 . 8X*+96x
(X)=ﬁ=0: 3 = g (X)=ﬁ
(x*—4) x=123 (x"—4)
9”(2+/3)>0=> g tiene un minimo relativo en el punto (2+/3,3+/3)
9”(24/3)<0= g tiene maximo relativo en el punto (—2+/3,-3+/3)
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e (Concavidad:

7(x)= 8x° +96x
(x* -4y

e T e T T
r 0

a2

g"(x) < 0en (=, =2) 1 (0, +2) = g es cdncava hacia
las y negativas en (—==, —2) 1 (0, +2).

g"ix)=0en (=2, 0) (2, +=) = g es cdncava hacia las
y positivas en (=2, 0) w2, +e==).

e puntos de inflexién:

8x" + 96X
g"(x) = ﬁ 8 + 96X =0 = x = 0
ix* —4)

—24x* — 576x" — 384

“(x) =
. (o — 4

g"i0)=0

Existe un punto de inflexién en el punto (0, 0).

2. La funcién queda.

Domf= R-{0} ;Imf= (—,0)uU[e+=) ; Minimo relativo (1,e); Céncava (0,+), Convexa

(—,0) ; asintotas las rectas x=0e y = 0.
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PAGINA 203

W Reflexiona sobre las siguientes conjeturas:

1.

Primos gemelos. Hay infinitos pares de nuimeros primos gemelos, es decir, de primos cuya diferencia es igual a 2. Ejemplo:
7 v 5 son primos gemelos, ya que 7 - 5 = 2. Encuentra cuatro pares de nimeros primos gemelos.

. Numeros primos generados. El polinomio n? —n + 41, cuya indeterminada n es entera, genera ndmeros primos cuando
n va desde —40 hasta 40. Este polinomio, ;genera primos para cualguier entero n?

. Nimero magico. Toma un ndmero de tres cifras. Forma el nimero que se obtiene al escribir a la derecha del anterior el
numero repetido. Este numero de 6 cifras lo dividimos por 7 y al cociente obtenido, por 11, y al dltimo cociente, por 13.
;Qué se ohserva?

4. Conjetura de Collatz o (3n + 1). Compruébala para los valores de n: 7, 12, 17 y 30.

SOLUCIONES

Esta es una conjetura que esta sin demostrar. Hasta el nimero 100 podemos encontrar
varios primos gemelos: 5y 7; 11y 13;17y 19; 29y 31; 41y 43; 71y 73.

En efecto, el polinomio n®-n+41genera nimeros primos para valores de n comprendidos
entre -40y 40.

Por ejemplo: n=25=>n*—n+41=641que es un nimero primo.

Para cualquier valor, de n no genera numeros primos, pues, por ejemplo, para:
n=41=n® —n+41=41°-41+41=41* que es un nimero compuesto, No s un nimero primo.

Tomamos un numero de tres cifras cualesquiera, 739, y le aplicamos lo que dice el problema:
739739

71113 =739, observamos que obtenemos el nimero de partida.

Veamos que esto se cumple con cualquier numero y para ello partimos de un nimero
cualquiera xyz:

xyzxyz=100000x+10000y+1000z+100x+10y +2z=1001-(100x+10y +2)=7-11-13- xyz

Por tanto, al dividir xyzxyz por 7, por 11 y por 13, obtenemos el nUmero de partida xyz.



4.

£~ EDITEX

Indicamos con 2 (x) = f(f(x)) y asi sucesivamente por cuestiones de escritura.
y

Paran=7

f(7)=22 ;7)) =11 ;7)) =34 ;147) =17 ; °(7) =52 ;1%7) =26 ; {'(7) = 13 ; %(7) = 40 ;
°(7) =20 ;f'97) =10 ; f'1(7) =5 ;f'%(7) =16 ;{%(7) =8 ;f47) =4 ;1°(7) =2 ;7)) =1...

Paran=12

f12) =6 ;f(12) =3;f(12) =10 ;f*(12) =5 ; °(12) =16 ;{5(12) =8 ; f'(12) = 4 ; f¥(12) = 2 ;
°(12) = 1...

Paran=17

f(17) =52 ;f(17) =26 ;%(17) = 13 ; f%(17) = 40 ; °(17) =20 ;1%(17) =10 ;{'(17) =5 ;
8(17) =16 ;°(17) =8 ; f'°(17) = 4 ; "' (17) =2 ; {'?(17) =1 ...

Paran =30
f(30) = 15 ; f3(30) = 46 ; f3(30) = 23 ; f%(30) = 70 ; °(30) = 35 ; f(30) = 106 ; {'(30) = 53 ;

f8(30) = 160 ; £°(30) = 80 ; f'°(30) = 40 ; f'(30) =20 ; {'%(30) = 10 ;{'}(30) =5 ; {'*(30) = 16 ;
f°(30) = 8 ; f'%(30) =4 ;f'"(30) =2;'%(30) =1 ...
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PAGINA 208

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

| IR

. El consumo de agua (expresado en millares de litros) en cierta

. La grafica de la funcién v = x* + ax? + bc + c tiene un punto de inflexién

Encuentra las asintotas de las siguientes funciones:

_ X _(x—,?)2 il
a) f(X)_x2—15 b) f(x) = T o) f(x)= i

. Sea la funcion f(x) = 2x% + bx? + ax - 5.

a) Halla los valores de a y b de forma que ftenga un maximo en x = 1 y un minimo en x = 2.

b) Representa graficamente la funcién.

poblacion, en funcion de la hora del dia, viene dado a través de
la expresién:

1 si0<t<6
2 i =

o) = 5+t sib=t<9
A2 +Bt+C si 9=<t<21
25—t si 21=t<24

Sabiendo que es una funcién continua, y que a las 15 horas se
alcanza el consumo méaximo de 40 millares de litros:

a) Determina, justificando la respuesta, los valores de A, By C.

b) Representa la funcion.

. Un publicista disefia un panel publicitario que tiene la siguiente forma: base horizontal de 10 m de longitud y el resto

del contorno limitado por la funcién:
—x*+6x si0<x<5
glx) =
-x+10 si5<x<10

Dibuja la grafica del recinto correspondiente al cartel publicitario.

. Representa graficamente las siguientes funciones:

a) v=x(x+ 2)x-2) €) v=2x+5x2—4x e) y=3x-x3-2
b) y=xt+ 2x2 d) v=[x—4x+ 3| f) y=x*-2x2-8
. La grafica adjunta representa el consumo de electricidad (en miles de kwh) Y

de una empresa en funcién de la hora del dia.

Determina su expresién analitica.

en x =1y un maximo en (0, 4).
a) Halla los coeficientes a, by c.

b) Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion.

c) Representa la funcién.
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SOLUCIONES

1. Las asintotas quedan:

a) Las asintotas de la funcion f(x) = —; X 16 son las rectas de ecuaciones x=4; x=—4 e y=0.
X —

_ 2
b) Las asintotas de la funcién f(x) = (); 2) son las rectas de ecuacion x=3 e y=x-1.

es la recta de ecuacion y=0.

c) La asintota de la funcion f(x) = —
e +1

2. La solucion queda:

a) Calculamos ay b:

f(1)=0=6+2b+a=0 | [a=12
f(2)=0=24+4b+a=0] | b=-9

b) La funcién es y=2x*-9x*+12x-5, esta funcién corta a los ejes (0,—5)(1,0) y tiene un
maximo en (1,0) y un minimo en (2,-1).

| o
L
b

3. La solucion queda:

a) La derivada en el valor indicado:

f'(t)=2At+B
(15)=0=30A+B=0= B=-30A

Como f(15)=40=225A-450A+C=40
A=-1
Como f es continuaen 9y 21=441A-630A+C=4 =B=30
C=-185



1 si D=t= 6

La funcién queda: 4 _ -5+t si 6=st< 9
' —t"+30t-185 si 9<t<2]

25 -t si21=<t<24

b) La representaciéon queda:

fit)

5. Las funciones quedan del siguiente modo:
a) y=x(x+2)(x-2)=f(x)

e Dominio: Domf=R

e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al origen y no es periodica.

e Puntos de corte con los ejes:(0,0); (—2,0);(2,0).
e Asintotas y ramas infinitas: no tiene asintotas.
V3’343 V3’343

e Puntos de inflexién: (0,0)

e Extremos: Minimo (

£~ EDITEX
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¢ Intervalos de signo constante:
f es negativa enulj—oo, 2w (0, 2).
f es positiva en (=2, 0) W (2, =).

¥
y=xlx+2)(x=-2)

b) y=x*+2x°

e Dominio: Domf=R
e Simetrias : simetrias respecto OY
e Puntos de corte con los ejes: (0,0).

Asintotas y ramas infinitas: no tiene asintotas.
e Extremos: Minimo (0,0)

¢ Intervalos de signo constante: f es positiva en todo R

n'!rf

¥=XxX*+2x°

10



£~ EDITEX

c) y=2x*+5x*-4x=1(x)

e  Dominio: Domf=R

e simetrias y periodicidad: ni es simétrica ni periddica.
Puntos de corte con los ejes:(0,0)(0,64;0)(—3,14;0)

e Asintotas y ramas infinitas: no tiene.

e Extremos: Maximo (-2,12) Minimo lﬁ
3 27

e Puntos de inflexion: [—%;5, GSJ
e |Intervalos de signo constante:

fes negativa en (—==; —=3,14) w (0; 0,64).
fes positiva en i=3,14; 0) W (0,64; +==).

¥=2x% 4 Bxt-dx

d) la funcién es f(x)=‘x2 —-4x+3| yqueda:

~
—~

e - x*+4x-3 sixe(1,3)
X°—4x+3  si x(—o0,1]U[3,+)

y su grafica puede verse en el dibujo.

Y

11
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e) y=3x-x*-2

e Dominio: Domf=R
e Simetrias y periodicidad: no tiene.
e Puntos de corte con los ejes: (0,—2); (1,0); (—2,0)

e Asintotas: no tiene.

e Extremos: Maximo (1,0) Minimo (-1,—4)
e Puntos de inflexién: (0,—2)

¢ Intervalos de signo constante:

fes positiva en {—=, —2) v negativa en (-2, +==|.

",f’;
y=3x-x*-2

-2

f) y=x*-2x*-8=1f(x)

e Dominio: Domf=R
e Simetrias y periodicidad: es simétrica respecto al eje de ordenadas y no es periédica..
e Puntos de corte con los ejes:(0,-8);(2,0); (—2,0)

Asintotas y ramas infinitas: no tiene.
e Extremos: Maximo (0,—-8) Minimo (-1,-9)

1 77\ -1 =77
e Puntos de inflexién: | —,—— || ——=,——
(\/5 9 j[ﬁ 9 j

e |Intervalos de signo constante: Y
y=xt-2x2-8
f es positiva en (—se, —2) U (2, +e=).
fes negativa en (-2, 2).
2 0 2 X

12
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6. La expresion analitica queda:

(1

— x+ 1 si 0=x< 8§
8
) X —4 si Box=14
Hx) =4
10 sl 14 =x =20

-
—d

X+43 si20<x=24

\

7. Cada funcion queda:

a) La funcién y sus derivadas son:

f(x)=x*+ax®+bx+c

f(x)=3x*+2ax+b
f’(x)=6x+2a
. » f(0)=4=>c=4
Si tiene maximo en (0,4
( ):{f'(0)=0:>b=0

Si tiene inflexion en x=1=7"(1)=0=6+2a=0=a=-3
Luego la funcion queda: f(x)=x* -3x*+4
b) f(x)=3x*-6x=0=>x=0;x=2

f”(0)< 0 Méaximoen(0,4)

f(x)=6x-63 , .
f"(2)>0 Minimoen(2,0)

f”(x)=6
f”(x)=0= x=1= punto inflexién en (1,2

c) La grafica es:

13
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M 8. Representa graficamente las siguientes funciones:

x 2 +1 4
a) v= d) y= V=
b 4—x 2 x 9 &=l
X X 8
b) y= e) y= h) y=
V= SrrY e
X X x
Qy=— f) ¥y= i y=—— +2
) X+1 ) x2 -1 ) x+1
M 9. Representa graficamente las siguientes funciones:
a) v=Inix-2) Q) v=x* -1 e) v=x-er
Bl e oo e
e’ -1

W 10. El rendimiento fisico de un determinado esfuerzo muscular (evaluado en una escala de 0 a 100) de un cierto deportista
de élite durante 60 minutos viene dado por:

—t{t — 20) si0=t<15

75 si 15<t <30

fit) =
100—(%)1‘ si30=t<60

Representa gréaficamete la funcién e interprétala.

W 11. El esquema adjunto representa el gréfico de la funcion y = f(x): /\

a) Haz otro esquema que represente el grafico de la funcién v = —f(x).

b) Haz otro esquema que represente conjuntamente las graficas de
v="flx)ey=2f(x).

Explica el fundamento para la construccion de estos esguemas.

M 12. Dada la grafica de la funcion f(x), que podemos ver en Y.
la imagen, halla {justificando la respuestaj:

a) Dominio de f(x).
b) Valores de x, que hacen f'(x,) = 0.

c) Valores de x para los que f'(x) > 0.

>y

d) Asintotas de la funcion.

M 13. A partir de la grafica de la funcién f(x) = In x, dibuja de
forma razonada las gréficas de las funciones:

a) flx) = In|x] b) f(x) = |In x| o) fix)=Inix-2)

14
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8. Las grafica quedan:

X2

4-x

e Dominio: Domf=R—-{4}

e Simetrias y periodicidad: No simétrica.

e Puntos de corte con los ejes: (0,0).

e Asintotas: x=4;y=—x-4.

e Extremos relativos: Minimo (0,0); Maximo (8, -16).

a) y=

14

)

X
(x=1)°
e Dominio R—{1}

b) y=

e Simetrias y periodicidad: No simétrica ni periddica.

Puntos de corte con los ejes: (0,0)
e Asintotas; x=1;y=0
e Extremos relativos: Minimo (-1,-1/4)

15
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X

C) y=—-

- X+1
Dominio: Domf=R—-{-1}.
Simetrias y periodicidad: No simétrica.
Puntos de corte con los ejes: (0,0).
Asintotas: x=-1; y=1.
Extremos relativos: No tiene.
Intervalos de signo constante: f es positiva en (—eo,—1)U(0,+e0) y negativa en (-1,0).

d) y

x° +1

X
Dominio: Domf =R—{0}.
Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto al origen.
Puntos de corte con los ejes: No tiene.
Asintotas: y=x;x=0
Extremos relativos: Maximo (—1,-2), Minimo (1,2).
Intervalos de signo constante: f es positiva en (0,+e0) y negativa en (—,0).

Yk

01 %

16



e) y=

—

) y=

£~ EDITEX

X

X° +1

Dominio: Domf=R.

Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto al origen.

Puntos de corte con los ejes: (0,0).
Asintotas: y=0.

Extremos relativos: Maximo [1, %) ; Minimo [—1, gj

Intervalos de signo constante: f es positiva en (0,+e) y negativa en (—o,0).

X
X
Dominio: Domf=R—{1,-1}.
Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto al origen.
Puntos de corte con los ejes: (0,0).
Asintotas: x=1; x=—1; y=0.
Extremos relativos: No tiente.

Intervalos de signo constante: f es positiva en (-1,0) U (1,+e) y negativa en (—eo,—1) U (0,1).

17



£~ EDITEX

9) y = =f(x

e Dominio: Domf=R-(+2,-2).

e Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto OY y no periédica.

e Puntos de corte con los ejes: (0,-1).

e Asintotas: x=+2; x=-2; y =0.

e Extremos relativos: Maximo (0,-1).

e |Intervalos de signo constante: f es positiva en (—eo,—2) U (2,+). f es negativa en (-2,2).

N y="72=TX

Dominio: Domf=R.

Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto a OY y no periddica.
Puntos de corte con los ejes: (0,2).

Asintotas: y =0.

Extremos relativos: Maximo (0,2).
Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio.

YJI.

18
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i) y= X +2_3x+2
Y xX+1 X+1

e Dominio: Domf=R—{-1}.
e Simetrias y periodicidad: No simétrica.

e Puntos de corte con los ejes: (0,2) ; (%ZOJ

e Asintotas: x=—1; y=3.
e Extremos relativos: No tiente.
* Intervalos de signo constante: f es positiva en (—e,—1) U (0,+e) y negativa en (-1,0).

_3X+2
Xx+1

Las gréaficas quedan:

a) y=In(x-2)=f(x)
e Dominio: Domf=(2,+c0).
Simetrias y periodicidad: Ni simétrica ni periddica.
e Puntos de corte con los ejes: (3,0).
e Asintotas: x=2.

e Extremos relativos: No tiene.
* Intervalos de signo constante: f es positiva en (3,+w) ; fes negativa en (2,3).

AY

19



y=e

Dominio R

Simetrias y periodicidad: Simétrica respecto a OY. No periddica.
Puntos de corte con los ejes: (0,1)

Asintotas: No tiene

Extremos relativos: Minimo (0, 1)

P2 L oM

hoA &b L

C) y=++x* -1=f(x)

Dominio: Dom f =(—oo,—1] U [+1,+o0).

Simetrias y periodicidad: Es simétrica respecto al eje OY y no es periddica.

Puntos de corte con los ejes: (1,0) (-1,0).
Asintotas: y=x;y=-x.

Extremos relativos: No tiente.
Intervalos de signo constante: f es positiva en todo su dominio.

Dominio: Domf =(0,+c0).
Simetrias y periodicidad: No tiene.
Puntos de corte con los ejes: (1,0).

Asintotas: x=0, pues lim In_X:—oo e y=0, pues lim In_xzol

x—=0" X X=X

£~ EDITEX
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o Extremos relativos: Maximo (e,lj.
e

e Intervalos de signo constante: f es negativa en (0,1) y f es positiva en (1,+).

\
¥

e) y=x-e"=f(x)

e Dominio: Domf=R.

e Simetrias y periodicidad: No tiene.
Puntos de corte con los ejes: (0,0).

e Asintotas: y=0, pues Jmex~eX =0

e Extremos relativos: Minimo (—1,—1}
e

e Intervalos de signo constante: f es negativa en (—«,0), f es positiva en (0,+)

AY

<V

21



f) y=——=f(x)
e -1

e Dominio: Domf=R-{0}.
e Simetrias y periodicidad: No tiene.
e Puntos de corte con los ejes: No tiene.

X

e Asintotas: x=0; y=1, pues lim

x—+0 @ 1

e Extiremos relativos: No tiene.

=1; y=0, pues Ilim

x—+0 @ —1

X

=1

£~ EDITEX

e Intervalos de signo constante: f es negativa en (—=,0); f es positiva en (0,+).

YA

10. Queda:

100+

754
701

80 1-

10 4

<V

0| 5 1015 20 25 30 35 40 45 50 5560

Es una funcién continua en [0,60).

22



£~ EDITEX

11. Las funciones quedan:

a) El gréfico de la funcion y=-f(x) se obtiene al aplicar al gréafico de la funciéon y=f(x)una
simetria de eje el eje de abscisas.

b )

¥

V = filx)
b) El gréafico de la funcion y=2-f(x) se obtiene duplicando las ordenadas correspondientes a

cada valor de la abscisa en la grafica de la funcion y=f(x).

Vil

¥ = 2f(x)

V=i X
12. En cada caso:
a) Domf=R—-{1}
’ 5 2
b) '(x)=0 para x, =5 y X, =-3

d) Asintota vertical x=1; asintota horizontal y=0 cuando x—+ co.

23
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13. La gréfica de la funcién f(x)=In x es:

el

¥

Las graficas a representar son:

a)

fixy=1nlxl
flx) = lin x1

-1 0 1

flx) = In(x=2)

24
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 14. Dada la funcién y = [x2 - 7|
a) Represéntala graficamente.

b) Calcula la ecuacién de la recta tangente en el punto de absci-
LERE

c) Halla sus maximos y minimos relativos.
M 15. Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una bal-
sa segun el ritmo dado por la siguiente funcién:

mi(t)=0,0113- 022 + £+ 1

siendo m la cantidad de material en kilograrmos y t la hora del dfa.
a) ¢A qué hora del dia arroja la minima cantidad?
b) Representa graficamente la funcién.

W 16. Lasiguiente funcién indica el comportamiento de los beneficios obtenidos por una empresa desde el momento en que

va a comenzar:
60x

2
s ©
donde f(x) representa los beneficios de la empresa en millones de euros; x los anos y x = 0 indica el momento de cons-
titucién de la empresa.

f()() =

a) Haz una representacién grafica aproximada de la funcién e indica el dominio matematico y el dominio valido en el
contexto del problema.

b) ¢Al cabo de cuanto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ¢ Cual es ese beneficio?
c) iPerderd dinero la empresa en algin momento? ;Es posible que llegue un momento en que no obtenga beneficios
ni pérdidas? Razona las respuestas.
W 17. Se considera la funcion f(x) = xe-= siendo a un parametro real:
a) Determina el valor del pardmetro a para que f(x) tenga un maximo en x = 1.

b) Representa graficamente la funcién resultante al sustituir el valor del parametro obtenido en el apartado anterior.

2x -4

W 18. Las pérdidas o ganancias, v, de una empresa, siguen una ley: y = o en la cual x representa los anos de vida de |a

empresa.

a) Determina el afo en que la empresa deja de tener pérdidas.

b) iEstan sus beneficios limitados? Si lo estan, jcuél es su limite?

2
W 19. Sea la funcion f(x) = i 5
2x +1

a) Calcula sus asintotas.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

25
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14. Los apartados quedan:

a) La representacion grafica es la siguiente:

-5 4 3 -2 12 3 4 5 X

x? —7sixe(—oo,—\/ﬂ u[ﬁ+oo)
- x° +7sixe(—\/7,\/7)

La funcion se puede poner como: f(x)=

b) La ecuacién de la recta tangente en x=1 se calcula de la forma siguiente:

ff(1)=—21=-2 y—f()=f"(1)(x-1)
f'(x)=—2x y-6=—2(x-1)= y=-—2x+8

¢) Maximo y minimos relativos. Existe un maximo relativo en el punto (0,7) y sendos minimos

relativos en los puntos (—ﬁ,o) y (ﬁo)

26
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15. La solucién queda:

a) La minima cantidad la arroj6 a las 10 horas y fue de 1 Kg.

b) La grafica de esta funcion es la del dibujo, aunque en la realidad del problema sélo tiene
sentido a partir del t=0.

' m{t}

-~y

16. La solucion es:

a) Domf=R. El dominio valido en el contexto del problema es [0,+w).

b) La empresa obtiene beneficios maximos a los 3 afos y éstos son de 10 millones de euros.

c¢) No pierde dinero y si puede llegar a no obtener beneficios ni pérdidas al cabo de muchos
anos.

17. Queda:

a) Tiene un maximo en x=1sif’'(1)=0y f"(1)<0
f(x)=e™(1-ax)=>f'(1)=e*(1-a)=0=a=1

Para a=1, f(x) tiene un maximo en (1lj
e

27
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b) Representamos la funcion y=x-e™”*

Vet

18. La solucion es:

a) La gréfica de la funcion y= 2x
X+2

es la que presentamos:

4 Ganancias

L

De toda ella tiene sentido real la parte que aparece con trozo grueso.
La empresa deja de tener pérdidas al cabo del segundo afo, segun apreciamos en la gréfica.

b) Los beneficios estan limitados por 2, pues y =2 es una asintota horizontal: lim 2x—4 =2

Xote X +2

28
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19. La solucién es:

a) Asintotas:

Horizontales: no tiene.

. _ . 1 o XP+2 . XP+2
Verticales: la recta de ecuaciéon es x=——, pues: |lim =+oco y lim =—o0
2 x->(-1/2)" 2X+1 x>(-172) 2X+1
Asintotas oblicuas: y=mx+b
2
m= lim T g X ¥2_1
xote X xo%e 2x 41 2 1 1
= y=—X——
] | x*+2 1 . 2x*+4-2x°-x 1 =274
b= lim [f(x)—mx]= lim —-—x|= lim =——
Xt xote| 2x+1 2 xoe  2(2x4+1) 4
b) Maximos y minimos.
_ _ ) 2(x*+x-2) ; 18
Las dos primeras derivadas son: f'(x)=———— Yy f(X)=———
(2x+1) (2x+1)

Anulando f’(x)=0, se obtiene: x=1y x=-2

f”(1)>0=>Minimo en [1,f (1)] =(1,1)
f"(-2)<0= Maximo en [-2,f(-2)]=(-2,-2)

c) Teniendo en cuenta los datos anteriores, la representacion grafica es la que aparece en el
dibujo.

29
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Unidad 9 — Integrales indefinidas

PAGINA 213

cuestiones iniciales

1. Una funcidn F es primitiva de otra fsiempre y cuando la derivada de F
sea f, es decir:
Fesprimitvadef = F=f

Encuentra dos primitivas de cada una de las siguientes funciones:
a) f(x) = 2x o) flx)=e~

b) f(x) = sen x d) fx) = —

X+ 2

2. Comprueba, en cada caso, que F es primitiva de f:

XB

4 (Xd _ 2}3

1 SRR Y.
b) F(x}:mﬂn(m), 0=

a) Flx)=%x*-2-287; fix)=

SOLUCIONES

1. La solucion es:

a) F(x)=x*+8;F(x)=x*-3,5 b) F(x):—cosx—2;F(x):—cosx+%

c) F(x)=—e*+v2;F(x)=—€e*  d) F(x)=3In(x+2)+5;F(x)=3In(x+2)~1

2. La solucion en cada caso:

, 4x° x° -
a) F(x)= = =f(x), por tanto F(x) es primitiva de f(x).

44(x*-2)°  #(x*-2)°

1 s+ 1 :_1_1_2)( :_z_zzf(X), por tanto F(x)es primitiva de f(x).
(1+x)° 1+x (1+x) (1+ x)

b) F(x)=-

c) F(x)=4-sen2x-cos2x+4-cos2x-sen2x=8-sen2x-cos2x=f(x)



£~ EDITEX

PAGINA 225

ACTIVIDADES

M Utiliza el lenguaje matematico en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Nameros impares. Demuestra que la suma de dos ndmeros naturales impares es un ndmero par.

2. Nameros cuadrados. Demuestra que si a, b, ¢ y d son nimeros naturales, tales que
P=a?+b? ¥ Q=c2+d?
entonces el producto PQ es también suma de los cuadrados de dos nimeros naturales.

SOLUCIONES

1. Los numeros de la forma 2n+1y 2n+3 son numeros impares. Su suma es:
(2n+1)+(2n+3)=4n+4=4(n+1) que es un nimero par.

2. P-Q=(a+b%)-(c*+d°)=a°c® + a°d® + b°c® + b?d® =(ac+ bd)* +(ac— bd)?
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

[ IS

Halla tres primitivas de cada una de las siguientes funciones:

a) fx)=x b) f,(x)=4x-5 o fix)=2 d) f,(x) = e

. Halla la primitiva de la funcién f(x) = ﬁ que valga 2 parax = 0.

. Encuentra una funcién y = f(x) cuya derivada sea f'(x) = 3x* y pase por el punto (2, 10).

. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son potenciales:

a) |50 ax o [Bx-2dr ) [(2x+1)1 dx
2 :
b) " dx ) ]xs(xz—‘l)dx i) lsenmcosxdx
o [ ax 9 [x-3ax K) [ 19X g
cos™ X
- =40
d) };—3 dx h) ]Js—gx dx |) l4x1 VI dx

. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son exponenciales:

Inx
a) 532"dx c) ]4"‘*"xdx e) [ex dx

(9] ie*”-cosxa‘x d) ]2"2 x f) le“"dx

. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son logaritmicas:

a) dx e dx e) [ e dx
3x+5 X'+ 4x+5 22" -3
2x2 5
b) |tgxdx d dx f) | — dx
)lg )53)(3—? ) [xlnx
. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son trigonométricas:
a isen(3x+‘l)dx ) ][‘I+tgze"]-e‘dx e) lSvsen2dex
b) | 2x- cos @2 e d) 53—)‘ dx p [ g
cos? x* Jx
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SOLUCIONES

1. Las primitivas quedan:

2 2 2

. . X
; Fix = -5 Fixi= 5

al Fixi= +7

1
bi Fivi=x —5x; Fid=x'-5x+4 ; Rixi=x'-5x 5
cl Finl=2x-7 ; Rixi=2x+ 4 ; .Fy_.u:E.x—T

di Fixl= TE -3 F;l.‘u.l:Te ; F3|__\J:Te”_ﬁ.fz

2. Todas las primitivas son de la forma de f(x)zL1 son de laforma F(x)=In|x+1+C.
X+

La que vale 3 para x=0es: F(x)=In|x+1+3

3. Lafuncién buscada es: f(x)=x%+2

4. Las primitivas quedan:

]

- 2 ~
al + bl ——— +C
hx
a—
L - I -
) 3Vx + C o) —+C
7 —x
. B ]
el -Ix+C fl o2 +C
a fi
I - 2% ip — 0y _
B . sx_3P4C o2 V69
(5 27
_ isen x)° _
| - — + L L —'I L
22x+ 1) 2
2
tgx -8
k) (t9%) +C ) — (1—x3)3 +C
2 9
5. Laintegrales quedan:
3124'
a ———— + by ™"+ C
2n
sl 62
4 + o 22 +C
2in4 In 2

Bl @ fil "+
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6. Las integrales quedan:
. .
a) Tfn |3x+ 5|+ C by —In |cos x| + C
.3 D .2 B
n:.ITJ'n|.'-. +4x+ 5|+ C dJ?IH|3h—?|+LF

EJ;—fn|2‘e"—3|+C fil 5-In|inx|+C

7. Las integrales quedan:
oo . . . 3
al 5 cosidx+11+C b ES seni3x) + O
. .3 3
by g &'+ C di Ttguﬂ+llf

5
) 5 cos (2x) + C fil —2-cosyx+C
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W 8. Calcula las siguientes integrales, cuyas funciones primitivas son inversas de las funciones trigonométricas:

3x e
a ) | ———— dx e) | —— dx
) 1+9x2 ) 16 + 9x* ) !Hez"
b) S; dx d) SL dx _;—4
J1- 25 Ja-9x? ax2+7
M 9. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de integrales inmediatas:
a) ](2x2—4x+5)dx e) (?_ifx_B—E) dx 23x
X x*+16
4 —
b) E(3x+ %) dx f) [%‘G”} o D 0 - 37 sxdx
2_ : _x+l ! 2 ( 25 3)
c) ](x 4x + 4)* dx 2x2+4x—?dx k) = X 3)c+5 dx
x 2
d 5 4 h 5 (Jox — x*)dx D | 2 x
3 2e x*+8
~ W 10. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién por partes:
a) ]Inx-dx d) 5(1 —3x)3x dx a) ]xl cos x dx
b) ]xSvInxdx e) ixl-e*-dx h) ](x—z)‘senzx-dx
) le-e‘a‘x f) l(2x+5)-senx-dx i) le‘-senxdx
M 11. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracion de funciones racionales:
3 2
a) E 3x o X o) x+‘|dx
x=2 X +4 x2 -1
3 2
b) ! 4 dx X +x+3 d f Ax? —3x +1
x'—3x+2 X2+ X -2+ x
M 12. Resuelve las siguientes integrales por el método de integracién de cambio de variable:
a) ]x Vx2—1 dx d) M dx a) Ul dx
W2x -3 41 X+ J;
= 2
b) |- o« o (241, O i
1+e7” X e* -3
N+Inx x p X
o | Y—— dx i ——dx
) X xIn? x ) !1—«Ix+1
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8. Las integrales quedan:

a)

arctg(3x) + C b)

2

i Y i

arc tg( J +C d) arc sen(

A A

b)

c) arctgle’) + C f) -7 -arc tg(

9. Las integrales quedan:

a)J‘(Zx2 —4x+5)dx=2TXS—2x2 +5x+C

c) j(x2—4x+4)d = +C
af 7
) j[zﬁ—%jdx=8*éx_—5|n|x|+c

X+1

1
9 Idezzln‘sz +4x—7‘+C

. 3x 3

i) IX2+16dx=§In(x2+16)+C

k) J‘E[xz—§x+zjdx:2ln|x|+i+i+c
x° 3 5 3x 10x%

10. Las integrales quedan:

a) J!nx-dx=xmx—x+C

4 4

b}Jx3-fnx-dx=x—ﬂ’nx— +C
4 16

C) J5x~e"dx=5xe‘—59*+c

[ 2x
LV

;

=1

arc sen(5x) + C

X j+C

i

J+C

4"
- 2e”

+C

dx = —2|n\3 —2¢*

f J-x —3x/x+2

4
dx:X——Z\/?+2In|x|+C
X 4

h) I(JQ_X—Xs)dX=2\/F—XT4+C

> _ 3
) I(ZXZ —3)2 5x-dx=@+c

5x?

) jxs—+8dx=§m\x3 +8[+C



(1 -3x)-3"

£~ EDITEX

3.‘€+|

d) 1 (1=3x)-3"-dx=

In3

(x —2)sen2x dx =

=Lsenb:—i (x—2)cos2x+ C
4 2

e* - senx — €' - cos x

Xoetdy=-x e "-2xe" -2+ C

f) J[2x+5jsenx‘dx=25enx—(2x+ 5)-cosx+ C

i) fe“ - sen x dx =
2

11. Las integrales quedan:

a) j 3x dx=3x+6In|x-2/+C
X—2

-x° x° »
c)jmdx=—?+2|n(x +4)+C
X% +1 x—1
e dx=x+In—+C f
) J‘x2—1 X )I

+ — — + C
(In 3)°

X' cosx-dx=x -senx+2x-cosx—-2senx+C

+ C
4
b) [5———adx=4In|x-2/-4In|x-1+C
X —-3x+2
X +x+3 x?
d | ——— dx=—+3arctgx + C
)I X2 +1 X 2 9x
4x* —3x +1 2

+C

dx=In|x +31In|x -1 -

X2 —2x% + x -1



12. Las integrales quedan:

a) Cambio de variable (x* —1=t?)

(% — 12

J‘x*'u’xz -1 dx= +C

b) Cambio (¢ *=t);

J‘ : ie"’ dx==n|1+&™ +C

c) Cambio (1+Inx=¢°);

Y
."l ql' _,"Id"lj
J‘%1+fnxdx= 3(1 + (nx) L C

X 4

d) Cambio (2x-3=1%);

V2x -3
fxf’zx— 34

e) Cambio (X*+1=1?);

dx=Vx+1+In

fo+1
X

X

f) Cambio (Inx=t);

ox 1
= -
J‘ x-In?x In x i

g) Cambio (x=1?);

1 i .
— —dx=2IniVx+ 1)+ C
X+ Vx

h) Cambio (" =1%);

J‘ x{fx _ nie* = 3) _X .c
g -3 3 3

i) Cambio (x+1=1?);

1 i=x—V2x-3+IniV2x-3+11+C

Vsl -1

£~ EDITEX
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

| NES

4.

W15

M 18.

9.

Il 20.

| PAR

22

2.

W 24.

Determina la funcion f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto (2, 4) y su derivada es:

fix) = id + 2%
x

Calcula ] v(; (x2 + 2x) dix.

Halla una funcién cuya segunda derivada es 6x2 + 2x + 2, tal que en x = 0 vale 5 y su primera derivada pasa por (-1, 0.

. Resuelve las siguientes integrales:

X
2 [o-D2r-3) dx 0 ]m 7

2

b) dx

2x X
x2+5dX d)§4—x

. Sabiendo que la funcién v = f(x) es continua, que f(0) = 0 y, ademds, que su derivada es:

f,(x)z{wzx siox <1 mray

1 siox =1
a) Calcula f(x).

b) Esboza su grafica.
Encuentra la primitiva de la funcién f(x) = (x — 2) e® que se anule para x = 2.

Una funcién f(x) tiene como derivada f'(x) = X =y verifica f(0) = 3.

i-x

Encuentra la funcién f{x).

Una funcién fix) verifica £(x) = 2. Halla f(x) sabiendo que su grafica pasa por (2, 0) y la pendiente de la tangente en
(2, 0)es 10.

Calcula );—H dx.
X' —x
Halla f(x) si sabemos que f(0) = 1, f(0) = 2 y f'(x) = 3x.

Calcula una funcién real f: B — B que cumple las condiciones siguientes:

fi0)=5 M0)=1, flO)=0 y Ff"(x)=24x-12

Halla dos primitivas de la siguiente funcién:

flx) = e* 1+ e*)

10
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SOLUCIONES

13. Queda:

f(x)=j(%+2xj ax=

3 s+X°+C
-3x

Si la grafica de esta funcién pasa por (2, 4) se verifica: 4=—§+ 4+C=> C:i

La funcion pedida es f(x)=— s X +—
—-3x 24
14. Queda:
T2 B2
J‘V'§|1f+2x] dx:J‘[f”‘+2:-r""2_]dx: 2': + 4'; +C

15. La solucién es:

f(x)=6x*+2x+2
f(x)=2x*+ x*+2x+C Por pasar por (—1,0)=C=3
Luego f'(x)=2x%+x*+2x+3

X4 3

f(x):—+X—+ x*+3x+C
2 3

4 3
Imponiendo que pase por (0, 5) obtenemos C=5Iluego f(x):x?+%+ x*+3x+5.

16. Las integrales quedan:

3 2
a) EsinmediataJ'(2x2—5x+3)dx=2TX—5; +3x+C
b) Esinmediataj' 22X dx=In(x*+5)+C
X +5

c) Por cambio de variable (x+1=1)obtenemos:

+ C

f%m:mxnn 1
x+1) X+ 1

d) Es racional

e —x
J‘ dx = —4x—leln|x-4|+C
4—x 2

11
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17. En cada apartado:

e 2
. X —X
a) fix) = )

x=1 si x=1

siox=1

b) Su gréfica es:

18. La solucion:

X . 5 - X
Por partes: J“%—F’JE'Z dx—[ —T]ez +C

|‘-.'I|_..r_:

Para que se anule en x=2 se debe verificar:
i I:I L
(1-—]e'+C=0= c= L ¢
4, 4

Por tanto la primitiva buscada es:

) / 5
flix_]:( -— e+ L@"
. 4 ) 4

r~.1|:.a:

19. La solucién:

J‘ .x J_dx:J‘i I wdi=— V1 T+ C
V-

fixi==V1-x¥+C
fillj=3 = -1+C=3 = C=4

Por tanto, la funcién buscada es:

fix)==V1-x*+4

12



20. Queda:

Como f(x)=2=f(x)=2x+C=f(x)=x*+Cx+D
Como f”(x) pasapor (2,0): 0=4+2C+D

Como (2)=10: 4+C=10

Entonces: C=6 ; D=-16

La funcién buscada es: f(x)=x*+6x—-16

21. La solucion de la integral racional es:

X+1 —1 2
jX2_de:j7dx+jmdx:ln|x|+2ln|x—1|+c
22. La solucién es:

2
f”(x)=3x:>f’(x)=3;(

+C.Como f(0)=2=C=2

2 X3
+2, por tanto f(x)=?+2x+1

Luego f'(x)= 3;(

23. Queda:

fx)=24x-12 = Mx)=12x -12x+ C
Comof"D)=1 = C=1 = Mx)=12x-12x+ 1
fixi=4x’ —6xX + x+ D. Como F{0)=5 = D=5
Luego f(x) = 4x° —6x" + x + 5

Por tanto fix) = x* - 2x* + ;_—2 +5x + K.

Comofl0j=0 = K=0
2

fixi=x'—2x" + + 5x

24. La integral queda:

2(1+e%)*'?
5

Todas las primitivas de f(x) son F(x)= +C

2(1+e)%'®

Dos primitivas son: F,(x)= +7 y F(x)=

2(1+e)%'®

5

-12
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Unidad 10 — Integrales definidas. Aplicaciones

PAGINA 235

cuestiones iniciales

1. Calcula el drea de los recintos planos A,, 4, y A;:

2. Halla el drea del recinto limitado por las rectas de ecuaciones: v=—x—3;
x=1,x=4,y=-2.

SOLUCIONES

1. Las areas quedan:

2:2

A1=12+1-2=3U2 A2: :2U2 A3:2+3.

2=5u°

2. El area del recinto viene dada por :

4
Area=|[(-x-3)—(-2)dx|=10,50°
1
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W Utiliza los conceptos asociados a los teoremas en la resolucién de los siguientes problemas:

1. Teoremas. A partir del siguiente enunciado, gue es un teorema directo, enuncia el reciproco, el contrario y el con-

trarreciproca: . . .
«La suma de dos nlimeros naturales impares es un nUmero par.»

2. Desigualdad. Demuestra que si a y b son dos nimeros reales positivos, entonces se verifica la siguiente desigualdad:

1215\@

B

SOLUCIONES

1. La solucién queda:

Directo: Si sumamos dos numeros impares entonces, obtenemos un namero par.

Este resultado es verdadero: (2n+1)+(2m+1)=2(n+m+1) namero par

Reciproco: Si obtenemos un namero par, entonces, sumamos dos ndmeros impares.
Este resultado es falso. Podemos obtener un numero par de la suma de dos pares.

Contrario: Si no sumamos dos numeros impares, entonces, no obtenemos un numero par.
Este resultado es falso. De la suma de dos nimeros pares se obtiene un niumero par.

Contrareciproco: Si no obtenemos un numero par, entonces, no sumamos dos nimeros
impares.

Este resultado es verdadero. Si no obtenemos un numero par, estamos obteniendo un
nuamero impar. Este resultado proviene de sumar un niumero impar y otro numero par; por
tanto, no sumamos dos numeros impares.

2. Como en la hipotesis nos dicen que ay b son dos nimeros reales positivos, podemos poner
m=+/a y n=+b:asila desigualdad dada quedaria de la forma:

2 . 2m’n’
o g smn Operando en esta desigualdad obtenemos ———<mn o lo que es lo
m°+n
m?  n?
, 2m’n’
mismo, vamos a demostrar que mn-——-20.
m°+n

Operando, convenientemente, en la primera expresion obtenemos:

2

m? +n®-2mn (m-n) , .

mn| ———5——5— |=mn-———> 'y como m y n son nimeros reales positivos queda
m?+n m? +n

probado que esta expresion es mayor o igual que cero que es lo que queriamos demostrar.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Seconsidera la funcién f(x) = 16 — x2 en el intervalo | = [-1, 4] y |a particién de dicho intervalo dada por P= (-1, 0, 2, 4}.

Encuentra de forma razonada el valor de las sumas superior e inferior correspondientes a fy a dicha particién P.

M 2. Una funcién creciente verifica que (1) = 1, f(2) = 3 y f(13) = 10. Halla de forma razonada la suma superior y la inferior
correspondientes a la funcién fen el intervalo [1, 3] respecto a la particién P= {1, 2, 3}

B 3. Calcula las siguientes integrales definidas:

] 4
)E\fd_}; 0| 22 0 a0 (1407 de
VX + 1 X =
g 2
E 3x- \[x —3dx ) ;;:rldx ”l_s;()@‘”")dx
2
ETX h | Vos axd )| 24 2 x
a Q
b
d)! eEms dx i) xofb conb>0 n)jix-e’dx —@—
0 0 -
e)! D[ 2 o oy | g
SE +2) 2 2 xvx+1

[1-x sx<0

B 4. Dadala funcién f(x) = 1)‘2 L halla I‘?f(x) dx.

1
M 5. El polinomio de grado dos Plx) = x2 + Ax + B verifica que se anula para x = 2 y, ademas, se sabe que E Plx) dx = 4.
[+]

Halla los coeficientes A y B razonadamente.

W 6. Calcula las siguientes integrales definidas; puedes ayudarte de las representaciones graficas:
2 3 r
)EBvdx c) EZXva‘x e)l sen x - dx
a 1 Q

) j:zx-dx d) Ddex ]Zxa i

W 7. Sealafuncién F(x) = x* + ax® + bx. Calcula a y b sabiendo que:
¢ [l punto (1, 2) pertenece a la grafica de Fx).

* F(x) es funcion primitiva de cierta funcién f(x) cuya integral en el intervalo [1, 2] es igual a 10.
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SOLUCIONES

1.

Las sumas quedan:

La suma superior es: S(P)=(0—(-1))-16+(2-0)-16+(4-2)-12=16+32+24=72.
La suma inferior es: s(P)=(0—(-1))-15+(2-0)-12+(4-2)-0=15+24+0=39.

Las sumas quedan:

La suma superior es: S(P)=(2-1)-3+(3-2)-10=3+10=13.
La suma inferior es: s(P)=(2-1)-1+(3-2)-3 =1+3 =4.

Las integrales definidas quedan:

a) LG 4 dx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y

VvX+3
6
1

aplicando la regla de Barrow obtenemos: [8\/x+ 3] =24-16=8

b) I; exe+2 dx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y
e+2

aplicando la regla de Barrow obtenemos: | In(e* +2) | =In-—==0,45
3

1
0

C) I: Inx dx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 vy

X
In x)° In5)°  (In3)°
aplicando la regla de Barrow obtenemos: [( 2) ] =( 2) —( 2) =0,69
3
V3 dx . . - . . . .
d) L e Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y
X

aplicando la regla de Barrow obtenemos: [arctgx]f = arctg\@ —arctg2 =-0,06rad

e) j11 (24—)()4 dx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y
T (xt+2
1
aplicando la regla de Barrow obtenemos: _—23 =0
3(x* +2)

-1
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4 2x+4
|

2 X —
racionales, descomponlendo la fraccion dada en suma de fracciones simples.

Después hacemos C=0 y aplicando la regla de Barrow obtenemos el resultado de la integral
pedida:
I2x+4 3

dx Resolvemos la integral indefinida por el método de integracion de funciones

dx=|——dx- de =
x? X-1 X+1

4

-1

[0 2 g [ 2 e OV 08157
2 x* =1 2 x° -1 x+1 5

) I: : +] dx Calculamos la primitiva por descomposicion en fracciones simples,
aplicamos la regla de Barrow y obtenemos:
ISX+1 Z_I_d C/X+.[ ax =
2 X’ - x 2 x -1 2 x 41

=[—Inx+ln(x—1)+ln(x+1)] In%=11632

) J': 9 +4xdx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y

4

9+4x)°
aplicando la regla de Barrow obtenemos: ( ) = 125 _27 = 49
6 6 6 3
0
i) job ax Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 y
X+

aplicando la regla de Barrow obtenemos: [ In(x + b)} —in22_in2-0,69
b

j) j 1 X2 dx Resolvemos la integral indefinida por el método de integracién de funciones
X+

racionales, dividiendo numerador por denominador. Después hacemos C=0 y aplicando la
regla de Barrow obtenemos el resultado de la integral pedida:

jx+ dx = [ dx- j Sdx=x-In|x+2+C = [ dx=3-In4=1,61

-1ox+2

) j024x2 (1+ x° )5 dx Calculamos la integral indefinida como integral inmediata,
2

2(1+x°)
haciendo C=0 y aplicando la regla de Barrow obtenemos: u =118097,8

0
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1) j_s;(x‘i3 +x'")dx  Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo

64 12 7°0
C=0 y aplicando la regla de Barrow obtenemos: —+X— =0
64 12|

m) j; 24-2*-dx  Calculamos la integral indefinida como integral inmediata, haciendo C=0 vy

1

24-2*} 24

aplicando la regla de Barrow obtenemos: | —— | =—
In2 | In2

n) j_01 x-€®*-dx  Calculamos la integral indefinida por el método de integracién por partes.
Después haciendo C=0 y aplicando la regla de Barrow obtenemos:

0
Ix-ezxdx=lx-ezx —lezx +C = jo x-ezx-dx{l x-e2* —lezx} =0,15
2 4 - 2 4 |,

f) I P X Resolvemos esta integral por el método de cambio de variable. Para ello

2 X x+1
hacemos x-+1=t y obtenemos una integral racional que hemos de descomponer en suma
de fraccionas simples.

otat 1 o1 X1t
J‘(1‘2—1)1‘_-“1‘—1& -[t+1dt_|n‘\/m+1

Después aplicamos la regla de Barrow y calculamos el valor de la integral definida dada:

3

J-s ax :|n|\/X+1—1| _0.218
2 xVx+1 | x+1+1|

2

La integral queda:

V3
/3 73 270 3
Isf(x)dx:jo (1—x)dx+j 3x2 dx=| x=X_| +] X :§+\/§
- 0 2 -1 0 2

-1

Como P(2)=0=4+2A+B=0

_ 3 2 1
Como jO1P(x)dx=4:{%+A; +BX} =4=3A+6B=22

0

Resolviendo el sistema formado por las dos condiciones obtenemos:

A=——Y B=—.

2A+B=-4 N 46 56
3A+6B=22 9 9
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6. Las integrales quedan:
a) [ 3-ax=[3xl;*=6
o) [2x-ax=[x*f=9
o [“exax=[] =8
&) [ o= [ -x-cber [ “x-de—a

e) J.O_zﬂ senx-dx=[-cos x" =0

. 473
f) J-3x3-dx: X 8 405
-3 4 i 2

7. Hallamos la funcién del modo siguiente:
i) Como (1,2)e F(x)=>2=1+a+b

_ b:1 :—1
i) L 3f(x) dx=10=[x* +ax® +bx]?=10=7a+b=-5 Por tanto: {a+ {a

=
7a+b=-5 b=2
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W 8 Obténel drea de cada una de las siguientes regiones sombreadas:

Y el

o
P |——m-
=

M 9. Halla el area del recinto limitado por la recta y = 3x + 2, el eje OXy las rectas x = 1y x = 3. Comprueba el resultado por
métodos geométricos.

W 10. Calcula el &rea del recinto limitado por la pardbola y = x* — 4x y el eje OX.

M 11. Calcula el area del recinto limitado por la parabola y = 4x — x2 y el eje OX.

M 12. Halla el drea de la regién limitada por lacurvay = x® - 82 + 7x, eleje OXylasrectasx =2 yx = 7.

M 13. Calcula el area de la regién limitada por la hipérbola xy = 36, el eje OX'y las rectas de ecuaciones x=6y x=12.

W 14. Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las siguientes funciones:

a) y=x2 c) y=Dbe -4l e) y=x2
y=16 y=4 y=2x

b) v=6x-x d) y=4-x2 f) y=2x3
y=x1-2x y=x+2 Vv==x+ 2x

M 15. Calcula la superficie de un panel publicitario que tiene la siguiente forma: base horizontal de 10 metros de longitud y
resto del contorno limitado por la funcidn:

x*+6x si0<x<5
glx) = )
-x+10 si5<x =10

M 16. La parabola v = alx® — 2x), can a > 0, delimita con el eje OX un recinto de 12 unidades de superficie. Halla el valor de a.

M 17. La entrada de un nuevo producto alimenticio en el mercado cre- R
ce de forma exponencial de modo que la cantidad, en gramos,  §
vendida diariamente en un establecimiento se ajusta a la funcién:

f(t)=100.e®

en la cual t representa el tiempo, en dias, desde que el producto es
lanzado al mercado. Calcula el total de gramos vendidos en los 90
primeros dias, es decir:

Ezo fit) dt
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SOLUCIONES

8. El area queda:

3

2 3
a) I_Z(X2—1) dx=| X _x =iu2=1,3u2 b) 2 ax=| X =§u2=8,7u2
1 3 |3 1 3| 3

9. La solucién queda:

El &rea del recinto sombreado viene dada por:

2 3 10

[(3x+2) ax= 3X vox| <[ 16]-[2i2)=1602 0
1 2 2 2 8
1 7

(51

Directamente este recinto es un trapecio y su area vale: 5
4

3

A:B+b-h:11+5~2:16u2 ;
2 2 /

12 3 465

B

Con lo que queda comprobado el resultado anterior.

10. El area del recinto sombreado es:

v )

14
={ﬁ—32} =%u2 =10,7 U

3

11. La solucion es el recinto sombreado:

= R W
————F—

Area:—j04(4x—x2) dx= |:(2X2 —gﬂ =

0

64 32
=32—?:?=10,7u2 1 2 3 4\




12. El area pedida es la del recinto sombreado.

2
)«\ Area:—jg(x3—8x2+7x)dx:—{
1

—40

13. El area del recinto sombreado buscado vale:

Area=—j;23—f dx=[36Inx] =

12

:36InE:36|n2:24,95 u?

14. Las diversas areas quedan:

Area=2_|‘04 (16—x2)dx= %uz

. (2401_2744+343j_(
4 3 2

36
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4 3

4-%% 14
3

X=12

x* 8x% 7X°

7
20

H=139,58 v

36 nd

1
&

-36

Estas curvas se cortan en los puntos solucién del sistema:

x=0 y=0 P00
x=4 y=8 Q4 8)

_y':ﬁx—r"]
V=X —2x

Area = Jﬂ[:\l —2x) dx + E[ﬁx —x) dx— Jj‘[r" —2x) dx =

o e £
3 2 3 o 3 2

[ - 64 | [/ 64 VB 2 - N
= | +4 |+ (48— |—[| —16'|—|__4'|]: -1t
-5 64 64 8
=+ 4+ - — - + 16+ — -4 =
3 3 3
128
=64 —— =213 u®

w

P S - )

10



c) Lafuncién es:

-4 si x£-2 0 x22

2
= |x -4 =
y=I | [4—:\" 5i 2 <x<2

El area de la zona sombreada es:

£~ EDITEX

¥
2 2,84
A= L[# — 4 —x%)] dx + J‘ (x*—4)dx =
i 4 y=4
2 2,84 . !
=Lx"dx+J: (¥ —4) dx= ; ]
b '\ \/ )
-2,84 -2 0 2284
1|“:.3 2 x!. 2,84
RN
3 i} 3 2
-8 +| 2,84 —4-2,34]—[i—a =4,275 0
3 \ 3 PV 3
d) La gréfica queda:
X
El &rea sombreada es:
1 o4 1 2 . X3 X2 1 »
A= l(4-x*)=(x+2)]ox= (2-x —x)dx:{Zx—?—?} 2 =4,5u

11



e) La gréfica queda y el area sombreada quedan:

£~ EDITEX

v/

/ y::!)(

f) La gréfica queda y el area sombreada quedan:

¥

!r'=X3

. 4 3 0 3 1
A= =(ox 2] o [ = x 42x- 1) d{__} ; {_x_ __}
-2

8 &5 37
=t —=—

== 1?=3.08u2
3 12 12

15. La grafica y la superficie quedan:

=
- 4
| ..

4y
10
Hzf[f + BX) dx+J‘ (—x+ 10) dx =
5
3 5 2 1o
X X
=[ +3f} +[——+1Dx} =
3 o 2 5
350 25 775
- + =7 129,17 0
3 2 G

12



16. La solucién queda:

0
L a(x?-2x)dx=12

17. La solucién queda:

£~ EDITEX

90 .
.[0 100-e"* dt=[3000e'®]3° =3000e® ~3000=57 256,61 gramos en total se vendieron los

90 primeros dias.

13
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PAGINA 256

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

T2
W 18. Calcula el valor de a para que se cumpla l (x+a)cos xdx= %—1,
[+]

W 19. Dada la funcidn f(x) = 4x* + 10x + 8&:

a) Calcula una primitiva Fix) que cumpla la condicién A1) = 20.
b) Enuncia la regla de Barrow y aplicala para calcular la integral de la funcién f(x) en el intervalo [1, 2].

W 20. Dada la funcién f(x) = ax? + bx + ¢, calcula los valores de a, b y ¢ sabiendo que:
1) Fx) = x*— 252 + cx es una primitiva de f(x).
Il) La integral de f(x) en el intervalo [0, 1] es igual a 1.

M 21. Durante un cierto perfodo de tiempo, las hojas de una especie vegetal transpiran a razén de 2 miligramos de agua por
centimetro cuadrado. Los bordes de una de dichas hojas coinciden con los del recinto acotado del plano limitado por las
curvas de ecuaciones:

y =Bx y:%xz

donde x e y estan expresados en centimetros. Calcula la cantidad total de agua transpirada por esa hoja en el periodo
de tiempo citado. EE

M 22. La grafica adjunta representa una funcién polinémica de grado 2 con ma- Y)
ximo en (3, 9). Determina la expresién de la funcién y calcula el drea del re-
cinto sombreado.

(3,9

W 23. Dadala funcién fix)=a-e? + % (x # 0 y a constante):

2
a) Calcula i f(x) dx. ; Qué representa geométricamente su valor absoluto?
1

b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcula asi H1)=0y A2) = %

W 24. Halla el &rea limitada por f(x), el eje OX y las rectas x = 0y x = 4, siendo:

1 ) 1

- Six<——

X 2
f(x)=4—x*+3x si —%gst

[x+3| six >3

W 25. Los vértices de una ventana rectangular tienen, respecto a un sistema de ejes cartesianos, las siguientes coordenadas:
A4, 0), B(-4, 3), C(4, 3) y D(4, 0). La sustituimos por una ventana de forma parabélica, tal que la pardbola de segun-
do grado que la define pasa por los puntos A = (-4, 0) y D(4, 0) y es tal que su tangente en el punto E(0, 3) es horizon-
tal. Determina:

a) La ecuacién de la pardbola que define la ventana.
b) El porcentaje de luminosidad que hemos perdido si la luminosidad viene definida por el drea de la ventana.

14
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SOLUCIONES

18. Resolvemos la integral indefinida por el método de partes:

j(x+ a)cos xdx=(x+a)-sen x—J.sen xdx=(x+a)sen x+cos x+C.

du=dx
v=senx

X+a=u
cos xdx=dv

Calculamos la integral definida aplicando la regla de Barrow:

/2 _
0 =

j(x+a)cosxdx=[(x+a)senx+cosx] %+a—1

Luego imponiendo la igualdad de enunciado obtenemos: g+a—1=g—1:>a=0

19. La solucion es:

a) Todas las primitivas de f(x)vienen dadas por su integral indefinida:

J-(4x3 +10x+8)dx=x"* +5x* +8x+C

Por tanto: F(x)=x*+5x*+8x+C

Calculamos la primitiva que cumple F(1)=20: 1+5+8+C=20=C=6

La primitiva buscada es: F(x)=x*+5x*+8x+6

b) f(x)|(4x®+10x+8)dx=[x* +5x*+8x]° =(16+20+16)—(1+5+8)=38

— —_— N

20. Queda:
a=4

i) F'(X)=f(x):4x3—4x+c=ax3+bx+c:{b_ .

i) j;(aXS +bx+c)dx=1=> j;(4x3 Lax+c)dx=[x* —2x2 +cx]}, =c—1

Como c-1=1=c¢c=2

15
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21. Las curvas dadas se cortan en los puntos solucién del sistema:

y=V5x x=0

X x=5

._.-.|_.

y=

, [ IVEe  XT 25
Area sombreada: = J‘ VEx— — |dx= -5 | = 2 cm’®
0 5 3 - ] 3

Ex /
y = bx
. . , 1 _—
Por tanto, la cantidad de agua transpirada por la hoja Vg <
en ese periodo de tiempo es:
C—§~2—@—16 7m N
—3 —3— , g —5-4—3-2-1_1 1 2 3 4 5§

22. La funcién polinémica es de la forma: f(x)= ax® +bx+c
Como pasa por (0,0)=0=c

Como pasa por (3,0)=9=9a+3b+c

Como tiene un maximo en (3,9)=0=6a+b

c=0
Siendo {a=-1 lafuncién queda: f(x)=-x%+6x
b=6

La recta pasa por (0,0) y (3,9)tiene de ecuacién: y=3x

; 3 3 X 3] 9
Area:_[o [(—x2+6x)—(3x)]dx=jo (—x2+3x)dx={—?+ > l):EUZ

2

1

23. La solucion queda:
2 (3 axs 1 _ xs 1 23 1) 13 4\ _ 213 _ 13y, |
a) Lf(x) o/x_j1 (e + XZJ dx—[Sae X} —(Sae 2} (3ae"® ~1)=3a(e” ~&"*)+_

su valor absoluto representa el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x),

1

el eje OXylasrectas x=1y x=2.

16
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b) SiF es primitiva de f, imponiendo las condiciones tenemos que:

¥ - _1 2/3 _ ,1/3 1_1 _
Jf0dx=F(@)-F(h = =3a(e** ~€"*)+ =~ =a=0

24. El area del recinto sombreado es:

14
| | )
A= I=x +3x]d‘f+r[x+ 3) dx i |
L 3 | 7
> 27’ 2 4 D == ax |
X 3Ix X | .
:{— + ] +[—+3x} = . —1.50//—\,511—-__ ¥
3 A 2 3 1 Y1 Sals
X | 2,88 |
9 13 ! !
=— 4 =11u° | '
2 2 |

25. La solucion es:

a) La ecuacién de la parabola que pasa por los puntos A(-4,0) y D(4,0)y tiene el vértice en
: 3 2
E(0,3)es: y=—ﬁx +3

b) El are de la ventana rectangular es 24 u?.

El area de la ventana parabdlica es:

Bi-4,3)

Cl4,3)

3

D4, 0

4

=16 U

o

+ 3,‘-:}

Luego hemos perdido un 33,3% de luminosidad.

17
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Unidad 11 — Formas de contar. Numeros para contar

PAGINA 259

cuestiones iniciales

1. Un sistema de sefales marino se desarrolla utilizando banderas.
;Cuantas sefales se pueden hacer izando cinco banderas diferentes si
pueden enarbolarse simultaneamente cualquier ndimero de ellas?

2. ;Cuantos numeros capictas hay de ocho cifras?

3. Una familia formada por los padres y cuatro hijos van al cine. Se sien-
tan en seis butacas consecutivas. ;De cuantas maneras diferentes pue-
den sentarse? ;Y si los padres se sientan en los extremos? ;Y si los pa-
dres deciden no sentarse en los extremos?

SOLUCIONES

1. Utilizando una bandera, podemos hacer 5 sefnales diferentes.
Utilizando dos banderas, podemos hacer 5-4 =20 seiales distintas.

De igual forma, para tres, cuatro y cinco banderas se tendran: 5-4-3=60,5-4-3-2=120 y
5-4.3=60, 5-4-3-2-1=120 sefales distintas, respectivamente.

En total, se podran hacer:5+20+60+120+120=325 senales distintas.

2. Los numeros de ocho cifras son de la forma ABCDDCBA. La cifra A puede ser ocupada por
cualquier cifra que no sea cero. Las cifras BCD pueden ser cualesquiera. Por el principio de
multiplicacién, se pueden formar 9-10-10-10 =9000 nimeros capictuas de ocho cifras.

3. Las seis personas en las seis butacas pueden sentarse de 6:5-4-3-2-1=720 maneras
diferentes.

Si los padres se sientan en los extremos, pueden hacerlo de 2 formas y dejan cuatro butacas
para cuatro personas que las pueden ocupar de 4-3-2-1=24 formas distintas. Por el

principio de multiplicacién, habra 2-24 =48 formas distintas de sentarse si los padres lo
hacen en los extremos.

Si los padres no se sientan en los extremos, deben hacerlo en las cuatro butacas centrales.
En estas butacas pueden hacerlo de 4-3 =12formas. En cada una de estas dejan cuatro

butacas que son ocupadas por los hijos de 4-3-2-1=24 formas. En total, podran sentarse en
esta nueva disposiciéon de 12-24 =288 formas distintas.
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M Utiliza los dos tipos de razonamiento en la resolucién de las siguientes situaciones matematicas: \ |

1. Diagonal y cuadrados. En el rectangulo del dibujo, de orden 5 x 4, la diagonal corta en \\
8 cuadrados pequefios. ;Podrias enunciar una ley que determine el nimero de cuadrados N
gue cortard la diagonal de un rectdngulo de orden a x b? s

B

2. Producto de tres nameros. Demuestra gue el producto de tres ndmeros naturales con-
secutivos no puede ser el cubo de un ndmero natural. \

SOLUCIONES

1. En el rectangulo del dibujo, de orden 5 x 4, la diagonal corta en 8 cuadrados pequenos.
¢, Podrias enunciar una ley que determine el nimero de cuadrados que cortara la diagonal de
un rectangulo de orden a x b?

Experimentamos con los casos particulares mas sencillos y ordenamos los resultados.
Llamando a (altura) y b (base) a las dimensiones del rectangulo, podemos construir la tabla.

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 2 4 4 6 6
3 3 4 3 6 7 6
4 4 4 6 4 8 8
5 5 6 7 8 5 10
6 6 6 6 8 10 6

En el elemento en el que se cruzan la fila a con la columna b aparece el nimero de cuadrados
pequenos atravesados por la diagonal, para un rectangulo de dimension a x b. Por ejemplo, la
fila 4 y la columna 3 se cruzan en el numero 6, luego, en un rectangulo de orden 4 x 3 la
diagonal atraviesa 6 cuadrados.

Si analizamos los valores de la tabla anterior podemos plantear la siguiente conjetura:

El numero de cuadrados pequefos que atraviesa la diagonal de un rectangulo de orden ax b
es igual a:

a+b-1, si ay b son primos entre si;
si los numeros ay b no son primos entre si, entonces el numero es:

a+b—da, siendo d el maximo comun divisor de my n.
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2. El producto de tres numeros naturales consecutivos no puede ser un cubo perfecto ya que si lo
fuese se tendria: k® = n(n+1)(n+2)

Por otra parte son validas las siguientes desigualdades: n® <n(n+1)(n+2)<(n+1)®
La desigualdad primera n®<n(n+1)(n+2) = n°®<n®+3n°+2n, es inmediata.
Para probar la segunda n(n+1)(n+2)<(n+1)®, basta comprobar que: n(n+2)<(n+1)?

Pero esto también es inmediato porque: n(n+2)=n*+2n<n®+2n+1=(n+1)

Luego el numero n(n+1)(n+2) no puede ser un cubo perfecto ya que se encuentra
comprendido entre dos cubos perfectos consecutivos.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Una urna contiene 10 bolas numeradas del 1 al 10. Sacamos dos bolas a la vez y sumamos los valores de los nimeros
marcados. ¢ De cuantas formas se pueden obtener nueve, diez u once?

M 2. Enellanzamiento de tres dados, ;de cuantas formas diferentes se pueden tener siete o doce puntos?

B 3. Las matriculas de los vehiculos de un determinado pals estan formadas por dos letras seguidas de cuatro nlmeros, por
ejemplo, BP-0441. ;Cuantas placas distintas se pueden formar por este procedimiento?

M 4. ;Cuantos ndmeros naturales existen mayores que 5000 y menores que 10 000 en los siguientes casos?:
a) Con todas las cifras diferentes.
b) Se pueden repetir cifras.

M 5. ;De cuantas formas diferentes se puede responder a un test de 20 preguntas, sabiendo que cada respuesta admite tres
variantes: si, no, no lo sé?

M 6. El alfabeto Morse utiliza los simbolos punto (#) y raya (-) para formar palabras y nimeros. jCuantas palabras diferentes
de 6 letras podemos formar?

W 7. Con los digitos impares, ;cuantos nimeros de tres cifras distintas se pueden formar? ; Cuantos de ellos seran multiplos de 57

8. Sicon los 7 colores del arco iris construimos banderas con tres franjas horizontales de colores diferentes, ;cuantas ban-
deras podemos formar?

M 9. ;De cuantas maneras pueden ser perseguidos 5 ratones por 5 gatos? ;Y si el gato pequefo siempre persigue al ratén
pequeno?

M 10. Un concesionario de coches expone en linea recta 12 coches. ¢ De cuantas formas diferentes puede colocarlos?

M 11. A ocho personas les han tocado en un sorteo 3 viajes a Londres, 2 viajes a Roma y 3 viajes a Viena. ;De cuantas formas
diferentes se los pueden repartir?

M 12. ;Cuéntos banderines diferentes se pueden pintar con 3 franjas verdes, 2 rojas y 1 azul?

W 13. Una coleccién de tebeos esta formada por 12 ntmeros.
Si solo disponemos de dinero para comprar tres de ellos,
ide cuantas formas diferentes podemos hacerlo?

M 14. ;Cuéntas pesadas diferentes podemos hacer con 8 pesas
distintas?

M 15. En un plano tenemos 9 puntos, de los cuales nunca hay 3
en linea recta. jCuantos triangulos diferentes podemaos
formar?

W 16. Un heladero dispone de 12 tipos de sabores distintos. Si
vende helados de 2 sabores, ;cudntos helados diferentes
puede vender? ;Y si fuesen de 1 o 3 sabores?
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SOLUCIONES

1. Asociando a cada extraccién una pareja de numeros que se correspondan con los numeros
obtenidos en las bolas y llamando A, B y C a los conjuntos de los resultados que dan nueve,
diez u once, tenemos:

A=1{1,8),12,7),(3,00,(4,5),(5,4),(6,3),17,2),(8, 1}
B={1,9,02, 8,3 7,4, 6),64,(7,3,08 2),00, 1)}

C={(1,10),12,9),13, 8),(4,7),(5,6), (6,5, (7, 4), (8, 3],
(9, 2), (10, 1)}

Utilizando el principio de adicion, las formas de obtener nueve, diez u once es:8+8 10=26

2. Realizando un recuento exhaustivo, se obtiene:

¢ Las puntuaciones que sumadas permiten obtener siete son: 511, 421 331, 322, y son 15.

¢ Las puntuaciones que sumadas dan once puntos son: 651, 642, 633, 552, 543, 444 y son 25.

3. Teniendo en cuenta que existen 27 letras y 10 digitos, pueden formarse como combinacion
de todas ellas: 27x27x10x10x10x10=7290000 placas distintas.

4. Seran numeros de 4 cifras que pueden empezar por 5, 6, 7, 8, 9.

a) Silas cifras son diferentes hay 5-V;, ; =2520

b) Silas cifras se pueden repetir hay 5-V 103 =5000

5. VR, ,, =3 formas distintas.

6. Podemos formar VR, ¢ =2° =64 palabras diferentes.

7. Podemos formar V;,=601los numeros de tres cifras distintas. Seran multiplos de 5 los que
terminen en 5, es decir V, , =12numeros.

8. Podemos formar V, ; =210 banderas diferentes.

9. 5 ratones pueden ser perseguidos por 5 gatos de P;=5!=120formas distintas. Si el gato
pequeno persigue al raton pequerno son P, =41=4.3.2-1=24 formas distintas.

10. Puede colocarlo de 12! formas distintas suponiendo que los coches sean diferentes entre si.



11.

12.

13.

14.

15.

16.
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[
s2s__ 8! =560 formas diferentes

Se los pueden repartir de: P, =31213]

3,21 6!
"~ 31.2111

=60 banderines diferentes.

Se pueden pintar: P,

12
Podemos hacerlo de C;, 5 =[ 3 j=220 formas diferentes.

Si las tomamos de 1 en 1 podemos hacer Cg,=8pesadas diferentes; de 2 en 2:
Cs » =28 pesadas diferentes; de 3 en 3:Cy ;=56 ;de 4 en 4: Cg3,=70;de 5en5: Cy,=56;de 6
en6: Cgs=28,de7en7: Cg;, yde 8en8: Cgg=1. Entotal: 8+28+56+70+56+28 8+1=255
pesadas diferentes.

Podemos formar C, ; =84 tridngulos diferentes.
En cada caso queda:

* Puede vender C,,, =66 helados diferentes de 2 sabores.

* Puede vender C,,,+Cj,, +C,53=12+66+220=298 helados diferentes de 1, 2 o0 3 sabores.
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W 17. Paraformar un equipo de baloncesto de 5 jugadores disponemos de 10 jugadores. ¢ Cudntos equipos distintos podemos
formar? ;Cudntos si solo uno de ellos es el capitan y ha de jugar siempre?

M 18. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) Voo # V, 52+ V,4,=98 d) 16+ V5= Vosaz
b) V,;=190+C,, el P=6-F

9N [ 9 3n-1, (3n-1
? (nea)= " (%)% )
n+4 2n -1 10 16
W 19. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) ¢Cuantos numeros pares de tres cifras se pueden formar usando las cifras 0, 1, 2, 3, 4, 5y 67
b) iCuantos nimeros de cuatro cifras pueden formarse con las cifras 1, 5, 6y 77
¢) ;Cuantos nameros de dos cifras, con ambas pares, existen?

M 20. En una final olimpica de 100 metros lisos participan 8 atletas. No consideramos lle-
gadas simultaneas.
a) ¢Cuantas clasificaciones posibles puede haber?

b) ;De cuantas maneras diferentes se pueden repartir las medallas de oro, plata
y bronce?

c) Side los 8 atletas 5 son americanos y 3 europeos, ;cuantas clasificaciones po-
sibles se pueden hacer, si solo tenemos en cuenta la nacionalidad de los parti-
cipantes?

d) ¢Cuantas clasificaciones diferentes puede haber si han de llegar sequidos los
de la misma nacionalidad?
M 21. Un estudiante tiene que responder a 8 de 10 preguntas de un examen.

a) ¢De cuantas formas distintas puede contestar?
b) iDe cuantas, si las tres primeras son obligatorias?

c) ¢De cuantas, si de las cuatro primeras ha de contestar a 2?

W 22. Conlos alumnos de una clase hemos formado todos los grupes posibles de dos alumnos; si en total obtenemos 378 gru-
pos, ¢cuantos alumnos hay en esa clase?

W 23. Con las letras de la palabra MATEMATICAS, ;cuantas palabras distintas, entrando todas las letras, se pueden formar?
¢Cuantas de ellas empiezan por consonante? Si ordenamos todas las palabras por orden alfabético, ;qué lugar ocupa
la palabra dada?

W 24. En una clase de 30 alumnos hay 12 chicos y 18 chicas. Se quiere formar un grupo de cinco personas para hablar con el
jefe de estudios.

a) ¢Cuantos grupos distintos se pueden hacer?
b) ¢Cuantos, si en cada uno de ellos han de entrar 2 chicos y 3 chicas?

M 25. ;De cuantas formas distintas se pueden ordenar, en una fila, 4 botellas de agua mineral, 3 de refresco de naranjay 2 de
refresco de limén?
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SOLUCIONES

17. Podemos formar C,, 5 =252 equipos distintos. Cuando uno es el capitan y debe jugar siempre,
entonces podemos formar Cq , =126 equipos distintos.

18. En cada caso:

a) n(n-1)+(n-2)(n-3)+(n-4)(n-5)=96=n?-5n-24=0=n=8
b) 16+n(n-1)=(n+1)-n=n=8

c) x(x—1)=190+@:>x2—x—380=o:x:20

d x!=6:-(x-1)!=x=6
e) Por la segunda propiedad de los nimeros combinatorios podemos escribir la igualdad:
n+4+2n-1=9=n=2

f) Por la misma propiedad del apartado anterior: 10+16=3n-1=n=9

19. Queda:

a) Podemos formar 6-7-4=168 numeros.
b) Podemos formar 4-4-4-4 =256 nimeros.

c) Existen 4-5=20nUmeros.

20. Queda:

a) Puede haber P, =8!=40320 clasificaciones diferentes.

b) Se pueden repartir de V; ; =8-7-6=336 maneras diferentes.

|
c) Existen P,>° :%:56 clasificaciones diferentes.

d) Puede haber PP, - P, =1440 clasificaciones diferentes.
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21. Queda:

a) Tiene C,, =45 formas distintas de contestar.
b) En este caso C; ;=21 formas distintas.

c) C,, Cgsq=6 formas distintas.

X(x-1)

22. Llamando x a los alumnos: C, , =378 = =378= x=28 Hay 28 alumnos en clase.

23. La solucioén es:

e Podemos formar P,,>*>*""*'=1663 200 palabras distintas.

e Empiezan por consonante las que empiezan por M que son P,,"**'*""=302400, por T
que son P,,>>""'*1=320400, por C que son P,,>**""'=151200y por S que son

P,,>***""=151200 . En total empiezan por consonante 907 200 palabras.

o Delante de MATEMATICAS estan:

Las que empiezan por A: P72 = 453 600
B® » por C: 151 200
»» » por B2 151200
BB » por I: 151200
3 B » por MAA: P21 =20 160
s o» » por MAC: P)**! = 10 080
BB » por MAE: 10 080
B® » por MAL: 10 080
» » por MAM: P22 =10 080
BB » por MAS: 10 080
B® » por MATA: P, =5 040
s » por MATC: P2l =2 590
BB » por MATEA: P, =720
s 3 3 por MATEC: P21 = 360
»» » por MATEL: 360
BB » por MATEMAA: P, =24
B® » por MATEMAC: P, = 24
»o» » por MATEMAL: F, =24
BB » por MATEMAS: 24
B® » por MATEMATA: P; =6
»o» » por MATEMATC: &
BB » por MATEMATIA: F, =2



24.

25.

£~ EDITEX

La siguiente ya es MATEMATICAS.
Por tanto ocupa el lugar:

453600+3-151200+20160+5-10080+5040+2520+720+2-360+4-24+2-6+2+1=986871

El lugar sera el 986 871.

Queda:

a) Se pueden formar C,, 5 =142506 grupos distintos

b) Sihan de entrar 2 chicos y 3 chicas se pueden formar: C,,,-C, ; =53856

De P, =362880formas distintas suponiendo que las botellas son diferentes. Si son iguales
son P*%24=1260formas distintas.

10
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

M 26. ;Cuéantos numeros enteros del 1 al 1000 no son divisibles por 3, 7u 11?

W 27. Un byte es una secuencia de 8 digitos que son ceros o unos. ;Cuantos bytes distintos se pueden formar? ; Cuantos ten-
dran 6 ceros y 2 unos?

W 28. A un congreso internacional asisten 4 franceses, 3 ingleses y 5 espafioles. Para hacerse una foto se colocan en linea recta.

a) ¢Cuantas fotos diferentes se pueden hacer?
b) ¢Cuantas, si han de estar juntos los de la misma nacionalidad?
¢} ¢Cuantas, silos espafioles han de estar juntos?

W 29. Un examen consta de doce preguntas y en cada pregunta se contesta con verdadero, V, o falso, F. ;De cuantas formas
distintas se puede contestar el examen?

W 20. Alacumbre de una montafia conducen 8 caminos distintos. ;De
cuantas formas distintas podemos hacer el ascenso y el descenso?

W31, Con los diez digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8y 9 farmamos nameros
de seis cifras. ;Cuantos de ellos tienen alguna cifra repetida?
iCuantos tienen las cifras distintas y terminan y empiezan en cifra
impar?

M 32. ;De cuantas formas diferentes podemos ver un dado ciibico apo-
yado sobre una mesa?

M 33. Tenemos tres nimeros distintos positivos y dos distintos negativos.
a) ¢Cuantos productos diferentes de tres factores podemos
formar?
b) iCuantos de ellos seran negativos?

c) ¢Cuantos productos positivos de cuatro factores se pueden
formar?

W 34. A un congreso internacional asisten 20 ingleses, 12 franceses y 18 espafoles. Si se quiere formar un comité en el que
entren 3 ingleses, 2 franceses y 4 espafioles, ;cuantos comités distintos se pueden formar?

M 35. Todas las casas de una urbanizacién estan
comunicadas entre s/ por medio de un cami-
no. Si en total hay 153 caminos, ; cuantas ca-
sas tiene la urbanizacién?

M 36. Para hacer una apuesta de la Loter(a Primi-
tiva hay que marcar con cruces 6 nimeros
de un boleto en el que figuran nuimeros del
1 al 49. ;Cudantas apuestas diferentes se
pueden hacer?

11
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SOLUCIONES

26. Hay 333 multiplos de 3; 142 multiplos de 7; 90 multiplos de 11; 47 mdltiplos de 3 y 7; 30
multiplos de 3 y 11; 12 mdltiplos de 7 y 11; 4 multiplos de 3, 7 y 11. Por tanto utilizando
diagramas de Venn obtenemos:

/‘_,.-- -, o

v -
. [/ 260 \ \\?
2 | _ffm \ \
[0 e \
\ / |. 4 ;}\ \\ f
\ 3 l'l .l'.|l
\___ |
— )
", /
N #

Hay 480 numeros enteros del 1 al 1 000 que son multiplos de 3, 7, 11, luego no son multiplos
520.

27. Se pueden formar VR, ;=256 bytes distintos. Tendran 6 ceros y 2 unos: P86’2:28bytes
distintos.

28. En cada caso:

a) Se pueden hacer P,, =12!fotos distintas.
b) Se pueden hacer P, -P;-P; - P, =103 680 fotos distintas.

c) Se pueden hacer PF;-P,=604800 fotos distintas.

29. Podemos contestar de VR, ;, =2'* =4096 formas distintas.

30. De V; , =56 formas distintas.

31. Tienen alguna cifra repetida 9-VR,, 5 =9-10° nimeros de seis cifras.

Tienen cifras distintas y terminan y empiezan en cifra impar: 20-V; , =33600 nimeros.

12
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32. Podemos distinguir que:

e Veamos 1 sola cara y hay 6 formas distintas.
e Si vemos 2 caras hay 12 formas distintas que son:

e (1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(2,3)(2,4)(2,6)(3,5)(3,6)(4,5) (4,6) (5,6)
¢ De 8 formas distintas si vemos 3 caras que son:
(6,2,3)(6,2,4)(6,5,3)(5,1,3)(5,1,4)(4,1,2)(3,2,1) (6,5, 4)
Luego en total hay 26 formas distintas de ver el dado.

33. queda en cada caso:

a) Podemos formar C, ; =10 productos diferentes.
b) Seran negativos los productos en los que entre un numero negativo, es decir: C,,-C;, =6

c) Seran positivos si entran 2 positivos y 2 negativos Cj , -C, , =3 productos distintos.

34. Se pueden formar: Cy 5 -Cy, 5 - Cig 4 =230 400 comités diferentes.

35. Llamando x al nUmero de casas de la urbanizacién obtenemos:

x(x—1)
Cx_2:153 = f:-l_cl_j?

¥ —x—306=0 = x=18

La urbanizacion tiene 18 casas.

36. Podemos hacer C 4, =13983816 apuestas diferentes.

13
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Unidad 12 — Probabilidad

PAGINA 281

cuestiones iniciales

1. Estas jugando a cara o cruz con una moneda y las diez Gltimas tiradas
han salido cara. ;Por qué resultado apostarias en la préxima tirada? Ra-
zona la respuesta.

2. La probabilidad de que nazca un varén es 1/2. ;Cual es la probabilidad
de que, entre cuatro nacimientos, dos sean nifias?

a) 172 h) 3/8 c) 3/4 d) No puede saberse

3. En un experimento se lanzan al aire cuatro monedas juntas. Si el expe-
rimento se repite muchas veces, ;jcual de los siguientes resultados se
producird mas a menudo?

a) 2 carasy 2 cruces b) 1 caray 3 cruces c) 3carasy 1cruz

4. Marfa y Carlos juegan con un dado. Marfa gana un euro si sale 2, 3, 4
o 5. Si sale un 1, gana Carlos. jCuanto deberia ganar Carlos, cuando
obtiene un 1, para que el juego sea justo?

SOLUCIONES

1. Ninguno de los dos resultados tiene mayor probabilidad de salir, ya que el azar no tiene
memoria.

2 2
2. La probabilidad es: | * (lj (lj _3
ol\2) 2] T8

3. El resultado mas probable es 2 caras y 2 cruces y se presentara 6 veces de cada 16, por
término medio.

4. Si el juego es justo, las esperanzas deben ser iguales. Llamando x a lo que gana Carlos, se

tiene: 1-i=x-l , luego, x=4.
6 6
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B Utiliza el método de demostracion por reduccién al absurdo para resolver las siguientes actividades:
1. Ndmero irracional. Demuestra que \@ es un numero irracional.

2. Implicacién légica. Demuestra que si P= Q entonces no P= no Q.

SOLUCIONES

1. Supongamos que J3 o es irracional, por tanto /3 sera racional, con lo que se puede

poner en forma de fraccion de este modo: J_zg con a, b eZ y primos entre si.
De esta igualdad obtenemos: a=\3b

Elevando ambos miembros al cuadrado nos queda: a® =3 b

De aqui deducimos que a® es multiplo de 3. Si a® es multiplo de 3 entonces a también lo es.
Podemos escribir: a=3m con m eZ y sustituyendo en la igualdad a®=3 b® obtenemos la
siguiente expresion: (3m)°=3b% y queda 9m? =3 b? siendo también 3m?=b?.

Con lo que b? es multiplo de 3y, por tanto, b también lo es.

Con esto hemos llegado a que ay b son multiplo de 3. Este resultado contradice el hecho de
que ay b son primos entre si. Por tanto, hemos llegado a una contradiccién o absurdo, por lo

que concluimos afirmando que J3  no es un ntmero racional, es decir, es un nimero
irracional.

2. Tiene que ser no P pues si fuera P entonces seria Qy como dice no Q no puede ser P.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Describe el espacio muestral asociado a cada uno de los siguientes experimentos aleatorios:
a) Se lanzan al aire 3 monedas y se anotan los resultados de las caras obtenidas.
b) Se lanzan 3 dados y se anota la suma de los puntos de las caras superiores.
c) Se lanzan al aire 2 dados y se anota la suma de los puntos de las caras superiores.

d) Extraccion de dos bolas en una urna gue contiene 5 bolas blancas, 6 negras y 7 verdes, si la extraccion se efectta con
reemplazamiento o sin reemplazamiento.

e) Sacar, con y sin reposicién, 3 cartas de una baraja espaiola de 40 cartas.

MW 2. Consideramos el fenémeno aleatorio extraer una carta de una baraja de cuarenta y anotarla, y los sucesos A = {sacar
oro}, B = {sacar rey}, C = {sacar el rey de bastos}. Determina los sucesos siguientes:

a)AnC b) ArnB~C ) AuBuC d) AuB

M 3. SeaF un espacio muestral con cuatro elementos, £ = {4, B, C, D}. ; Cudl de las siguientes funciones es una probabilidad?
a) PA) =172, P(B)=1/3, P(C) = 1/4, P(D) = 1/5
b) P(A) = 1/2, P(B) = 1/4, P(C) = -1/4, P(D) = 1/5

¢ PA)=1/2, P(B)=1/4, P(C)=1/8, P(D)=1/8 6
B 4. Seael espacio muestral £ = {4, B, C, D} y P una funcién de probabilidad sobre E. Calcula P(4) en los casos siguientes:

a) PB)=1/3, AC)=1/6 y PID)=1/9 c) P(A) = 3P(B), P(B) = 2P(C) y P(D) = 2P(B)

b) P{B, C})=2/3, P(B, D)) =1/2 y P(B) = 1/3 d) P(B) = PiA), P(C) = 2P(A) y P(D) = 4P(A)

B 5. Considera el espacio muestral £ = {a, b, ¢, d} en el que los cuatro sucesos tienen la misma probabilidad. Sean §, = {a, b}
yS,=1{a. ch

a) iSon S,y S, sucesos incompatibles?

b) Calcula la probabilidad del suceso S, w S, y |a probabilidad del suceso contrario de §,.
B 6. Dados dos sucesos Ay B, si P(A) = 0,4y P(B) = 0,5, jes posible que P(A wB) = 0,77 Razona la respuesta.

M 7. Sabemos gue la diferencia de dos sucesos A y B se define como A — B = A n B. Consideramos A y B dos sucesos tales
que PIA w B) = PlA mB). ;Cuanto valen P(A - B) y P(B - A)?
Si PlA U B) = % jcuanto valen P(A) y P(B)?

Bl 8. Una moneda esta fabricada de manera que la probabilidad de obtener cara es triple que la de obtener cruz. Calcula la
probabilidad de obtener cara y de obtener cruz en el lanzamiento de dicha moneda.

B 9. En el lanzamiento de cuatro monedas, calcula |a probabilidad de que:
a) Salga, al menos, una cruz.

b) Dos sean caras y dos cruces.
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SOLUCIONES

1. Las soluciones quedan:

a) El espacio muestral tiene 2° = 8 elementos y son:
E = [{CCOICCXHCXCHUXCOICXXHXCXNXXCHX XX}
b) El espacio muestral esta formado por 16 resultados comprendidos entre suma 3, suma
4, ..., suma 18.
c) El espacio muestral esta formado por 11 resultados comprendidos entre suma 2, suma
3, ...,suma12.
d) Llamando B a sacar bola blanca, N bola negra y V bola verde, se obtiene:
E={BB, BN, BV, NB, NN, NV, VB, VN, VV}
Tanto si la extraccion se efectia con o sin reemplazamiento.

e) Con reemplazamiento el espacio muestral consta de 40-40-40=64 000 resultados
posibles.

Sin reemplazamiento el espacio muestra consta de 40-39-38=59280 resultados.

2. Los sucesos del enunciado son:

A r C = {sacar oros v no sacar el rey de bastos} =
= {sacar oros}

A m B C ={sacar oros y sacar rey y sacar rey de has-
tos) = {db}
Este suceso es imposible

A v B C ={sacar oros o sacar rey o sacar rey de has-
tos)

A w B = {sacar oros o sacar rey}
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3. En cada caso queda:

a) No es una probabilidad pues P(A)+P(B)+P(C)=%>1 _

b) No es una probabilidad pues P(C)<O0.
c) Es una probabilidad pues P(A)+P(B)+P(C)+P(D)=1y todas ellas son positivas y

menores que 1.

4. Cada apartado queda:

a) Como sabemos que P(A)+P(B)+P(C)+P(D)=1:>P(A)+%+%+%=1:>P(A):l8

b) Queda:
2 1
Pi{B, Cll=— = PlC)=—
3 3
PI{B, D}J=1— = PD) = 11
2 2 3 6

Aplicando que P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)=1 obtenemos: P(A)+%+%+%=1:>P(A)=

| =

¢) Sustituyendo las relaciones dadas en la igualdad P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)=1 obtenemos:

1 1 2 _ _6
P(A)+§ P(A)+€ P(A)+§ P(A)=1=P(A)= 13

d)Sustituyendo las relaciones dadas en la igualdad P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)=1obtenemos:

P(A)+P(B)+2P(A)+4P(A)=1:>P(A)=%

5. Queda:

a) Como S,nS,={a}, los sucesos S, y S,no son incompatibles.

= 2 2
= P(Sz)=1_P(Sz)=1_Z:Z=

b) P(S;US,)=P(S)+P(S,)-P(S, mSz)=§+ %

Alw

1
4

FNQ N}
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6. Sabemos que P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB) , luego si es posible siempre y cuando se dé
que P(AnB)=0,2.

7. Sabiendo que: P(A—B):P(AmE) y utilizando las siguientes igualdades:

- }: P(AmE):%[P(A)—P(B)]

Del mismo modo: P(B—A)=P(BOZ)=%[P(A)—P(B)]

En el caso de que: P(B—A)=P(BnA)=—=P(ANB)

1
2
Obtenemos: P(AUB)=P(AnB)= P(A)+P(B)= P(A)+P(B)=1

En este caso A=B y P(A)=%: P(B)

8. Llamando C a salir cara y X a salir cruz, tenemos:
P(C)=3P(X) y P(C)+P(X):1:>P(C)=% y P(X):%
9. El espacio muestral consta de 2* = 16 elementos.

a) P(al menos una cruz)=1-P(todas caras)=1—5

b) P(2carasy 2 cruces )=%
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M 10. Resuelve las cuestiones siguientes referidas al lanzamiento de dados:
a) Se lanzan tres dados. Halla |a probabilidad de obtener por lo menos un cuatro.
b) Se lanzan dos dados. Halla la probabilidad de gue la suma de los puntos sea menor gue seis.
c) ¢Por qué es mas frecuente, en el lanzamiento de tres dados, obtener suma 10 que suma 9?

M 11. Selanzan dos dados una sola vez en un juego en el que participan dos jugadores. El primer jugador gana cuando la suma
de las puntuaciones en las caras superiores de los dados es igual a un ndmero impar, mientras que el segundo jugador
gana cuando la citada suma es un numero par multiplo de 3. Halla:

a) Probabilidad de que gane el primer jugador
b) Probabilidad de que gane el segundo jugador.
c) Probabilidad de que ninguno gane.

M 12. De una baraja espafiola de 40 cartas se extrae una al azar. ; Cual es la probabilidad de que sea bastos o menor de cinco?

M 13. De una baraja de 40 cartas se extraen 3 naipes consecutivamente sin reemplazamiento. Calcula la probabilidad de ob-
tener la secuencia sota, caballo, rey.

M 14. De una urna gue contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes se extrae una bola al azar. Calcula la probabilidad de que:

a) Sea una bola roja. b} Sea una bola verde. ¢) Seaunabola roja o verde. d) No sea roja.

B M 15. De una urna que contiene 9 bolas rojas y 5 negras se extraen, sucesivamente, dos bolas. Halla la probabilidad de que sean:
a) Las dos negras. c) La primera roja y la segunda negra.
b) Las dos rojas. d) Una roja y otra negra.

M 16. Una urna contiene 5 bolas blancas y 7 negras. Se sacan al azar tres bolas. Calcula la probabilidad de que, al menos, una
sea blanca.

M 17. Se tienen dos urnas. La primera contiene 6 bolas blancas y 8 negras, y la sequnda, 4 blancas y 12 negras. Se extrae al
azar una bola de cada urna. ;Cudl es la probabilidad de que sean del mismo color?
M 18. Ana, Juan y Raul, que estan esperando para realizar una consulta médica, deciden sortear el orden en gue van a entrar.

a) Calcula la probabilidad de que los dos Gltimos en entrar sean hombres.
b) Determina si son independientes los sucesos S, y S, siendo:

Sy: «la mujer entra antes gque alguno de los hombres».
S;: «los dos hombres entran consecutivamentes.

M 19. Sean Ay B dos sucesos tales que P(4) = 1/2 y P(B) = 3/5. Calcula, razonadamente, para qué valor de P(4 U B) los suce-
sos Ay B son independientes.

M 20. ;Son independientes los sucesos de sacar mdltiplo de tres y sacar mltiplo de cuatro al lanzar al aire un dado en forma
de dodecaedro regular?

M 21. Determina si son dependientes o independientes, compatibles o incompatibles, los sucesos A y B que cumplen las con-
diciones siguientes:

a) PlA) =1/4, P(B)=1/2, LA L B) = 5/8 b) P(A) = 1/6, PB) = 1/3, PLA U B) =1/2
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SOLUCIONES

10. En cada caso queda:

a) Los casos posibles son: 6-6-6=216

Los casos favorables son:

e Un cuatro: (4,—,-),(—4,-),(—,—4);3-5-5=75
e Dos cuatros: (4,4,-),(4,—4),(—4,4); 3-5=15
e Tres cuatros: (4,4,4);1

Entotal : 75+15+1=91, por tanto la probabilidad es de %=0,42

b) Los casos posibles son:

Suma 2:1 Suma 4:3 Suma 3:2 Suma 5:4
En total: 10 y la probabilidad de obtener suma menor que seis es de £=0, 28

c) Ya que obtenemos:

Suma 9@

Resultados Posibilidaces
i3, 3, 3] 1
i4,
4,
05,
(5,
6,2, 1)
En total 25

 2) b
1) 3
1) B
ey 3

b

| I o T T R N Y

Suma 10

Resultados Posibilidades
4,4, 2) 3

4,3, 3) 3

i5 4, 1) B

5,3, 2) B

6

3

B, 3, 1)
e, 2, 2) E
En total 27




11.

12.

13.

14.

15.
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Queda:

. 18 1
a) P(gana 1%?)=P(suma impar)=—=—
) P(g )=P('suma impar) 362

. 12 1
b) P(gana 2?)=P(suma multiplo)=—=—
) P(g )=P( plo) 3% 3

{sumaﬁ} =
= {0120 21)015024)(33)0(42)51)36)(45)(54)i63)(66)}

c) P(ninguno gana)=P(ni suma par ni multiplo de 3} = %:%

P(bastos o menor de 5)=P(bastos)+ P(<5)—P(bastos y <5)= EJFE_i:%:ﬂ
40 40 40 40 20

Queda: P(sota, caballoy rey):i-i-i 4

En cada caso:
a) P(roja)=— =0,4 b) P(verde)=_ 0,35
J _20 —\Y _20 —\Y

c) P(rojao verde)=E =0,75 d) P(no roja)=E =0,6
20 20

Las probabilidades son:

a) P(dos negras):i 4 _10

== =0,11
14 13 91

b) P(dos rojas)=—--2 =30 _0 396
1413 of

C) P(1§rojay2'£‘negra):i 5 _4

= =22 0,25
14 13 182

. 9 5 45
d) P(unarojayunanegra)=— —-2=—=0,495
) A 2y 9ra)=14"13 2 91
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16. P(al menos una blanca)=1-P(las tres negras)=1-——-— =0,841

En este caso hemos supuesto que no reemplazamos las bolas de la urna.

3
7} 1385:0,802

En caso de reemplazar las bolas la probabilidad pedida es: 1-| — | =——
12 1728

17. La probabilidad queda: P(igual color)=P(BB)+ P(NN)= £i+£E =E=0,54
14 16 14 16 28

18. La solucion es:

a) Casos posibles P, =6.casos favorables en los que los dos ultimos son los hombres son 2
1

luego la probabilidad pedida es §= 3

b) Puede decirse:

=

n

-

A

':._I.G

Il
D“'u| |}

Il

| —

PiS)) - PiS.) = 2 .2 =
3 3
Por tanto: P(S, m S;) = P(5) - P(5;) = no independientes

19. Los sucesos A y B son independientes si cumplen:

13 8
P(AnB)=P(A)-P(B)=—-—=—
(ANB)=P(A)-P(B)=2--=15
1 3 3 4
En estecaso: P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=— + ———=—
2 5 10 5

10
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20. Queda:

21.

Mdltiplos de 3 = {3,6,9,12} P(3) = %

MUltiplos de 4 = {4,8,12) P(4) =%
. 1

Multiplos de 3y de 4 = {12} P(3 4) =3

Por tanto los sucesos son independientes pues se cumple que P(é N Li') =%=P(A:)~P(é')

Utilizando la igualdad P(Au B)=P(A)+P(B)-P(AnB).Obtenemos:

a) P(AmB):l+1—§=% Como P(AnB)=0 los sucesos son compatibles y como ocurre lo

4 2 8
siguiente P(ANnB)=P(A)-P(B), entonces los sucesos son independientes.

b) P(AmB):%+%—%:O Como P(AnB)=0los sucesos son incompatibles y como

P(AnB)=P(A)-P(B), entonces los sucesos son dependientes.

11
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

M 22. La probabilidad de que un alumno apruebe Matematicas es de 0,6, la de que apruebe Lengua es de 0,5 y la de que aprue-
be las dos es de 0,2.

a) ¢Cual es la probabilidad de que apruebe al menos una asignatura?
b) ¢Y de que no apruebe ninguna?
c) (Y la de que apruebe Matematicas y no Lengua?

M 23. Se lanza un dado dos veces. Calcula la probabilidad de que en la sequnda tirada se obtenga un nimero mayor que en
la primera.

M 24. Un estudiante se presenta a un examen tipo test compuesto por cien preguntas, cada una de las cuales va acompanada
de cuatro respuestas (y sélo una es correcta).
Sesenta de las preguntas corresponden a la parte del programa que el alumno ha preparado y en las que tiene una pro-
babilidad del 80 % de contestar acertadamente. En el resto de las preguntas contestara al azar. Si elige al azar una pre-
gunta, ;cudl es la probabilidad de que la respuesta sea correcta?

M 25. Dos personas piensan cada una en un ntmero del 0 al 9. Calcula la probabilidad de que las dos personas no piensen el
mismo numero.

M 26. Se escuchan tres CD de musica y se guardan al azar. ;Cudl es |a probabilidad de
que al menos uno de los CD haya sido guardado en su caja?

M 27. Con las cifras 1, 2, 3, 4 y 5 se forman todos los nimeros posibles de tres cifras
distintas. ;Cudl es la probabilidad de que uno de ellos, elegido al azar, sea multi-
plo de 4?

M 28. En un centro escolar los alumnos de segundo de Bachillerato pueden optar por
cursar como lengua extranjera inglés o francés. En un determinado curso, el 90 %
de los alumnos estudia inglés y el resto francés. El 30 % de los que estudian in-
glés son chicos y de los que estudian francés son chicos el 40 %. Elegido un alum-
no al azar, jcual es la probabilidad de que sea chica?

M 29. En una universidad en la que sélo hay estudiantes de Arquitectura, Ciencias y Letras, terminan la carrera el 5 % de Ar-
quitectura, el 30 % de Ciencias y el 50 % de Letras. Elegido un estudiante al azar, se pide:
a) Probabilidad de que sea de Arquitectura y haya terminado.
b) Probabilidad de que haya terminado sus estudios.

M 30. Se tienen dos urnas U, y U, cuyo contenido es: en la urna U,, 4 bolas azules, 3 bolas rojas y 3 verdes; en la urna U,, 4
rojas, 5 azules y 1 verde.
Se lanzan tres monedas y si se obtienen exactamente dos caras se extrae una bola de la urna U,, en otro caso se extrae
de la urna U,.
a) Haz un diagrama para el experimento aleatorio de lanzar tres monedas.
b) Calcula la probabilidad de que la bola extraida sea azul.

M 31. Se consideran dos sucesos, A y B, asociados a un experimento aleatorio, con P(A) = 0,7, PB) = 0,9 y P(A U B) = 0,58.
iSon independientes A y B7

12
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SOLUCIONES

22. La solucion en cada caso es:

a) Plapruebe al menos una)=0,6 +0,5-0,2 =0,9
bj Pino apruebe ninguna)=1-0,9=0,1

c} Plapruebe Matematicas y no Lengua) =
=06-02=04

23. La probabilidad es: %:0,4167

24. La probabilidad es:

60 80 40 1 58
+

P(respuesta correcta )= : —=
100 100 100 4 100

=0,58
25. En cada caso es:

; : 10 1
P(piensen el mismo numero)= —-—=—
10 10 10

P(no piensen el mismo numero)= 1-P( piensen el mismo numero)1— 1 i=0,9

10 10

26. La probabilidad es:

P(al menos 1 en su caja)= P(todos)+ P(solo uno)= =0,67

+
olw
ol
W

o=

27. Casos posibles son V; ; =60

Casos favorables son los numeros que terminen en 12, en 32, en 52 y en 24 en total 12
nameros.

La probabilidad pedida es £=0,2.

28. La probabilidad es:
P(chicaj=0,9-0,7 + 01 - 0,6 = 0,69

13
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29. Suponemos que el porcentaje de alumnos que cursan cada una de las carreras es el mismo.
En este supuesto se tiene:

a) FPisea de Arquitectura y haya terminado) =

1 5 -
3 1GU—GJD16;

bj P(haya terminadoj =

1
3100 3 100

30. En cada caso:

a) El espacio muestral asociado al experimento de lanzar tres monedas.
E={{CCCHCCXCXCHXCCT)

(XXCHXCXHCXXNXX X}
b) En este caso:

Pibola azul)= Pisacar 2 caras) - P(bola azul de U,) +
+ Pino 2 caras) - Pibola azul de U;) =

31. Se tiene que:
PIAUB =PAnB =1-P(An B)

Por tanto:

PARB =1-P(AUB) =1-0,58=0,42
Ademds: PIA)- P(Bi=0,7 -0,9=0,63
Como: PIAm Bl = PiA) - P(B)

se tiene que A v B no son independientes.

14
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Unidad 13 — Probabilidad condicionada

PAGINA 305

cuestiones iniciales

1. En una bolsa hay 4 canicas rojas, 4 azules y 2 verdes. Se agita bien la bol-
5a Yy se sacan 3 canicas: 2 rojas y 1 azul. Después se extrae otra canica.
;De qué color es més probable que sea? Elige la respuesta correcta:

a) Roja. b} Azul. c) Verde.

d) Todos los colores son igualmente probables.

2. Calcula el valor de la probabilidad del siguiente suceso: «La suma de las
caras de dos dados es 10, 11 0 12 habiendo salido 6 en el primer dadoa».

3. Extraemos dos cortes de una baraja de 40 cartas. Halla la probabilidad:

a) De sacar dos copas.
b) De sacar dos cartas de palos distintos.

MOTA: Considera los das problemas con reemplazamiento de la primera carta
¥y sin reemplazamiento.

4. Se tienen dos cajas, la primera con 4 bolas blancas y 2 rojas y la segun-
da con 3 bolas blancas y 3 rojas. Se abre una caja al azar y se extrae una
bola. Calcula:

a) La probabilidad de que la caja sea la segunda y la bola blanca.

b) La probabilidad de que la caja sea la primera sabiendo que la bola
es blanca.

SOLUCIONES

1. La composicién de la bolsa queda con 2 canicas rojas, 3 azules y 2 verdes. Por tanto, el color
mas probable de las que quedan dentro es azul.

2. La probabilidad es %

3. En cada caso:

a) Con reemplazamiento la probabilidad es E~E=i
40 40 16

Sin reemplazamiento la probabilidad es 109_3

40 39 52
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b) Con reemplazamiento %

. . 30 10
Sin reemplazamiento —=—
39 13

4. Las probabilidades son:

a) P(caja segunday bola blanca)zlg:l
26 4
14
. caja primera y bola blanca 26 4
b) P(caja primeray bola blanca)= = =
) Pleaap Y ) P(bola blanca) 14,137
26 26
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M Utiliza el método de induccidn para resolver las siguientes actividades:
111
1. Matrices. Sea lamatriz A={1 1 1|. Demuestra que A" =3"-1. A
111

2. Multiplo de 5. Demostrar gue n® — n es multiplo de 5 para cualquier valor de n.

n 2 2
. . o 3 nn+1
3. Suma de cubos. Demuestra que para cualquier nimero natural n se verifica: E P = %
i=1

SOLUCIONES

1. Siguiendo el método de induccién y sabiendo que la igualdad es cierta para valores
pequenos de n, damos por supuesto que es cierta para un valor cualquiera y demostramos
que también lo es para el siguiente:

Para n=1 vemos que la igualdad es cierta pues A=3°-A

3 3 3
e Para n=2 calculamos A’=|3 3 3|=3A
3 3 3

e Suponemos que es cierta para n=p, es decir: A°=3"". A
e Hemos de ver que también es cierta para n=p+1, es decir hemos de probar que ocurre lo

siguiente: A*'=3°-A.

Para ello calculamos esta matriz  A°"'=AP.A=3""-A-A=3".A que es lo que queriamos

demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p+1. Por tanto podemos afirmar

que escierta VneN.
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2. Siguiendo el método de induccion y sabiendo que n’®-n es mdltiplo de 5 es cierto para

valores pequefios de n, damos por supuesto que es cierto para un valor cualquiera y
demostramos que también lo es para el siguiente.

e Para n=1 vemos que la igualdad es cierta pues 15— 1 = multiplo de 5

e Para n=2 25-2=30=multiplode5

e Suponemos que es cierta para n=p, es decir: p° —p es mltiplo de 5.

e Hemos de ver que también es cierta para n=p+1, es decir hemos de probar que se cumple

la siguiente expresion: (p+1)5 —(p+1) es multiplo de 5.

Para ello operamos y obtenemos:
(p+1)5 —(p+1)=p° +5p* +10p° +10p° +5p+1- p—1=(p° —p)+5(p* +2p* +2p° +p)  que es
una expresion que resulta multiplo de 5 + multiplo de 5 = multiplo de 5, que es lo que queriamos

demostrar.
Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p+1. Por tanto podemos afirmar

que es cierta V ne N.

3. Siguiendo el método de induccion y sabiendo que la igualdad es cierta para valores pequefos
de n, damos por supuesto que es cierta para un valor cualquiera y demostramos que también lo
es para el siguiente.

_ _ 1(1+1)°
e Para n=1 laigualdad es cierta 1=———

, , 2% (2+1)°
e Para n=2 laigualdad es cierta pues 13+23=———"
. . p?(p+1)°
e Suponemos que es cierta para n=p, es decir: 1* +2° +3° +...+ p° =
e Hemos de ver que también es cierta para n=p+1, es decir hemos de probar que se da la
+1?2(p+2)°
siguiente expresion: 1° +2° +3% +...+ p® +(p+1)° = (p+1 ip )
Para ello utilizando lo anterior obtenemos:
2(p+1)° 2 +172(p+2)°
LALARE (p4 ) +(p+1)° =(p+1)° (%+p+1}= (p+1) ip )

que es lo que queriamos demostrar.

Con esto hemos demostrado que la igualdad es cierta para p+1. Por tanto podemos afirmar
que es cierta V ne N.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Sesupone que 25 de cada 100 hombres y 600 de cada 1 000 mujeres usan gafas. Si el nimero de mujeres es cuatro ve-
ces superior al de hombres, calcula la probabilidad de encontrarnos:

a) con una persona sin gafas; b) con una mujer con gafas.

M 2. Selanza un dado numerado de 1 a 6:
a) Encuentra la probabilidad de que salga 3, si se sabe que salid impar.
b) Calcula la probabilidad de que salga par, si se sabe que salié mayor que tres.

B 3. Auncongreso asiste el mismo ndmero de hombres que de mujeres. El 60% de los hombres tiene 40 afios o mas y el
30% de las mujeres tiene menos de 40 afios.

a) Sise elige al azar una persona que asiste al congreso, ¢cual es la probabilidad de que sea mujer?
b) Si se elige al azar una persona que asiste al congreso, ¢cudl es la probabilidad de que tenga menos de 40 afos?

c) Sise elige un asistente al azar y se observa que tiene mas de 40 afios, ;cuél es la probabilidad de que dicha persona
sea mujer?

W 4. En una ciudad en la que hay doble nimero de hombres que de mujeres, hay una epidemia. El 6% de los hombres y el
11% de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcula la probabilidad de que:

a) sea hombre; b} esté enfermao; ¢) sea hombre, sabiendo que esta enfermo.

B 5. Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que pase la primera prueba es del 0,6. La proba-
bilidad de que pase la segunda es del 0,8 y la de que pase ambas es del 0,5. Se pide:

a) La probabilidad de que pase, al menos, una prueba.

b) La probabilidad de que no pase ninguna prueba.

c) ¢Son las pruebas independientes?

d) La probabilidad de que pase la segunda prueba en el caso de no haber superado la primera.

M 6. Laproduccion de una empresa la realizan a partes iguales tres turnos, de los que
dos son diurnos y uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas
en cada turno diurno es el 2%, en tanto que el porcentaje de piezas defectuosas
producidas por el turno nocturno es del 8%.

a) Si se toma una pieza al azar de un turno al azar, ;cudl es la probabilidad de
que sea defectuosa?

b) Sise toma una pieza al azar de un turno al azar y resulta ser defectuosa, jcual es
la probabilidad de que la pieza haya sido fabricada en el turno nocturno? ¢ cudl
es la probabilidad de que haya sido fabricada en el turno diurno?

B 7. Una fabrica de coches tiene tres cadenas de produccién, A, By C. La cadena A fabrica el 50% del total de coches pro-
ducidos, la B el 25% y la C el resto. La probabilidad de que un coche resulte defectuoso es: en la cadena A, 1/2; en
laB, 1/4yenlacC, 1/6.

Calcula razonadamente:

a) La probabilidad de que un coche sea defectuoso y haya sido fabricado por la cadena A.

b) La probabilidad de que un coche sea defectuoso.

c) Si un coche no es defectuoso, ¢cudl es probabilidad de que haya sido producido por la cadena C?
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1.

Las probabilidades son:

. 175 4 40 235
a) P(una persona sin gafas)=—- +—
5100 5 100 500
b) P(una mujer con gafas)= 4,60 _ @ =0,48
5 100 500
Quedan:
P(salga 3/sali6 impar):%
2
P(par/mayor que 3)=§
La solucién es:
, 1
a) P(mujer)=—
2
b) P(menos de 40 afos)=0,5-0,4+0,5-0,3=0,35
, . 0,7
c) P(mujer/mas de 40 afios )=———"———=0,5385
0,7+0,6
Queda:
2
a) P(hombre):5
b) P(este enfermo)= 2.5 +1 n_2s3 =0,0767
37100 3 100 300
2.6
__ 3100 _12_
C) P(hombre/estaenfermo)—g.i L1—23—0,52
3 100 100 3

=0,47
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5. Sean Ay B, respectivamente, la primera y la segunda de las pruebas. Tenemos:

PAI=0,6, PIBj =08y FIAmB)=0,5
a) P(pase al menos una)=P(AuB)=0,6+0,8-0,5=0,9
b) P(no pase ninguna)=1-P(no pase ninguna)=1-0,9=0,1

c) No son independientes, ya que P(AnB)=0,5 y P(A)- P(B)=0,6-0,8=0,48 son diferentes.

d) Queda:
P [ B.-'IIT':";_] — p'B Q Jﬁ'l.l — ID|BI — P_|.':'|l ) B,I _
p'-':"t.l P[Ji".,]
— G'B_DJS _ ':I..?I- —[:I_"'
- 1-06 04

6. Las probabilidades son:

2 1.2 1 8 1

a) La probabilidad es: 1 +—- +—- =—=0,04
3 100 3 100 3 100 25
1.8
3 100 2
b) P(nocturna/defectuosa) R +1. 5 +l. 5 0,6
3100 3 100 3 100
7. La solucién en cada caso:
50 1
a) P( defectuosoyde A)=———=0,25
100 2
b) P( defectuoso)= 50 -l+ 25 ~l+ 25 ~l=z=0,35
100 2 100 4 100 6 48
25 5
_ 100 6 _10_
c) P( C/no defectuoso)= 25 550 1+ o5 .§—31—0,32

7+ .
100 6 100 2 100 4
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W 8. Enun hospital, la probabilidad de que un enfermo tenga fiebre es 0,76 y de
que tenga tension alta es 0,58. Ademnas, se sabe que la probabilidad de que
tenga fiebre o tensién alta es 0,62. Halla la probabilidad de que un enfermo
de ese hospital:

a) Tenga fiebre y tensién alta.

b) No tenga ni fiebre ni tensién alta.

MW 9. ;Son independientes los sucesos de sacar una figura (sota, caballo o rey) y sacar un oro al tomar una carta de una baraja
espafiola?

M 10. Se consideran dos sucesos, A y B, asociados a un experimento aleatorio, con P(A)=0,2; P(B) = 0,6; AAwE)=0,7. ;Son
independientes A y 87 Calcula P(A w B).

MW 11. Laruleta de un casino consta de 40 casillas, numeradas de 1 a 40. Los nimeros acabados en 1, 2, 3, 4 0 5 son rojos, y
el resto negros. Puesta en marcha la ruleta, se consideran los sucesos siguientes: A = {el resultado es un numero de la
primera decena}, & = {el resultado es un nimero par}, C = {el resultado es un numero rojo}. Averigua:

a) La probabilidad P(C - A).
b) La probabilidad de que el nimero sea de la primera decena, sabiendo que es rojo.

c) ¢Son independientes los sucesos Ay B7 ;Y los sucesos Ay C?

M 12. Una urna contiene 5 bolas rojas y 3 blancas. Se selecciona una bola al azar, se descarta y se colocan dos bolas del otro
color en la urna. Luego, se saca una segunda bola. Determina la probabilidad de que:

a) la segunda sea roja;
b) ambas bolas sean del mismo color;

) la primera sea roja, si la segunda lo es.

M 13. Un empresario tiene dos negocios en funcionamiento, N, y NV,. El primero produce pérdidas en el 20% de sus balances
y el segundo, sélo en el 4%. Suponiendo que el volumen de negocios es el mismo para N, y N, y que analizando un ba-
lance al azar arrojé pérdidas, scual es la probabilidad de que sea del primer negocio?

W 14. Sesabe que, en dierta poblacién, la probabilidad de ser hombre dalténico es de un doceavo y la probahilidad de ser mu-
jer y dalténica es de un veinticincoavo. La proporcién de personas de ambos sexos es la misma. Se elige una persona al
azar.

a) Si la persona elegida es hombre, halla la probabilidad de que sea dalténica.
b) Si la persona elegida es muijer, halla la probabilidad de que sea dalténica.

c) ¢Cudles la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

W 15. De todos los alumnos del altimo curso de bachillerato de una ciudad, el 80% cursa inglés y el 209, francés. Se sabe,
ademds, que el 53% de dichos alumnos son mujeres. Se elige al azar uno de dichos alumnos de dltimo curso y resulta
ser mujer. ;Cudl es la probabilidad de que esta alumna curse francés?
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SOLUCIONES

8.

10.

11.

Queda:

P(Fiebre y Tension alta) = 0,76 + 0,58 — 0,62 = 0,72
P(FAT)=P(FUT)=1-0,62=0,38

Se dice:

P( figura):E:O,S P(oro)=£=0,25 P( figura de oros)=i=0,075
40 40 40

Al ser P( figura de oros)=P(figura)-P( oros) , los sucesos son independientes.

Queda:

P(AuB)=P(AnB)=0,7=P(AnB)=0,3

Como P(A)-P(B)#P(An B)no son independientes los sucesos Ay B.
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,2+0,6-0,7=0,1

La solucién:

a) P(C—A)=12-0375
40

P(primeradecena/rojo) _ 5/40 _ 5 _
P(rojo) 20/40 20

b) P(primera decena/rojo)= 0,25

c) Veamos silos sucesos A y B son independientes.

o101 g 1
PiA) = 20 = 3 P(B) = 5

P T
P.HGBJ—M—B

Al ser P(AnB)=P(A)-P(B), los sucesos son independientes.

Lo mismo ocurre para los sucesos Ay C.
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12. Obsérvese el esquema siguiente:

ByBoi.2_6
E—R‘_}l__t_h__, blanca PiBvyB) == S
L2 g™ -:
y\.ﬁn z%"- roja PiB }'R]=i-;:§_1
5R| P 8 9 72
= HH“‘E@Q @ -blanca pRyp=2.2 =25
Sar, - R| 22 Ry 'I_E 2=
Y9~ moja  PRyR==-2-20
' g 9 72
. 21 20 41
a) P(segundaroja)=—+——-=—
72 72 72
: 6 20 26
b) P(ambas del mismo color )=—+——=——
72 72 72

P(12rojay 22roja) 20/72 20
P(22 roja) 41/72 41

c) P(12roja/22 roja)=

13. La probabilidad pedida es:

P(N, / élrdidas)_P(N1ypérdidas)_ 0,20-1/2 _0,20_5
/P " P(pérdidas)  0,20-1/2+0,04-1/2 0,24 6

14. Queda:
a) P(dalténica/hombre )= - tdaltonicalhombre) 1/12_ 2 _ 4467
P(hombre) 1/2 12
b) P(daltnica/mujer)=1_22 =2 _0,08
172 25
111
c) P(daltonica)= ——+—-—=10,0617
2122 25

15. La probabilidad es:

P(cursa francés y es mujer) 0,2-0,53 _
P(mujer) 0,53

P(cursa francés/es mujer )= 0,2

10
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ACTIVIDADES FINALES

W 16. Una fabrica tiene tres maquinas, A, By C, que producen tornillos. Del total de tornillos se producen, respectivamente, el
50%, 30% y el 20%.

La maquina A produce un 5% de tornillos defectuosos, la 8 un 4% y la Cun 2%.
a) Calcula la probabilidad de que un tornillo, elegido al azar, sea defectuoso.
b) Si un tornillo elegido al azar resulta defectuoso, calcula la probabilidad de que lo haya producido la maquina C.

W 17. El 25% de las familias de cierta comunidad auténoma no sale fue-
ra de la misma durante las vacaciones de verano. El 65% veranea
por el resto de Espafa y el 10% restante se va al extranjero. De
los que se quedan en la comunidad, sélo un 10% no utiliza el co-
che en sus desplazamientos. Esta cantidad aumenta al 30% en los
que salen por el resto de Espafna y al 80% entre los que viajan al 3 .
extranjero. < . . nS

a) Calcula el porcentaje de familias de esa comunidad que utiliza el coche en sus desplazamientos de vacaciones de verano.

b) Una familia no usa coche en sus vacaciones de verano. ;Cual es la probabilidad de que salga de su comunidad movién-
dose por el resto de Espaia?

W 18. En el tribunal X se examinan el instituto 4, con 123 alumnos, v el colegio B, con 77. De A aprueba el 75% y de B el 67%.
El alumno ¥ no ha aprobado. Halla qué probabilidad hay de que pertenezca a cada uno de los centros examinados por el
tribunal.

M 19. Una urna contiene 2 bolas blancas y 2 rojas, y otra urna 3 blancas y 2 rojas. Se pasa una bola de |a primera a la segun-
da urna y después se extrae una bola de la sequnda urna, que resulta ser blanca. Determina la probabilidad de que la
bola trasladada hubiese sido blanca.

W 20. Se tienen dos urnas, una con 8 bolas blancas y 4 verdes; la otra, con 6 blancas y 10 verdes. Se extrae una bola de cada
urna. Calcula la probabilidad de que sean del mismo color.

W 21. Un joyero compra los relojes a dos casas proveedoras. La primera le sirve el 60% de los relojes, de los cuales el 0,4% es
defectuoso. La segunda le proporciona el resto, siendo defectuoso el 1,5%. Un dia, el joyero, al vender un reloj, obser-
va gue este no funciona. Halla la probabilidad de que el reloj proceda de la primera casa proveedaora.

M 22. Una urna contiene 5 bolas rojas y 8 verdes. Se extrae una bolay se reemplaza por dos del mismo color. A continuacién,
se extrae una segunda bola. Calcula:

a) La probabilidad de que la segunda bola sea verde.
b) La probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

M 23. Enuna bolsa A hay 4 bolas negras y 5 blancas. En otra bolsa 8 hay 2 negras v 3 blancas. Se elige al azar una bolsa y se
extrae de ella una bola.

a) Halla la probabilidad de que la bola extraida sea negra.
b) Halla la probabilidad de que |a bola extraida sea blanca.

W 24. Una urna contiene 3 bolas rojas y 1 blanca; otra urna contiene 4 bolas rojas y 2 blancas, y una tercera contiene 1 roja y
2 blancas. Se extrae una bola de una de ellas y se comprueba que es roja. Halla la probabilidad de que haya sido extra-
ida de la primera urna.

11
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SOLUCIONES

16. Las soluciones quedan:

50 5 30 4 20 2

a) P( defectuoso)= . + : + : =0,41
100 100 100 100 100 100
20 2
b) P( Cldefectuoso)= 100 100 -4 0,98

20 2 50 5 30 4 41
100 100 100 100 100 100

17. La probabilidad viene dada por:

25 90 65 70 10 10

a) : + : + : =0,69 Luego el 69% de las familias utiliza coche.
100 100 100 100 100 100
6530
b) P( resto Espafia/ no coche)= 100 100 Q:O,GZQ

65 30 25 10 10 90 62
100 100 100 100 100 100

18. En cada caso:

123 25
200 100 3075
P( pertenezca a A/ no ha aprobado) 123 25 . 77 33 5616 0,5475
200 100 200 100
7733
200 100 2541
P B h = = =0,4525
( pertenezca a B/ no ha aprobado) 123 25 ) 77 33 5616
200 100 200 100
19. Observa el diagrama resultante:
L sale B
e pasa B T saleR
~__ " w6 sale B
142 T pa =
pasa ve—— saleR
La probabilidad es:
P( pasa blanca/sale blanca )= P(pasablanca y sale blanca) _ 1/2-1/4 _ 4
P(sale blanca) 1/2-1/4+1/2-3/6 7

12
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20. La probabilidad es: P( mismo color)=—o. > 4 4 10_ 88

.~ =0 20,4583
12 16 12 16 192

21. Queda:

P( de la 12 casa/no funciona)= P(de la 1* casa y no funciona) =

P(no funciona)

B 0,6-0,004 _0,0024
©0,6-0,004+0,4-0,015 0,0084

=0,2857

22. Quedan:

a) P( 22 verde)=£-l+i~1—0:5—3=0,58
13 14 13 1 1

b) P( igual color)=—-." +2. 4 _38 4 42
13 14 13 14 91

23. En cada caso:

a) P(negra):l~i+l£:1—9:0,42
29 25 45

b) P(negra)=1'§+l-§=§=0,58
29 25 45

24. La probabilidad queda:

P(12 urna/roja) =

~N | w

=0,43

Alw

+
W|l=alWw|—=
olhDlw

W=
W=
W=

13
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W 25. En una empresa de auditoria se ha contratado a tres personas para revisar la contabilidad de unas empresas bancarias.
La primera de ellas se encarga de efectuar el 30% de los controles, la segunda el 45% vy la tercera el 25% restante. Se
ha comprobado que de las inspecciones realizadas por la primera persona, el 1% son erréneas; la segunda comete erro-
res en el 3% de los casos y la tercera en el 2% de los casos.

a) Calcula la probabilidad de que, al elegir una inspeccién, esta sea errénea.
b) Al elegir una inspeccién correcta, ;cudl es la probabilidad de que la haya realizado la sequnda persona?

M 26. Dados dos sucesos aleatorios A y B, se sabe que:
P(B) = % P(A) = P(A/B) = %

a) Razona si los sucesos A y B son independientes.
b) Calcula P(A U B).
c) Determina P{A/B).

W 27. Laplantilla de empleados de unos grandes almacenes esta formada por 200 hombres y 300 mujeres. La cuarta parte de
los hombres y la tercera parte de las mujeres solo trabajan en el turno de mafiana. Elegido uno de los empleados al azar:

a) ¢Cudél es la probabilidad de que sea hombre o solo trabaje en el turno de mafana?
b) Sabiendo que no solo trabaja en el turno de mafana, icudl es la probabilidad de que sea mujer?

M 28. Se sabe que dado A, la probabilidad de que ocurra B es 0,3; es decir, P(B/A) = 0,3. ;Cudnto vale la probabilidad de que
dado A no ocurra B: P(B/A)?

M 29. Un test para detectar si una persona es portadora del virus de la varicela da positivo en el 86% de los que la padecen y
da negativo en el 929% de los que no la padecen.

Se sabe que un 2% es portador del virus. Una persona se somete a un test. Halla:
a) La probabilidad de que el test le dé positivo.
b) La probabilidad de que sea portadora del virus de la varicela sabiendo que el test le ha dado positivo.

W 30. Dos sucesos A y B se sabe que son independientes, que la probabilidad de que ocurra alguno de ellos es 5/6 y que la
probabilidad de que ocurran ambos simultaneamente es 1/3. Halla las probabilidades de Ay de B.

M 31. Enun grupo de personas, al 50% les han puesto alguna vez una multa de trafico. Por otro
lado, al 12,5% no les han puesto nunca una multa, pero si han sufrido alguna vez un acci-
dente. Finalmente, al 60% de guienes nunca han tenido un accidente no les han puesto
nunca una multa.

a) ¢Qué porcentaje no ha tenido nunca un accidente ni le han puesto nunca una muka?
b) ¢Qué porcentaje no ha tenido nunca un accidente?

c) Entre las personas gue nunca les han puesto una multa, ;qué porcentaje no ha tenido
nunca un accidente?

M 32. En una asignatura de primer curso de universidad, asisten a clase, regularmente, 210 alumnos, de los 300 que hay ma-
triculados. Ademas, se sabe que aprueban el 80% de los alumnos que asisten a clase y el 50% de los que no asisten.

a) Se elige al azar un alumno matriculado. ;Cual es la probabilidad de que no haya asistido a clase y haya aprobado?
b) Se elige al azar un alumno de entre los que han aprobado. ;Cual es la probabilidad de gue haya asistido a clase?

14
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SOLUCIONES

25.

26.

27.

28.

En cada caso queda:

a) La probabilidad pedida es una probabilidad total:

P(Errénea)=P (Erréonea/ 12 persona)+ P (Errédnea/ 22 persona)+ P (Errénea/ 32 persona)=
=0,3-0,01+0,45-0,03+0,02-0,25=0,0155

b) Utilizando el teorema de Bayes, obtenemos:

P(22 persona / correcta)= P(2® persona y corrects) =

P(correcta)

0,45 x 0,97 0,4365 _0,4365

- = = = 0,4461
0,30 x 0,99 + 0,45 x 0,97 + 0,25 x 0,98 0,2970 + 0,4365 + 0,2450 0,9785

Queda:

a) A y B son independientes puesto que P(A) = P(A/B), es decir B no influye en la
probabilidad de A.

b) Como P(Au B) = P(A) + P(B) - P(An B).

Si P(E)z% entonces P(B)=% , por ser Ay Bindependientes:

P(AnB)=PA)-PB) = — = PAUB=~+1_1_1
12 3 4 12 2
Decimos:
Hombres Mujeres TOTAL
Sélo mananas 50 100 150
No sélo mananas 150 200 350
TOTAL 200 300 500

A partir de la tabla obtenemos:

a) La probabilidad de que sea hombre o sélo trabaje en el turno de manana es la expresada a
200 150 50 _300_3

+ =
500 500 500 500 5

continuacion:

b) P(Mujer/no solo mafanas) =% =;

Como P(B/A) + P(B/A) =1y P(B/A)=0,3; entonces P(B/ A) = 0,7.

15



29. Expresamos la informacién del enunciado en una tabla de contingencia:

30.

Mayores de 45 Menores de 45 Totales
anos anos
Directivo 6 2 8
No directivo 14 78 92
Totales 20 80 100

Observando los valores de la tabla, respondemos a las preguntas:

£~ EDITEX

a) El porcentaje de los trabajadores que tiene mas de 45 anos y no desempefa ningun cargo

directivo es el 14%.

b) El porcentaje de los trabajadores que no es directivo y no es mayor de 45 anos es el 78%.

c) El porcentaje de trabajadores que son directivos y no tienen mas de 45 afos es el 2%. El

2% de 150 trabajadores es 3.

Como Ay B son independientes entonces P(A N B) = P(A) - P(B)= P(A)-P(B)

Como P(Au B) = P(A) + P(B) — P(An B) obtenemos:

Resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Las soluciones son:

e Si P(B) =§ P(A)

P(A) + P(B) =

[N RN]

16
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31. Construimos una tabla de contingencia con los datos que aparecen en el enunciado.

32.

Calculamos los valores de cada una de las casillas en tantos por ciento.

Multa No Multa Totales
Accidenta 25 12,5 37,5
No Accidente 25 37,5 62,5
Totales 50 50 1

Observando la tabla respondemos a las cuestiones del enunciado:

a) El porcentaje que no ha tenido nunca un accidente ni les han puesto nunca una multa es

el 37,5%.

b) El porcentaje que no ha tenido nunca un accidente es 62,5%.
Este valor de 62,5% se calcula : El 60% de x es 37,5% y se obtiene x= 62,5%

c) Entre las personas que no han tenido nunca una multa 50% del total es decir un 0,50, el
porcentaje de las que no han tenido nunca un accidente 37,5% del total, es decir un 0,375, es

el 75% de ese valor.

Hacemos una tabla de contingencia con los datos del problema y obtenemos:

Asisten No Asisten Totales
Aprueban 168 45 213
No Aprueban 42 45 87
Totales 210 90 300

Las probabilidades pedidas son:

a) La probabilidad de que no haya asistido a clase y haya aprobado es % =0,15

b) Entre los que han aprobado la probabilidad de haya asistido a clase es % =0,789

También podiamos haberlo hecho por el teorema de Bayes:

210 ;g
P(Asiste/ Aprueba) = 210 300 50 _ 056 0,789
=108+ 22 .05 071
300 300

17
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 33. Sise lanzan dos dados, calcula la probabilidad de que la suma de los puntos obtenidos sea par, condicionado a gue en
uno de los dados el resultado obtenido haya sido el ndmero tres.

W 34. Una urnacontiene 25 bolas blancas sin marcar, 75 bolas blancas marcadas, 125 bolas negras sin marcar y 175 bolas ne-
gras marcadas. Se extrae al azar una bola.

a) Calcula la probabilidad de que sea blanca.
b) Se extrae al azar una bola y estd marcada. ;Cudl es la probabilidad de que sea blanca?

W 35. En el lanzamiento de un dado se consideran los tres sucesos siguientes: A, sale un nimero impar; B, sale un ndmero par;
C sale el 1 oel 2. Se pide:

a) ¢Son independientes Ay B?
b) ;Son independientes Ay C?
c) Calcula PlA/C).

M 36. Una bolsa contiene tres monedas, una de las cuales estd acufiada con dos caras, mientras que las otras dos monedas
son normales. Se escoge una moneda al azar y se lanza sucesivamente obteniéndose cuatro caras. ;Cuél es la probabi-
lidad de que la moneda elegida sea la de dos caras?

M 37. En una ciudad el 55% de los habitantes consume pan integral, el 30% pan multicereales y el 20% ambos. Se pide:
a) Sabiendo que un habitante consume pan integral, ;cual es la probabilidad de que coma pan multicereales?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona de esa ciudad no consuma ninguno de estos panes?

M 38. Una urna contiene dos bolas. Se sabe que la urna se llené tirando una moneda al aire dos veces y poniendo una bola
blanca en |a urna por cada cara y una negra por cada cruz. Se extrae una bola de la urna y resulta ser blanca. Calcula la
probabilidad de que la otra bola de la urna sea también blanca.

M 39. Tenemos tres cajas, una verde, una roja y una amarilla y, en cada caja, hay una moneda. La de la caja verde esta truca-
da y la probabilidad de que salga cara es doble de la probabilidad de que salga cruz; la moneda de |a caja roja tiene dos
caras y la de la caja amarilla no esta trucada. Se toma una caja al azar y se lanza la moneda gue esta en esa caja. Calcu-
la razonadamente:

a) La probabilidad de que salga cara.
b) La probabilidad de que, sabiendo que ha salido cara, se haya lanzado la moneda de la caja roja.

W 40. Una fabrica produce tres tipos diferentes de boligrafos, 4, 8 y C. El nimero total de unidades producidas de cada uno
de ellos es el mismo (un tercio del total). Salen defectuosos, sin embargo, un 15%. de todos los del tipo A, un 3%. de to-
dos los del tipo B y un 7% de todos los del tipo C. En un control de calidad se detectan el 70% de todos los boligrafos
defectuosos de tipo A, el 80% de los del tipo B y el 90% de los de tipo C. Los boligrafos defectuosos detectados en di-
cho control se tiran. Si se saca al azar uno de estos boligrafos defectuosos que se han tirado, calcula la probabilidad de
que sea de tipo A.

W 41. Tres cajas idénticas contienen cada una dos fichas. En una, las fichas son blancas; en otra, de color rojo, y en la tercera,
una roja y otra blanca. Se extrae una ficha, que resulta ser blanca. ;Cual es la probabilidad de que la otra ficha que que-
da en la caja escogida sea también blanca?

18
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SOLUCIONES
33. P( suma par/ha salido tres):%
34. La solucién es:
a) P( blanca)= 25475 =100 =0,25
25+75+125+175 400
b) P(blanca/marcada)=P(blancaymarcada) = 75 =0,
P(marcada) 75+175

35. Queda:

a) PiA) = % P(B) = ;— P(A~B) =0
Como P(A m B) = P(A) - P(B), estos sucesos no son
independientes.

- 1 pie_ 1 p ]
| Al = — | = — ¥ = —
) P(A) I PiC) 3 PiA M C) 6
Como PIA~C)=PlA) - PIC)
estos sucesos son independientes.
PiANC) 1/6 3

. 16 _ 3 1
O PNO =T s T e T

36. Queda:

P(obtener 4 caras con moneda de 2 caras)
P(obtener 4 caras)

P(moneda de 2 caras / han salido 4 caras)=

_8_ 0,8889
9

19
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37. En el diagrama de Venn podemos ver los datos del problema:

LI\ et 22
K "5 a) PLmuItlc.flntegraIJ=¥=0,36

‘ 10 |2(3l | 35
h) Pininguno de estos panes) =
8 P

35
\ X_/ =700 77

Multicereales Integral

38. Las posibles configuraciones de la urna pueden verse en el dibujo adjunto.

144 S N
1, 1
P(segunda blanca/primera blanca )= P(blgnca y blanca) -4 =i=l= 05
P(primerablanca) 1, 21 2 2
4 42 4
39. En cada caso:
1
11 13 . 3 6
a) P(cara)=——+—-1+—-—=—=0,72 b) P(roja/cara)= =—=0,46
) P(cara) CRET ) Plrojaloara)=——%5 4 =15
3 33 32
40. La solucién es:
115 70
_ 3 1000 100 _
P(A/detectadodefectuoso)= 115 70 +1' 3 80 +1. 790 =
3 1000 100 3 1000 100 3 1000 100
1050 1050—0,5469
T1050+ 2401630 1920
41. Queda:
L 1
P(segundablanca/primerablanca)zp(bléncayblanca)= 3 -3 =E=067
P(primerablanca) 1 ] 1 11 1.1 3
—1+—0+—-— —
3 3 32 3 6

20
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Unidad 14 — Estadistica inferencial. Muestreo.
Estimacion puntual

PAGINA 327

cuestiones iniciales

1. ;Codmo elegirfas una muestra de 50 alumnos entre los 1500 alumnaos
de un centro escolar con el fin de hacer un sondeo sobre las eleccio-
nes al Consejo Escolar?

2. En un centro de la UNED se sabe que el 30% de los alumnos tiene en-
tre 18 y 22 afios; el 45% entre 22 y 40 anos, y el resto mas de 40 anos.
;Como extraerfamos una muestra de 150 alumnos para hacer una es-
tadistica sobre el nimero semanal de horas que dedican al estudio?

3. Una maquina realiza piezas de precisién con un didmetro medio de
8 mmy una desviacién tipica de 0,5 mm. Suponiendo que la distribu-
cion es normal, calcula la probabilidad de que una pieza tomada al azar
tenga un diametro:

a) Mayor que 8,5 mm.
b) Menor que 7,5 mm.
c) Comprendido entre 7 y 9 mm.

4. Un agente de seguros vende pélizas a cinco individuos, todos de la mis-
ma edad. De acuerdo con las tablas actuales, la probabilidad de que un
individuo con esa edad viva 30 afnos mas es de 3/5. Determina la pro-
babilidad de que dentro de 30 afios vivan:

a) Los cinco individuos.
b) Al menos tres.
c) Solo dos.

SOLUCIONES

1. Mediante muestreo aleatorio simple asignando un numero desde el 0000; 0001; 0002, ..., 1 499
para cada uno de los 1 500 alumnos y después tomando en una tabla de nimeros aleatorios los
alumnos que corresponden a los 50 numeros primeros seleccionados y estos formaran la
muestra buscada.
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2. Elegimos la muestra mediante muestreo estratificado. Los estratos son los alumnos entre 18 y
22 anos, los alumnos entre 22 y 40 y los alumnos de mas de 40 afos.

El tamarno muestral de cada estrato sera proporcional al tamafo de estos.

x y z 150

30 45 25 100
x=45 alumnos entre 18 y 22 anos.
y=67,5 alumnos entre 22 y 40 aios.

z=37,5alumnos con mas de 40 afos.

3. Las probabilidades pedidas son:
8,5-8
>—

a) P(X>85)=P|Z
0,5

J:P(Z>1)=1—P(Z<1)=0,1587

7,5-8
<—

b) P(X<7,5)=P(Z 05

}:P(Z<—1):1—P(Z<1)=0,1587

c) P(7<X<9)=P(X<9)-P(X<7)=P(Z<2)-P(Z<-2)-1=0,9544

4. Es una distribucion binomial B(S;%}. Las probabilidades pedidas son:

o svyava2y
a) P|_k:5;=[.5:)(2?;) () =00777

h) PIXz3)=P(X=3)+PiX=4+P(X=5)=

()2 (F O 2+

() () -omms
c) PiX=2)= (; ](%]2 : (%]s — 0,2304



£~ EDITEX

PAGINA 343

W Utiliza el principio de distribucién de Dirichlet en la resolucion de los problemas que siguen.

1. Iniciales repetidas. ; Cuantos habitantes debe tener una ciudad para asegurar que hay al menos dos habitantes cuyas
tres iniciales, del nombre y de los dos apellidos, coinciden? Suponemos que sélo se considera el primer nombre propio y
26 letras del alfabeto.

2. Correspondencia. Diecisiete personas mantienen correspondencia por carta, cada una con todas las demas. En sus car-
tas solamente tratan 3 temas. Cada par de personas trata en sus cartas sélo uno de estos temas. Demuestra que hay, al
menos, 3 personas gue se escriben sobre el mismo tema.

SOLUCIONES

1. Puesto que tanto el nombre de pila como los dos apellidos pueden comenzar por cualquiera de
las 26 letras del alfabeto, por el principio de multiplicacion de la combinatoria tenemos
26-26-26 =17 576, conjuntos ordenados distintos de tres iniciales.

Por el principio de distribucién, el nimero minimo de habitantes necesarios para garantizar que
existen dos con las mismas iniciales sera 17 577.

En esta situacion los nidos sonr=17576, es decir, los conjuntos ordenados distintos de tres
iniciales; y las palomas son el nimero minimo de habitantes,n=17 577

2. Seleccionemos una persona, digamos A. Mantiene correspondencia con las 16 restantes. Como
solamente hay tres temas, segun el principio del palomar, debe escribirse al menos con seis de
ellas sobre el mismo tema.

Para fijar ideas, supongamos que A se escribe al menos con 6 de las restantes 16 sobre el tema
I. Si alguna de estas seis se escribe con otra sobre el tema |, entonces ya hay tres
escribiéndose sobre el tema |.

Supongamos que estas seis personas se escriben sobre los temas Il y lll. Si B es una de estas
seis, entonces, por el principio del palomar, debe escribirse al menos con tres de las otras 5
sobre uno de los dos temas, por ejemplo el tema Il

Ahora hay dos posibilidades para estas ultimas tres personas. Si alguna se escribe con otra
sobre el tema |l, ya hemos encontrado tres personas que se escriben sobre el tema Il. Si, por el
contrario, ninguna de las tres se escribe con las otras sobre el tema Il, entonces las tres deben
escribirse entre si sobre el tema lll, con lo que esta probada la afirmacién del enunciado.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

u .

2

. Una poblacién esta formada por solo seis elementos, convalores 2,4, 6, 8, 10y

Toma tu libro de texto y considera el numero de paginas que tiene. Utiliza |a tabla de numeros aleatorios para seleccio-
nar una muestra de 15 paginas en el libro.

A un centro de ensefianza asisten 500 alumnos y se desea extraer una muestra aleatoria de tamafo 25. Describe la elec-
cién de dicha muestra en los casos de utilizar el muestreo aleatorio.

. En cierto centro de ensefianza se va a realizar un estudio para conocer el tipo de actividades extraescolares que gustan

mas a los alumnos. Para ello, van a ser encuestados 60 alumnos elegidos al azar. Al centro asisten 250 alumnos de 3° de
ESO, 200 de 4° de ESO, 100 de 1° de Bachillerato y 50 de 2° de Bachillerato. Se decide elegir la muestra utilizando mues-
treo estratificado. Define los estratos y determina el tamafno muestral de cada estrato.

12. Consideramos todas las muestras de tamafo 2 con reemplazamiento que
pueden extraerse de esta poblacién. Calcula:

a) La media de la poblacién.

b) La desviacién tipica de la poblacién.

c) La media de la distribucién muestral de medias.

d) La desviacién tipica de la distribucién muestral de medias.

. Una biblioteca publica esta organizada en 5 secciones, en cada una de las cuales hay un determinado nimero de libros,

como muestra la tabla:

Seccién 2
860

Seccién 3

1200

Seccién 4
700

Seccién 5

740

Seccién 1
500

Seccidn

Ne° libros

Con objeto de estimar el porcentaje de libros de edicién espafiola se quiere seleccionar una muestra del 5% del nime-
ro total de libros a través del muestreo estratificado aleatorio considerando como estratos cada una de las secciones. De-
termina el numero de libros a seleccionar en cada seccién.

. Se toma una muestra aleatoria de 64 personas en una poblacion de 100000, de forma que una de sus caracteristicas se

distribuye normalmente con media u = 10 y desviacién tipica o = 3. Calcula:
a) La probabilidad de que la media de |a muestra esté comprendida entre 9 y 11.
b) La probabilidad de que la media de |a muestra sea mayor que 11.

. Si se sabe que la distribucion muestral de medias para muestras de tamario 36 tiene varianza 8, ;cual serd la desviacion

tipica de la poblacién original?

. Ciertas pilas eléctricas fabricadas por una compafiia tienen una duracién media de 900 horas y una desviacion tipica de

80 horas. La compariia vende todas las semanas 1000 lotes de 100 pilas cada uno. Calcula:
a) ¢En cuantos lotes cabe esperar que la media de las duraciones sobrepase las 910 horas?
b) La probabilidad de que una muestra al azar de 64 pilas tenga una duracién media mayor de 910 horas.
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SOLUCIONES

1. Conociendo el numero total de paginas se asigna un numero a cada una de ellas y se extraen
las 15 de la muestra mediante la tabla de nimeros aleatorios siguiendo un muestreo aleatorio
simple.

2. En cada caso queda:

e Si elegimos la muestra por medio del muestreo aleatorio simple procedemos como en el
problema anterior.

e Si elegimos la muestra por medio del muestreo aleatorio sistemético elegimos al azar un

elemento de la muestra y a partir de él de 20 en 20 tomamos los 24 restantes pues %zZO .

3. Los estratos los forman los distintos cursos.

El tamano de cada estrato sera proporcional al tamafo de estos. Asi:

X Y _ 2 _ 1 _60/600
250 200 100 50

x=25 Alumnos de 22 de ESO;
y =20 Alumnos de 4° de ESO;
z=10 Alumnos de 12 de Bachillerato;

t=5 De 22 de Bachillerato.
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4. La solucién es:

a) La media de la poblacion es u=7.
b) La desviacion tipica de la poblacién es o =3,41
¢) Ladistribucion de las medias de las 36 muestras con reemplazamiento de tamario 2 es:

¥|23455?39m11 12
ﬁ"12345654 302 1

La media de la distribucion muestral de medias es:

d) La desviacion tipica de la distribucién muestral de medias es:

o= |17 o4
TN 36

5. Queda:

Considerando los estratos como cada una de las secciones obtenemos:

x 'y z _t k 200
500 860 1200 700 740 4000

Luego en la muestra habra:

x=25 Libros de la seccion 1 y =43 Libros de la seccion 2.
z=60 Libros de la seccion 3 t=35 Libros de la seccion 4.

k=37 Libros de la seccién 5.
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6. Queda:

La distribucion muestral de medias es normal y viene dada por N [1 O;LJ . Las probabilidades

Jo4

pedidas son:

al PO<X<11)=Pi—267 <Z<2,67)=
=2 P(Z<2,67)-1=0,9924

b) P(X>11)=P(Z>2,67)=1-P(Z<2,67)=0,0038

7. Silavarianza es 8, la desviacion tipica es \/gy x/_=L:>0':12\/§:16,97
V36
8. La duracion media de las pilas es normal N(900;80). La distribucion muestral de medias
también es normal N(QOO;iJ: N(900;8).
7100

a) P(X>910)=P(Z>1,25)=1- P(Z<1,25)=0,1056

b) si la muestra es de 64 pilas, la distribucion muestral de medias es N(900;10).

P(X>910)=P(Z>1)=0,1587
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M 9. Laestatura media de la poblacién, comprendida entre 20 y 30 afios, de cierto barrio, es de 176 c¢m, con desviacién tipi-
cade 10 cm.

a) ;Cuél es la probabilidad de que una muestra de 36 personas tenga una estatura media de 176 cm o mas?
b) ;Y cudl es la probabilidad de que la media de esta muestra sea menor de 170 cm?

W 10. Sabiendo que de cada cinco accidentes de trafico, uno es de moto, calcula la probabilidad de que en los préximos 200
accidentes:

a) Sean de moto menos del 30%.
b) Sean de moto més del 80%.
¢) El nimero de accidentes de moto esté comprendido entre el 40% vy el 60%.

M 11. Se sabe gue el 60% de los adultos de un area geografica asiste regularmente a programas culturales. Se obtiene una
muestra aleatoria de 150 adultos. Se desea conocer cudl es la probabilidad de que la proporcién muestral esté com-
prendida entre los valores 0,5y 0,7.

W 12. De un grupo de 120 estudiantes, la proporcién de que tengan dos o mas hermanos es de 48/120. Encuentra los para-
metros de la distribucién a la que se ajustaran las muestras de tamafio 40.

W 13. Los resultados de una eleccién mostraron que un cierto candidato obtuvo el 46 % de los votos. Halla la probabilidad de que
de 1000 individuos elegidos al azar de entre la poblacién votante se obtuviera mayoria de votos para dicho candidato.

M 14. Las calificaciones en los examenes de Geologia que se han
realizado los Gltimos 25 afos en cierta facultad siguen una
distribucién normal con media 53 y desviacidn tipica 12.

a) Calcula la media y la desviacion tipica de la distribucién
muestral de las muestras de tamafio 30 que se pueden
obtener.

b) Halla la probabilidad de que una muestra de tamaio 100
tenga la media entre 53 y 57.

M 15. Se toman muestras de tamafio 50 de una poblacién normal
de media 18,1 y desviacidn tipica 2,3. Halla la probabilidad de
obtener:

a) Una muestra cuya media no sea inferior a 16.
b) Una muestra cuya media sea inferior a 16 o superior a 19.

M 16. El cociente intelectual de los estudiantes de un instituto se
distribuye con media 110 y desviacién tipica desconocida .
Si se sabe que el 25,46% de las muestras de 36 alumnos tie-
nen un cociente intelectual medio superior a 112, halla el va-
lor de &
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SOLUCIONES
9. La distribucién muestral de medias es normal N[1 76;%}:N(1 76;1,67)

Las probabilidades pedidas son:
a) P(X2176)=P(Z20)=0,5

b) P(X<170)=P(Z<-3,6)=P(Z>3,6)=0,0002

10. La probabilidad de que el accidente no sea de moto es %=0,8.

0,8-0,2

La distribucion muestral de proporciones es normal N [0,8; J:N(O,8;0,028) .

Las probabilidades pedidas son:

a) P(p<0,30)= Plz<-17,86) =0
b) Pip=0,80)=Pz>0)=0,5
c) P(0,4< fi<0,6)=Piz<10,7)-Piz<3,57)=0

11. La solucién es:
0,6-0,4

La distribucion muestral de proporciones es normal N [0, 6; j: N(0,6;0,04)

La probabilidad pedida es:

P05 < p<0,7)=P-2,5<2<25)=0,9876

12. Los parametros de la distribucion muestral de proporciones son:




13.

14.

15.

16.
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Queda:

La distribucion de proporciones es normal N [0, 46; /%]: N(0,46;0,016)

La probabilidad pedida es:
P(p>0,5=Pz>25=1-Pz<2,5) =0,0062
La solucion en cada caso:

a) La distribucion muestral de medias tiene por media u,=53 y desviacién tipica
12
o, =——=219
V30
b) La distribucion muestral de medias en muestras de tamafo 100 es normal N(53;1,2). La
probabilidad pedida es:

Fi53 <X <57)=Pl0<z<33)=0,4995

Queda:
La distribucion muestral de medias es normal y viene dada por N (1 8,1;%}: N(18,1;0,33)

Las probabilidades pedidas son:
a) PiXz16)=PiZ=-6,36)= 1

bl PIX<16)+ PIX>19) = P(Z< —6,36) + PIZ>2,7) =
=1-0,99:5 =0,0035

La solucién:
Sabemos que P(X>112)=0,2546

P(7(>112)=P(Z>MJ:0,2546:> 2 =0,66=0,=3.Como o -2 _5-18.
oy o, * 36

10
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 17. Supongamos que una poblacién se compone de 5 nifios de edades 2, 3, 6, 8 y 11 afios. Considera todas las muestras
posibles de 3 nifios, con reemplazamiento, que puedan formarse. Halla:

a) La media y la desviacién tipica de la poblacién.
b) La media y la desviacion tipica de la distribucién muestral de medias.

¢} ¢Qué relaciones hay entre los resultados obtenidos en los apartados a) y b)?

W 18. Suponiendo gue las puntuaciones de un test de inteligencia se distribuyen segtin una normal N (100, 15), calcula la pro-
babilidad de que una muestra de tamano 49, extralda de esa poblacidn, tenga una media inferior a 98. Calcula la pro-
babilidad de que una muestra de tamafo 81, extraida de esa poblacién, tenga una media superior a 105.

W 19. El didametro medio interior de una muestra de 200 tubos producidos por una maquina es de 0,502 cm y la desviacion ti-
pica es de 0,05 cm. El uso de los tubos permite una tolerancia en el didmetro de 0,496 a 0,508 ¢m); de otro modo se
consideraran defectuosos. Determina el porcentaje de tubos defectuosos, supuesto que los tubos producidos por esa ma-
quina estan normalmente distribuidos.

W 20. Se ha tomado una muestra de los precios de un mismo producto alimenticio en 16 comercios, elegidos al azar en un ba-
rrio de una ciudad, y se han encontrado los siguientes precios:

95; 108; 97; 112; 99; 106; 105; 100; 99; 98; 104; 110; 107; 111; 103; 110

Suponiendo que los precios de este producto se distribuyen normalmente segun una ley de varianza 25 y media desco-
nocida, jcudl es la distribucién de la media muestral?

M 21. Sesupone que la estatura de los jévenes de 18 afios de cierta poblacién sigue una distribucién normal de media 162 cm
y desviacion tipica 12 cm. En una muestra, tomada al azar, de 100 de estos jévenes encuestados:

a) ¢Cual es la probabilidad de que esta media esté entre 159y 165 cm?

b) ¢Cuantos de estos jovenes tienen su estatura entre esos valores?

M 22. En una determinada poblacion se sabe que el 20% de las personas usan gafas graduadas y el resto no. Tomamos una
muestra de 256 personas. ;Cudl es la probabilidad de que el porcentaje de personas que usan gafas graduadas esté en-
tre el 15% yel 25%7?

W 23. Se sabe que el tiempo de retraso de los trenes de largo recorrido con llegada a
una determinada estacién sigue una distribucién normal de media 15 minutos y
desviacion tipica 3 minutos, y para los trenes de corto recorrido la media es de 25
minutos y la desviacién tipica de 5 minutos. En muestras de 150 trenes tomadas
al azar, jcual es |2 probabilidad de que la diferencia en los tiempos medios de re-
traso no supere los 9 minutos?

M 24. En una prueba de aptitud, la puntuacién media de los estudiantes era de 72 puntos, con una desviacion tipica de 8 pun-
tos. (Cual es la probabilidad de que dos grupos de estudiantes, formados por 50 y 70 estudiantes, respectivamente,
difieran su media entre 3 y 5 puntos?

11
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SOLUCIONES

17. Queda:
a) La mediay la desviacion tipica de la poblacion son: u=6;0=3,2863 .

b) Podemos formar C; ; =10 muestras posibles sin reemplazamientos y obtenemos:

2 2 2 3 3 & 2 2 2 3
Elementos | 3 3 il & A a| A B 8 8
A a 11 a 11 11 & 11 1 1

Media de
la muestra

3.6 4,33 533 5,66 | 666 | 833 (533|633 F | 733

La media de la distribucion muestral de medias es:

1 1
u_=36- +433- + 5,33 + 5,66 -
* 10 10
. + 6,66 - + 8,33 - +533 - ——
6,33 1 + 7 1 + 7,33 - L =
10 10 10

=599=6=4 0.=135

X_

c) Severificaque u, =uy o, =

S
=
IR
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18. La solucién es:

La distribucion muestral de medias es normal N [1 OO;EJ: N(100;2,14)

79

La probabilidad pedida es:
P(X <98) = P(Z < -0,93) = P(Z > 0,93) =
=1-PZ=0,93)=0,1762
En el segundo caso si n=81, la distribucién muestral de medias es

i I:I % —
ME100; 1—'—] = N100; 1,71 v PIX = 105) =
WVal :

=PiZ=294)=1-PiZ=294)=0,016

19. Queda:
La distribucién muestral de medias es normal N [O,SOZ;ﬁJ: N(0,502;0,0035)
7200

P(0,496<0,508)=P(-1,714<Z<1,714)=0,9128

Es decir el 91,28 % no son defectuosos, por lo tanto el 8,72% de los tubos son defectuosos.

20. Queda:

21.

De la muestra obtenemos: x=104 y o,=5.

ZSJ es decir la distribucién muestral de

V25
V16

Los precios se distribuyen segun la normal NL/J;

medias se ajusta a la normal N(104;1,25).

La solucién es:

La distribucion muestral de medias es normal N [1 GZ;iJ: N(162;1,2)

V100
La probabilidad pedida viene dada por: P (159 < X< 64)=P(-2,5<2<2,5)=0,9876

Luego el 98,76 % de los chicos tiene su estatura entre 159y 164 cm.

13
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22. Queda:

0,2-0,8
256

La distribucion muestral de proporciones viene dada por: N [0,2; ]:> N(0,2;0,025)

La probabilidad pedida es:

P(0,15 <p < 0,25) = P(=2 < 7 < 2) = 0,9544

23. Queda:
La distribucién muestral de diferencia de medias entre los trenes de corto y largo recorrido esta
caracterizada por: 4, =25 o, =5; p, =15 o, =3

La distribucion muestral admite como parametros:

e—=10 v g= | _
He— : V 10 10

La probabilidad es:
P, —x, =9 =Plz<-054 =0,2%6

24. La solucioén es:

La distribucidén muestral de diferencia de medias es:

g2 o g2
LW—pg=0; o= _|
ot \ 50 70
La probabilidad pedida es:

P(3 < Xa— Xg<5)=P(2,03 < z<3,38) = 0,0208

= 1,48

14
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Unidad 15 — Estadistica inferencial.
Estimacion por intervalos. Pruebas de hipoétesis

PAGINA 353

cuestiones iniciales

1. Una confitura puede ser calificada de almibar si contiene entre 420 y 520
gramos de azlcar por kilo de confitura. Un fabricante comprueba 200 bo-
tes de confitura de 1 kilogramo. Encuentra que el peso medio de azlcar
es de 465 gramos con una desviacion tipica de 30 gramos. Sabiendo que
el contenido de azlcar se distribuye normalmente, calcula el porcentaje de
la produccién del fabricante que no debe llevar la mencion de almibar,
considerando la muestra como representativa de la produccion total.

2. Se tira al aire 400 veces una moneda equilibrada. Sea X el ndmero de
veces gue en la moneda se obtiene cara. Se pide:

a) Halla la ley de probabilidad de X. Calcula su esperanza matematica
¥ sU varianza.

b) Aproxima las probabilidades de la variable X mediante una distri-
bucién normal.

c) Calcula las probabilidades P(X > 220) y P{180 < X < 220).
d) Calcula las probabilidades P(X = 220) y P{X = 190).

SOLUCIONES

1. El peso de azucar por confitura se distribuye segun la normal N(465;30).

Veamos el porcentaje que puede considerarse como almibar:

Pi420 < X < 520) =
_pl7< M‘)_p(zﬁ- _420-465 | _
. 30 , 30

=PZ< 1,83 -PZ<-1,5 =0,899

Luego el 89, 96% lleva el nombre de almibar, es decir 179, 92 botes son almibar y no llevan
la mencién de almibar el 10, 04% es decir 20, 08 botes.
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2. Queda:

a) El ndmero de caras obtenidas al tirar una moneda sigue una distribucién binomial
B(400;0,5) .

La esperanza matematica es u =400-0,5=200

La varianza es 6?=n-p-q=400-0,5- 0,5=100 .

b) La distribucion binomial anterior la podemos aproximar a la normal N(200;10)

c) P(X>220)=P(X>220,5)=P(Z>2,05)1- P(Z<2,05)=0,0202

P(180< X <220)=P(179,5< X<220,5)=P(Z<2,05)-P(Z<-2,05)=2P(Z<2,05)-1=0,9596

d) P(X=220)=P(219,5< X <220,5)=P(1,95 <Z<2,05)=0,0054

P(X=190)=P(189,5< X<190,5)=P(-1,05 <Z<-0,95)=P(0,95<Z2<1,05)=0,0242
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B Resuelve los siguientes problemas:
1. Negativo y positivo. Analiza la Gltima falacia y encuentra el error que nos lleva a la igualdad -1 = 1.

2. El mismo nimero. Analiza el razonamiento siguiente para demostrar: «todos los ndmeros son el mismos, y encuentra

el error:
azb=a+b=t=a+b-(a-b)=t-la-b=aa-b=ta-thea’-ta=h-th=
£ 2 £\ t Y t t
7 g r 8 (gt Y _p Y _
=g fa+4 b Ib+4<:p(a 2) (b 2)@3 3 b 24:»& b
SOLUCIONES

1. El error cometido esta en el paso:
2 cos 212 - cos 90° = 2 cos 90° - cos (-30%) < cos 210° = cos 30°

Simplificamos o dividimos por cos 90° = 0. Esta simplificacion nos puede conducir a cualquier
resultado, ya que:

Si a-0=b-0 ysimplificamos por cero, entonces, a = b.
2. En este caso el error lo cometemos en el paso
2 2
a—1 = b—1 <:>az—i:b—i
2 2 2 2

La raiz cuadrada de una expresion tiene dos raices, opuestas, y tomamos la que nos conviene
para crear el error.
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Lavida mediay la desviacién tipica de los didmetros de una muestra de 250 remaches manufacturados por una empre-
sason 0,7264 y 0,00058 cm, respectivamente. Halla los limites de confianza al 90% para el didmetro medio de los re-
maches producidos.

B 2. En una muestra de tamafio 30 hay 12 estudiantes con dos o mas hermanos. Halla un intervalo de confianza del 75%
para la proporcién de dichos estudiantes en la poblacion.

W 3. Doscientos votantes fueron seleccionados aleatoriamente y 110 se mostraron favorables al candidato A. Estima la
proporcién porcentual al candidato A en dicha poblacién usando un intervalo de confianza con un nivel de confianza
del 95%.

B 4. Se desea comparar dos métodos de ensefianza: el método A4, tradicional, y el B, basado en sistemas audiovisuales. Para
ello, se toman dos muestras aleatorias de 100 estudiantes cada una. Al cabo de un afio de aprendizaje, se somete a los
estudiantes a la misma prueba de aptitud. Los resultados son, para los estudiantes del sistema A: media 5, desviacién ti-
pica 1; para los del sistema 8, media 5,5, desviacién tipica 2. Al nivel de confianza del 99%, ;tienen los métodos la mis-
ma eficacia?

M 5. Un estudio realizado sobre 40 aviones comerciales revela que la
antigliedad media de estos es de 13,41 afios con una desviacién
tipica de 8,28 afios. Calcula:

a) ¢Entre qué valores, con un 90% de confianza, se encuentra
la antigliedad media de la flota?

b) Si se quisiera obtener un nivel de confianza del 95% come-
tiendo el mismo error de estimacién que en el apartado ante-
rior y suponiendo también que la desviacién tipica es de 8,28
anos, jcuantos elementos deberian formar la muestra?

B 6. Se desea hacer un estudio de mercado para conocer el precio medio de los libros cientificos. Para ello, se elige una
muestra aleatoria formada por 24 libros y se determina que la media muestral es de 20 euros con una desviacién ti-
pica de 3 euros.

Halla el intervalo de confianza para el precio medio de los libros cientificos al nivel del 99%.

W 7. Se hamedido la longitud de una muestra escogida al azar de 400 piezas de precisién hechas por una determinada ma-
quina. Resulté una media de 1,3 cm y una desviacion tipica de 0,25 cm.

a) Halla el intervalo de confianza para la media con un nivel de confianza del 95%.
b) Con un nivel de confianza del 99%, calcula el intervalo de confianza para la media.

Bl 8. Enunaencuesta realizada a 50 personas, se ha encontrado que la proporcién de una determinada caracteristica es 0,25.
Determina el intervalo de confianza, con un nivel de confianza del 959%, para la proporcion de la misma caracteristica
de la poblacién, supuesta muy grande.
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SOLUCIONES

1. El estimador muestral es la media X=0,7264 . La desviacion tipica de la distribuciéon muestral
0,00058

v 250

Al nivel de confianza del 90 % le corresponde un critico z,,, =1,645.

de medias es o =0,00037.

El intervalo de confianza en el que se encuentra el didmetro medio de los remaches es:

e 07264 —1,645 - 0,000037;
0,7264 + 1,645 - 0,000037)

Es decir,

e (0,7263 ; 0,7265).

2. El estimador muestral es la proporcién p= %: 0,4.

0,4-0,6

La desviacion tipica de la distribucion muestral de proporciones es 0'([9):\/ =0,089 .

Al nivel de confianza del 75 % le corresponde un critico z,,, =1,15.

La proporcion de alumnos de la poblacion con dos o més hermanos se encuentra dentro del
siguiente intervalo de confianza:

Pe(0,4-1,15-0,089;0,4+1,15-0,089)= P<(0,2977,0,5024)

3. El estimador muestral es la proporcién b:%.

La desviacion tipica de la distribucién muestra de proporciones es: o(p)=

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96.

El intervalo de confianza en el que se encuentra la proporcién de votantes de la poblacién es:

Pe[ 19 1 96.0,035 ; 119, 196.0,035 |= Pe (0,4814;0,6186)
200 200
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4. La distribucién muestral de diferencia de medias es normal:

55,5; —+— =N(-0,5;0,2236)
100 100

Para un nivel de confianza del 99 % le corresponde un critico z,,, =2,58.

El intervalo de confianza para la diferencia de medias es:

H,—HUge(—0,5-2,58-0,2236 ; -0,5+2,58-0,2236) es decir (-1,077 ;0,769). La diferencia
de medias nula esta dentro del intervalo por lo que no podemos decir que un método sea mas
eficaz que otro.

5. La soluciéon queda:
8,28

a0

A un nivel de confianza del 90 % le corresponde un critico z,,, =1,645.

a) La distribucién muestral de medias es normal N(13 41, j:>N(1 3,41;1,31)

La antiglledad media de la flota x se encuentra en el intervalo
(13,41-1,645-1,31;13,41+1,645-1,31)=(11,26 ; 15,56)

b) El error de estimacién es 1,645-1,31=2,155.

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,,, =1,96 .

2 2
n= Za/z'O' — 1,96'8,28 :56,71
E 2,155

La muestra debe contener al menos 57 aviones.

6. La distribucion muestral de medias es normal N[ZO; 3 J:N(ZO ; 0,51)

e

A un nivel de confianza de 99 % le corresponde un critico z,,, =2,58

El precio medio de los libros de texto se encuentra en el intervalo:

e (20-2,58-0,51; 20+2,58-0,51)=(18,68 ; 21,32)

7. La distribucion muestral de medias es normal N[1 3; EJ:>N(1 3;0,0125)

7400

a) Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,,, =1,96 .el intervalo buscado es:

1e(1,3-0,0125-1,96 ;1,3+0,0125-1,96) = ue (1,28 ; 1,32)
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b) A un nivel de confianza del 99 % le corresponde un critico z,,, =2,58 .el intervalo buscado
es:

ue(1,3-0,0125-2,98 ;1,3+0,0125-2,58) = ue (1,268 ; 1,332)

La distribucion muestral de medias es normal N[O, 25;1/%}:>N(0,25; 0,0612)

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96 .el intervalo viene dado
por:

Pe<(0,25-0,0612-1,96 ; 0,25+0,0612-1,96)= (0,13 ; 0,37)
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B 9. Se quiere conocer la permanencia media de pacientes en un hospital. Se tienen datos referidos a la estancia, expresada
en dias, de 800 pacientes, de donde se han sacado los resultados siguientes:
X = 8,1 dias, 5=9dias
Halla un intervalo de confianza del 95% para la estancia media.

M 10. Se hatomado una muestra de los precios de un mismo produc-
to alimenticio en 16 comercios, elegidos al azar en un barrio de
una ciudad, y se han encontrado los siguientes precios:

95, 108, 97, 112, 99, 106, 105, 100, 99, 98, 104, 110, 107,
111, 103, 110
Suponiendo que los precios de este producto se distribuyen se-
gun una ley normal de varianza 25 y media desconocida:
a) ¢Cual es la distribucién de la media muestral?
b) Determina el intervalo de confianza al 95% para la media
poblacional.

M 11. Se seleccioné al azar una muestra de 100 personas cuya media de ingresos anual fue de 22 675 euros, en un determi-
nado sector de poblacién de Madrid, y la desviacion tipica de 1600 euros. Halla el intervalo de confianza para la media
con un nivel de confianza del 95%.

M 12. Una variable sigue una distribucién normal de media 20 y desviacion tipica 5 en una determinada poblacién. Halla el ta-
mafio de una muestra extraida de la poblacién de tal modo que se tenga la probabilidad del 95% de que la media de |a
muestra X vaya a estar entre 19y 21.

M 13. Un granjero estima que el peso medio de los pollos de su granja sigue una distribucién normal con desviacién tipica 0,2 kg.
Halla el tamafo minimo de la muestra que debe tomar para que pueda estimar el peso medio con un nivel de confianza
del 95% y un error maximo de 0,03.

M 14. Una muestra de 100 votantes elegidos aleatoriamente entre todos los de un distrito indicé que el 55% de ellos esta-
ba a favor de un determinado candidato. Halla los intervalos de confianza correspondientes a los niveles de confian-
za del 95%, 99% y 99,73%, respectivamente, para la proporcién de todos los votantes que estaban a favor de este
candidato.

W 15. ;Qué tamafo de muestra debe tomarse en la actividad anterior para que la confianza de gue el candidato sea elegido
sea del 95%, con un error maximo de 0,047

M 16. Se sabe que 25 de cada 1000 piezas elaboradas por una empresa son defectuosas. ;De qué tamario conviene tomar la
muestra para que la proporcion estimada de piezas defectuosas no difiera de la verdadera en mas de un 5% con un ni-
vel de confianza del 999%7?

W 17. Un fabricante de electrodomésticos sabe que la vida media de estos sigue una distribucién normal con media u = 100
meses y desviacion tipica ¢ = 12 meses. ;Cual es el minimo tamano muestral que garantiza, con una probabilidad de
0,98, que la vida media de los electrodomésticos en dicha muestra se encuentra entre 90 y 110 meses?
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SOLUCIONES
9. La distribucion muestral de medias es normal N[8,1 ;LJ:N(SJ; 0,032)
v800

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96.

La estancia media en el hospital se encuentra en el intervalo:

1€ (8,1-0,032-1,96 ; 8,1+0,032-1,96) = ue (7,4728 ; 8,7272)

10. Los estadisticos correspondientes a esta muestra son: x=104 y s=5

a) La distribucion muestral de medias sigue la normal N[1 04;LJ:>N(1 04;1,25)

V16

b) A un nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96 .

El intervalo de confianza para la media poblacional es:

ue(104-1,25-1,96 ; 104 +1,25-1,96) = e (101,55 ; 106,45)

11. La distribucién muestra de medias sigue la normal N| 22 675'ﬂJ:N(22 675;160)

"J100

A un nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96.

La media de ingresos anuales se encuentra en el intervalo:

ue(22675-1,60-1,96 ; 22675+1,60-1,96)=(22361,4 ; 22988,6)

12. A un nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,,=1,96 .

P(19< X<21)=0,95=519=20—— 1,96 =9,8 =1 = n>49

7n

Al menos 50 individuos deben formar la muestra.

13. A un nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,,, =1,96 .

El tamano de la muestra viene dado por:

2 2
ne Zy2°0 | _ 1,96-0,2 ~170,74
E 0,03

El tamafo minimo de la muestra es de 171 pollos.
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14. La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,55;0,05)

Los intervalos pedidos son:
Pe (0,55-0,05-1,96 ; 0,55+0,05-1,96)= (0,452 ; 0,648)
Pe(0,55-0,05-2,58 ; 0,55+0,05-2,58)= (0,421 ; 0,679)

Pe(0,55-0,05-3 ; 0,55+0,05-3)= (0,4 ; 0,7)

15. El tamafno de la muestra es:

Z%012-p-q 1,96%.0,55-0,45
n= =
E? 0,042

=594,25

Al menos se debe tomar 595 votantes.

16. A un nivel de confianza del 99 % le corresponde un critico z,,, =2,58.

17. El error viene dado por E=

2 25 975
2 . . ’
El tamano de la muestra viene dado por: n= z ”’/Ezp 9_ 01(())(;2 1000 =64,89

Al menos se han de tomar 65 piezas.

110—90:10'

El nivel de confianza del 98 % le corresponde un critico z,,, =2,33.

Zyo-0) (23312
El minimo tamafio muestral viene dado por: n=£ “/é J :( ’10 j =7,82

Debemos tomar al menos 8 electrodomeésticos.

10
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ACTIVIDADES FINALES

W18

1.

M 20.

21

W22

23

W24,

M 25.

£~ EDITEX

Comprueba los valores criticos, que aparecen en Nivel de Nivel de | Valores criticos | Valores criticos
esta tabla, para pruebas unilaterales y bilaterales confianza | significacién | z, para pruebas |z, para pruebas
para los niveles de confianza o significacion da- N, N, unilaterales bilaterales
dos en ella. 90% 10% ~1,2801,28 |-1,645y 1,645
95% 5% -164501,645 | -1,9 y 1,96
La vida media de las lamparas de 60 vatios esta ga- 99% 1% -2,33 02,33 -2,58y 2,58
rantizada por lo menos en 800 horas, con una des- 99,9% 0,1% -3,09 0 3,09 |-3,295y 3,295

viacion tipica de 120 horas.

Si se escoge al azar una muestra de 25 lamparas de un grupo y después de comprobarla se calcula una vida media de la
muestra de 750 horas, para un nivel de significacién del 0,05, shabria que rechazar el grupo por no cumplir las garantias?

Una empresa especializada en temas militares ha realizado una encuesta a 500 personas. Se obtuvo que el 83% de di-
chas personas era contraria a la guerra, frente a un 17% que mostraba su aceptacion.

¢ Podemos interpretar a la luz de estos resultados y con un nivel de confianza del 99% que la situacion ha cambiado sig-
nificativamente respecto a estudios anteriores que registraron en torno al 78% las personas no partidarias?

Una fabrica produce 1 000 unidades por semana de cierto ar-
ticulo y esta satisfecha si, por término medio, el 3% de los articu-
los es defectuoso en una inspeccion. En una determinada sema-
na, 38 articulos son rechazados por la inspeccién. Al nivel de
significacion del 5%, ;habria que proceder a un examen de la ca-
dena de produccién o podria considerarse el excesivo nimero de
rechazos dentro de los limites del azar que acompafia a las con-
diciones de trabajo normales?

Hace 10 afios, el 52% de los ciudadanos estaba en contra de una
ley. Recientemnente, se ha elaborado una encuesta a 400 perso-
nas y 184 se mostraron contrarios a la misma ley. Con estos da-
tos y con un nivel de significacién del 0,01, ;podemos afirmar
que la proporcién de contrarios a la ley ha disminuido?

El porcentaje de calificaciones sobresalientes dado en una asignatura de Matematicas de un determinado centro de ense-
fanza, durante un largo perfodo de tiempo, fue del 10%. En un determinado periodo de cursos hubo 40 sobresalientes en
un grupo de 300 estudiantes. Decide la significacién de estos resultados a los niveles de 0,05y 0,01, respectivamente.

Una moneda se lanza 6 veces y se obtiene 6 veces cara. ;Puede deducirse que a los niveles de significacion 0,05y 0,01,
respectivamente, la moneda esta trucada? Considera pruebas unilaterales y bilaterales.

Una muestra de 100 lamparas de una factoria A resulté con una duracién media de 1 190 horas y una desviacién tipica
de 90 horas. Una muestra de 75 ldmparas de otra factoria 8 ofrecié una duracién media de 1230 horas con una des-
viacion tipica de 120 horas. ;Hay diferencias entre duraciones medias de las ldmparas de las dos factorias al nivel de sig-
nificacién del 0,05 o 0,01, respectivamente?

11
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SOLUCIONES

18. Para un nivel de confianza del 90 % o un nivel de significacion del 10 % los valores criticos para

19.

pruebas unilaterales z, 6 bilaterales z,,,los hallamos utilizando la tabla de a distribucién
normal N(0,1) y mediante las siguientes expresiones:

P(z<z,)=0,90=2,=1,28
P(_ZOI/2 SZSZ(I/Z):OSQODZQ[/Z =13645

Del mismo modo obtenemos los valores criticos para los restantes niveles de confianza.

Las hipotesis son:

Hy: w = 800
Hy: i< 800

Es unilateral y para un nivel de significacion del 5 % le corresponde un critico z, = —1,645.

-1,645
En la grafica hemos sombreado la zona de aceptacién de la hipétesis nula H, .

La distribucion muestral de medias se ajusta a la normal N[SOO;ﬂjz (800; 24)

V25

El intervalo de confianza para el nivel de significacién dado es:

(800-1,645-24 ; 800+1,645-24)=(760,52 ; 839,48)

Como la media x=750 est4 fuera del intervalo rechazamos la hipétesis nula, es decir,
aceptamos que la vida media es menor de 800 horas.

Otra forma de resolver el problema es viendo que la variable tipificada:

750-800

z=——
24

de que la vida media es mayor de 800 horas.

=-2,083 cae dentro de la zona de rechazo, por tanto, rechazamos la hipétesis nula

12
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20. Las hipétesis son:

H, :p<0,78
H':p>0,78

|
233

La prueba es unilateral y al nivel de confianza del 99 % le corresponde un critico z,=2,33.
La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,78 ; 0,019).

El valor tipificado: Z=M=2, 63
0,019

Como z cae fuera de la zona sombreada de aceptacion rechazamos la hipétesis nula 'y
podemos afirmar que la situacion ha cambiado.

21. Las hipétesis son:

H, :p<0,03
H':p>0,03

Aceptacion

|
1,645

La prueba es unilateral y al nivel de significacion del 5 % le corresponde un critico z, =1,645.

La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,03 ; 0,054).

0,038-0,03

El valor tipificado viene dado por: z= =1,48
0,0054

Como este valor cae en la zona de aceptacion, aceptamos H, .

13



22.

23.
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La solucién queda:

p=0,52

n=400 ; ﬁ:ﬁ=0,46
400

H, :p> 0,52

Las hipétesis son ]
H :p< 0,52

Es unilateral, al nivel de significacion del 1% corresponde un critico z, =—2,33 que nos da
lugar a una zona de rechazo y una sombreada de aceptacion.

I
2,33

La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,52 ; 0,025).

0,046-0,52

=-2,4€ zona rechazo
0,025

Luego z=

Por tanto rechazamos H,y podemos afirmar que la proporcion ha disminuido.

En cada caso:

a) Para el nivel de significacion del 5 % las hipétesis son: H,:p<0,1; H,:p>0,1 .la prueba
es unilateral con un critico z,=1,645y tenemos una zona de aceptacion en el intervalo
(—o0;1,645).

0

z=300___ _ 496
0,017

Como z cae fuera del intervalo de aceptacion rechazamos H,y aceptamos la hipotesis
alternativa H,.

b) Para el nivel de significacion del 1 % y las mismas hipétesis, la prueba es unilateral con el
intervalo de aceptacion (—«; 2,33).

En este caso z= 1,96 cae dentro del intervalo y aceptamos la hipdtesis nula H, .

14



24.

25.

En cada caso la solucion queda:

e Pruebas unilaterales

Formulamos las hipétesis H, :ps% ; H, :p>%.

La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,5 ; 0,02).

1-0,5

El valor tipificado es z=
0,2

=2,5.

a) Para N,=0,05=z,=1,645.la zona de aceptacion es (—; 1,645).

Como z¢ (—<; 1,645) rechazamos la hip6tesis nula.

b) Para N,=0,01=z,=2,33.la zona de aceptacion es (—o; 2,33).

Como el valor z=2,5 cae fuera de este intervalo rechazamos la hipétesis nula.

e Pruebas bilaterales

Formulamos las hipotesis H, :p:% ; H, :p;t%.

£~ EDITEX

La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,5 ; 0,02). El valor tipificado es z=2,5.

c) Para N,=0,05=2,,,=196.la zona de aceptacion es (-1,96; 1,96). Como el valor z cae

fuera de esta zona rechazamos la hipotesis nula H,.

d) Para N,=0,01=2z,,,=2,58.la zona de aceptacion es (-2,58; 2,58) . Como el valor

z=2,5 cae dentro de esta zona aceptamos la hipotesis nula H,.

Formulamos la hipétesis:

Ho: e =g ; Hyt la# Us
La distribucién muestral de diferencia de medias es normal:

2 2
N 1190-1230; /20" 120
100 75

J: (-40;16,52)

40
16,52

La prueba es bilateral y z= =-2,42

15
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a) Para un nivel de significacion del 5 % le corresponde un critico z,,,=1,96. La zona de
aceptacion del intervalo (—1,96; 1,96). Como z cae fuera de este intervalo rechazamos H,y
aceptamos que hay diferencias entre las duraciones medias de las lamparas.

b) Para un nivel de significacion del 1 % le corresponde un critico z,,, =258 . El intervalo de
aceptacion es (—-2,58; 2,58) . Como z cae dentro de este intervalo aceptamos H,que no hay
diferencias entre las vidas medias.

16
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Il 26.

W27,

28,

Il 29.

|_EAR

32

33

Un fabricante de pilas alcalinas sabe que el tiempo de duracién, en horas, de las pilas que fabrica sigue una distribucién
normal de media desconocida y varianza 3600. Con una muestra de su produccién, elegida al azar, y un nivel de signi-
ficacién del 959%, ha obtenido para la media el intervalo de confianza (372,6; 392,2). Calcula:

a) Elvalor que obtuvo para la media de la muestra y el tamario muestral utilizado.
b) El error de su estimacién, si hubiese utilizado una muestra de tamario 225 y un nivel de confianza del 86,9%.

Se supone que la altura de los bebés de una determinada poblacién sigue una distribucién normal de media desconoci-
da y desviacion tipica 6 cm. Para estimar la altura media se quiere utilizar una muestra de tamafo n. Calcula el valor mi-
nimo de n de modo que, con un nivel de confianza del 99%, el error en la estimacién sea menor que 1 cm.

Las tensiones de ruptura de los cables fabricados por una empresa
tienen media de 1800 N y una desviacién tipica de 100 N. Se desea
comprobar si un nuevo proceso de fabricacién modifica dicha ten-
sion media de ruptura. Para ello se toma una muestra de 50 cables
y se encuentra que su tensién media de ruptura es de 1850 N. ;Se
puede afirmar que el nuevo proceso ha modificado la tensién media
de ruptura, al nivel de significacion del 5%7

En una poblacién escolar se ha comprobado que la estatura sigue un modelo normal de probabilidad. A partir de una
muestra de 81 escolares de dicha poblacién se ha calculado una estatura media de 159 cm y una desviacién tipica de
12,9 cm. Teniendo en cuenta esta informacion:

a) Determina el error maximo que cometeriamos, con una confianza del 99%, si estimamos en 159 cm la estatura me-
dia de esa poblacién escolar.

b) ¢Podriamos rechazar, con un nivel de confianza del 85%, la hipétesis de que la estatura media en esa poblacién es
de 160 cm?

. Se conoce que cierta enfermedad del ganado afecta anualmente al 10% de las vacas de cierta zona. Para evaluar una

nueva vacuna, se inyecta a 100 vacas, resultando que ese afio solo 5 de ellas adquieren la enfermedad. Usando la apro-
ximacion normal, comprueba, al nivel de significacién del 5%, si este resultado proporciona evidencia de que, tras la va-
cuna, la incidencia anual de la enfermedad no es del 10%.

El director de recursos humanos de una compania afirma que las edades de sus empleados tienen una media de 40 afios
y una desviacién tipica de 5 afios. Si se pregunta la edad a 25 empleados elegidos al azar y se observa que la media de
las edades de esta muestra es de 41,35 afios, ;se puede aceptar la hipétesis de que la edad media de los empleados es
de 40 anos con un nivel de significacion del 5%, o, mas bien, nos debemos inclinar por aceptar que la edad media es
mayor de 40 afos?

Un electricista afirma que el 40% de las bombillas que ha comprado a un
fabricante en una promocién son defectuosas. El fabricante eligié una
muestra de 100 bombillas y observé gue 30 tenfan algin defecto. A un ni-
vel de confianza del 95%, ;se puede aceptar la hipétesis del electricista?

El peso medio de una muestra aleatoria de 100 naranjas de una determi-
nada variedad es de 272 g. Se sabe que la desviacién tipica poblacional
es de 20 g. A un nivel de significacion de 0,05, ¢hay suficiente evidencia
para refutar la afirmacién de que el peso medio poblacional es de 275 g?

17
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SOLUCIONES

26. En cada caso:

a) El intervalo de confianza para la media es de la forma: (} -z

c - c
a/z-ﬁ’ X+Z¢x/2.ﬁ .

Al nivel de confianza del 95% le corresponde un z., = 1,96; lo que nos permite escribir el
sistema:

— 60

X —196-— =372,6
Jn

— 60

X+ 1,96 - — =392,2
Jn

Obtenemos: x =382,4 : n= 144.

o*Zy, _ 3600151

b) El error de estimacién viene dado por: E? = .
n 225

= E=16,04

27. Para un nivel de confianza del 99%, le corresponde zq, = 2,575.

2
Z,,'0 .
El tamafio minimo viene dado por: n= . (2’575 6

2
j =238,7
E 1

El valor de n debe ser, al menos, 239.

28. Es un intervalo de confianza para la proporcién ;3: 0,45 por ser el valor medio del intervalo
(0,42; 0,48).

El intervalo de confianza para la proporcion tiene la forma:[f) = Z,5 ,/pT p+ Z,0 J%J

045z, - [945°055 40
1056

0,45+ 2, |2457055 _ g 4g
1056

z,, =196 Aestevalor le corresponde un nivel de confianza del 95%.

Sustituyendo los valores dados obtenemos:

18
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30.

31.
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Se trata de un test de hipétesis bilateral para la media:

Ho: u = 1800
Hi: p # 1800
A un nivel de significacion del 0,05 le corresponde un z,, = 1,96.

La zona de aceptacion es, por tanto:

100 100
1800 — 1,96 - ;1800 + 1,96 - — | = (1772,28;1827,72
( J50° \/SOJ ( )

Como 1850 no pertenece a la zona de aceptacion, podemos decir que el nuevo proceso ha
modificado la tensién media de ruptura con un nivel de significacion del 5%.

La solucion es:

a) A un nivel de confianza del 99% le corresponde un z,,=2,575. Calculamos el error maximo

o*Z,, 12,9222 575°

mediante la expresion: E? = .
n 81

= E=43,698

b) Hacemos un test de hipétesis bilateral para la media:
Ho: u =160
Hi:u#160

A un nivel de confianza del 95% le corresponde un z,,=1,96

La zona de aceptacion es: [160 -196 - % 160 + 1,96 - %} (157,18;162,28)

Como 159€(157,18; 162,28) queda dentro de la zona de aceptacion no podemos rechazar la
hipétesis de que la estatura media es de 160 cm.

Se trata de un test de hipoétesis bilateral para la proporcion:
Ho:p = 0,1

Hy:p # 0,1

A un nivel de significacion del 0,05 le corresponde un z,,=1,96.

Lazonadeaceptaciénes:[ ‘/01 09. ; 0,1+1,96 - ‘/ 100 J (0,0412; 0,1588)

Como 0,05 € (0,412; 0,1588) no podemos rechazar la hipo6tesis nula y podemos decir que la
nueva vacuna no cambia la proporcién de enfermos.

19



32.

33.

£~ EDITEX

Hacemos un test de hipétesis bilateral para la media:
Ho: u =40
H1: M #40

Para un nivel de significacion del 0,05 le corresponde un z,,=1,96.

La zona de aceptacion es: [40 -1,96 - i; 40 + 1,96 - LJ = (38,04; 41,96)

J25 J25

Como 41,35 € (38,04; 41,96) aceptamos la hipoétesis de que la edad media de los
empleados es de 40 afos.

Para la otra pregunta consideramos un test de hipotesis unilateral para la media:
Ho:p = 40
H1: M < 40

. 5
La zona de aceptacion es: | 40 — 1,645 - ——; + o |=(38,355; + ).
pacn s N )

En este caso41,35¢ (38,355; + ). Con lo que aceptamos la hipétesis de que la edad media
es mayor o igual de 40 anos.

Hacemos un test de hipétesis bilateral para la proporcion:
Ho:p=0,4
Hi:p#0,4

A un nivel de confianza del 95% le corresponde un z,, =1,96

La zona de aceptacion es:

0,4 — 1,96 - ‘/M; 0,4 + 1,96 - /M = (0,3040; 0,4960)
100 100

Como 0,30 cae fuera de la zona de aceptacién rechazamos la hipo6tesis nula que es la que
afirma el electricista.
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 34. En unaencuesta de opinién, durante una campana electoral de una ciudad, se pregunté a una muestra aleatoria de 400
personas a cudl de los dos candidatos pensaban votar. Declararon 160 que votarfan a un determinado partido. Obtén
un estimador puntual y un intervalo de confianza del 95% para la proporcién de |z poblacidn de la ciudad que votara al
citado partido en las elecciones.

W 35. Laedad media de esperanza de vida de una poblacién es de 50 afos, con una desviacién tipica ¢ = 10 afios. Una com-
pafiia de seguros quiere determinar el ndmero de individuos de la muestra para que la estimacion difiera del valor 50,
en al menos un 2% de este valor, tomando como nivel de confianza el 95%. Calcula el tamafio de dicha muestra.

M 36. Un experto, basandose en anteriores comicios, sostiene que si se celebran elecciones generales en este momento tan solo
acudiria a votar el 48% de la poblacién. No obstante, en un sondeo electoral realizado recientemente entre 1500 perso-
nas, 800 tienen intencién de votar. ;Supone esto, con un nivel de significacién del 1%, que el experto se equivoca y la in-
tencion es mayor?

M 37. Ladesviacion tipica de la altura de los habitantes de un pais es de 10 cm. Calcula el tamafno minimo gue ha de tener una
muestra de habitantes de dicho pals para que el error cometido al estimar la altura media sea inferior 2 1 cm con un ni-
vel de confianza del 99%.

W 38. El estudio de un test revela que la nota media que se obtiene es de 5,7 puntos con una desviacién tipica de 0,5. —e

A 100 usuarios de la zona de influencia A y a 49 de la zona B se les pasa el test obteniéndose puntuaciones medias de
5,6y 5,85 respectivamente. Con una confianza del 959%, ;se puede afirmar que las diferencias entre las medias de cada
muestra y de la poblacién son debidas al azar, o se puede afirmar que son diferentes la nota media de la poblacién y de
la muestra?

Formula las hipdtesis y define error de tipo | y error de tipo II.

M 39. La nota obtenida en Estadistica por los alumnos de una determi-
nada facultad sigue una distribucién normal. Seleccionados 125
alumnos al azar se observa que su nota media es 9 con una va-
rianza de 9. Verifica con una confianza del 29% la hipé6tesis de que
la nota media de dichos alumnos es inferior 2 9,5.

W 40. Laestatura media de los nifios de 10 afios en Espafia es de 135 cm
con una desviacion tipica de 8 cm. Calcula el tamafio de muestra
necesario para que el intervalo de confianza al 95% de la media
muestral tenga una amplitud de 2 cm.

W 41. Se realizan 64 lanzamientos de un dado. ; Cuadntos cincos debemos obtener, como minimo y como maximo, para acep-
tar que el dado no esta trucado con un nivel de confianza del 959%7?

W 42. Segun la ley electoral de cierto pafs, para obtener representacion parlamentaria, un partido politico ha de conseguir, en
las elecciones, al menos un 5% de los votos. Préximas las elecciones, una encuesta realizada sobre 1000 ciudadanos ele-
gidos al azar revela que 36 de ellos votaran a un partido determinado. ;Puede estimarse con un nivel de significacién del
5% que ese partido tendra representacion parlamentaria?
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SOLUCIONES

34.

35.

36.

37.

El estimador puntual puede ser la proporcién f):%:OA

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde un critico z,,, =1,96.

La distribucion muestral de proporciones es normal %0,4;‘/0’:68’6 J: (0,4;0,0245)

El intervalo de confianza pedido es: Pe(0,4-1,96-0,0245;0,4+1,96-0,0245)=(0,352;0,448)

El error cometido es: E:%-50:1 ano.

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde z,,,=1,96.

Zy0) (19610
El tamafio de la muestra viene dado por: nz(%J =(’ 1 j =384,16

Al menos se deben tomar 385 individuos.

H, :p< 0,48

Formulamos las siguientes hipotesis:
? P {H1 :p> 0,48

La prueba es unilateral y aun nivel de significacion del 1 % le corresponde un critico
z,=2,33.

La zona de aceptacion es el intervalo (—;2,33).

La distribucion muestral de proporciones es normal N(0,48 ; 0,013).

185%% ~0.48
La variable tipificada es: z=——=4,10
0,013

Como z cae fuera de la zona de aceptacion rechazamos la hipétesis nula H,con una
probabilidad del 1 % de equivocarnos y creemos que la intencién de voto es mayor.

Al nivel de confianza del 99 % le corresponde un critico z,,, =2,58.

2 2
El tamafo minimo ha de ser: nz[za/é'o'J =(2,5?~10j =665,64

Es decir, la muestra debe de ser al menos de 666 personas.
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En cada uno de los casos:

e Zona A
La distribucion muestral de medias es normal N(S,?;ﬂjz (5,7;0,05)
7100

Formulamos las hipétesis: H, :u>5,7 H,:u<5,7
La prueba es unilateral y al nivel de confianza del 85 % le corresponde un critico z, =1,645.
La zona de aceptacion es el intervalo (—1,645; +0).

El valor tipificado z:%:—z cae fuera de la zona de aceptacion por tanto rechazamos

b

H,y podemos aceptar que las medidas son diferentes.

e Zona B
., . 0,5
La distribucién muestral de medias es N| 5,7,—— |= (5,7; 0,07)
V49

Formulamos las hipotesis: H, :u< 5,7 H,:u>5,7
La prueba es unilateral y la zona de aceptacioén es el intervalo (—;1,645).

5,85-5,7

El valor tipificado z= =2,14 cae fuera de la zona de aceptacion y rechazamos H, .

b

La definicion de los errores tipo | y tipo |l puede verse en la pagina 352 del libro de texto.

Formulamos las hipétesis: H, :u>9,5 H,:u<9,5

La distribucion muestral de medias es 9;£ =(9;0,27)
NJ125

A un nivel de confianza de 99 % le corresponde un critico, en esta prueba unilateral, de
z,=2,33. La zona de aceptacion es el intervalo (-2,33;+).

9-9,5
0,27
aceptacion, aceptamos la hipétesis nula H, .

La variable tipificada es: z= =-1,85. Como el valor z=-1,85 cae dentro de la zona de
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2
L Z 50O
El tamafo minimo de la muestra es: n= (%J

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde z,,,=1,96.

2
Por tanto: n= (@j =245,86 .

Se han de tomar al menos 246 nifios.

Al nivel de confianza del 95 % le corresponde z,,, =1,96.

e . 1
La distribucion muestral de proporciones es normal E'

La proporcién esta en el intervalo: Pe (%—1,960,047 ; %+1,96~0,047 J:(0,0745 0,2588)

Como minimo debemos obtener 64-0,0745=5 cincos.

Como maximo 64-0,02588 =17 cincos.

H, :p= 0,05

Formulamos las hipotesis:
H,:p < 0,05

Es unilateral y al nivel de significacion del 5 % le corresponde un critico z, =1,645.
La zona de aceptacion es el intervalo (—1,645 ; +).
La distribucién muestral de proporciones es normal N(0,05;0,007) .

%:—2 como cae fuera de la zona de aceptacion rechazamos H,y el

partido no obtiene respuesta.

La variable z=
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