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A través de una lupa

a) lim A=+oo
d—2"

lim A=—oo
d—2*

b) lim A=0

— 400

Ruido y silencio

lim I = +oo
d—0

lim I=0
oo
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1 a) Verdadero b) Verdadero
d) Verdadero e) Falso
g) Verdadero h) Verdadero
j) Falso

¢) Verdadero
f) Falso
i) Verdadero

& a) Rama infinitaen x =3 (asintota vertical).

b) Discontinuidad evitable en x =0 (le falta ese punto).

c) Rama infinitaen x =0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 4.

8 a) Estd definida y es continua en todo IR.

b) Estd definida y es continua en (-0, 5].

c) Estd definida y es continua en todo R.

d) La funcidn es continua en el intervalo en el que estd defi-

nida: [0, 5).
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x| 2 025] 29| 29

2,999

f(x)| =5 [-20|-500 [ —50000

—5000000

lz’nsz_ fi(x) = —oo

x| 2 (25|29 2,99

2,999

fix)| 4 8 40 400

4000

11’7731_ fr(x) = +oo

x| 2 (25| 29 2,99

2,999

fix)| 4 [5,66| 7,46 | 7,94

7,99

lz’n;_ Sx) =8

Lsimites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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2a) —%

b) 0

) 3

d) -1
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1 Hazlo tu.

La funcién es continua en x = —2.
Zz’mo fx) =3
lz’m4 f(x) =47

& Hazlo tu.
k=-14
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1 Hazlo tu.
a) lim X=3 _ e
x—=0" X
lim X=3 - _ o
x—0* X

b) lim =3 -

x—0" x2
lim ¥=3 - o
x—0* x2
3
o) lim —X% =+
x—1" (x—1)?
3
lim —=% =+
x—1* (x—1)?




2 Hazlo tu.
2 3 2
a) lim 7362 —dx =5 =3 b) lim 2x” = 5% —25x =—
x—=5 x> —8x +15 x=0 x
i i
3 3
: %5455

123456 7X

) L4
3 =5
L4

8 Hazlo tu.

a) El limite no existe.

\

|
I
|
I
f
1
|
|
|
|
I
1

\

b) El limite de esta funcién cuando x — 0 es +oo.

I\
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1a) lim fi(x)=—co
b) lim folx)=-3
) lim f3(x) = +oo

d) x{{;;noo f4(x) no existe.
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1 a) — oo b) +oo C) — oo
d)o )0 f) —oo

& DPor ejemplo, para x =1000, f(x) = 800000 000.

8 Por ejemplo, para x = 1000, £(x) = 0,000001 .
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4.0 b) 0

4
4

c)
§a) - b) 0
4’7 4’7\
\
C) +oo d) -1

+
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1a) lim, f) = seo i, ) = —eo
b) xl_{% flx) = +00 xé’;ﬁo flx) = +o0
19 x[i??ioo 10°=0 xéz:izfzm 10% = +o0

d) El limite cuando x tiende a —oo no tiene sentido porque

la funcién estd definida para x> %
xéz:inw Vox—8 = +o0

e) No tiene sentido calcular ninguno de los dos limites por-
que el dominio de definicién de la funcién es el intervalo

39
272
f) xé@o _Sx: 0 /z'm —Sx:—oo

2a) xl_lf_nwf(x) = to0

El limite cuando x tiende a +oo no tiene sentido porque
la funcién estd definida solo cuando x < 3.

b) xé@f(x) =0 x{{cnmf(x) =0
c) lim flx)=+oo Jm flx) = —co
d) lim fix) = > i f) = >
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¢) Tiene una rama parabdélica cuando x — —co y otra cuan-
do x — +co.

\ L

1 a) Larecta x=2 es una asintota vertical.
Larecta y =3 es una asintota horizontal.

Cuando x — +oo, la funcién estd por encima de la asin-
tota. Cuando x — —oo, la funcién estd por debajo de la
asintota.

No tiene asintotas oblicuas.
b) La recta x =2 es una asintota vertical. d) Asintotas verticales: x; = 0, x, =2

Asintota horizontal: y =1

/|

No tiene asintotas horizontales.
Larecta y=3x+ 6 es una asintota oblicua.

Cuando x — +eo, la funcidn estd por encima de la asin-
tota oblicua. Cuando x — —oo, la funcién estd por de-
bajo de la asintota.

c) Larecta x=0 es una asintota vertical.

Larecta y =0 es una asintota horizontal.

Cuando x — +oo, la funcidn estd por encima de la asin-
tota horizontal. Cuando x — —oo, la funcién estd por
debajo de la asintota.

No tiene asintotas oblicuas.
d) Larecta x =0 es una asintota vertical.

Larecta y =0 es una asintota horizontal.

La funcién estd por debajo de la asintota horizontal.
No tiene asintotas oblicuas.
e) Las rectas x=-3 y x=3 son asintotas verticales.
Larecta y=0 es una asintota horizontal.
f) Asintota oblicua: y=x

La funcién queda por encima de la asintota horizontal.

No tiene asintotas oblicuas.
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1 a) Asintota: y=0

4”” \\\‘)
g) Asintota vertical: x =—1. Asintota oblicua: y=x+ 2
| ol
|
b) Asintota: y = 0 I 5/
V7
/1
|
~ ///_2 I
g s I
‘ |
|
|

© #0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000080000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ssscscscscsesososssscscsscscse



h) No tiene asintota vertical y las ramas en el infinito son i Pagina 293
parabdlicas. :

\ / i 6 Hazlo ta.
: a) Asintota vertical: x =2
Asintota horizontal: y =3
i
|
|
. | I R
\ I
|
12
|
f :
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|
1 a) Verdadero !
b) Verdadero b) No tiene asintotas verticales.

y =x es asintota oblicua.
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7’
: ’
: 7
2 Hazlo tu. : /

: 7

En x=0, /im(2x-3)=-3 : 17

x—0 . /

En x=3 no existe el limite. : e
: ’

Esta funcién es discontinua en x = 3, porque el limite : pd

. . . , H 7/
en ese punto no existe. Tiene un salto finito en él. Para los ///
demis valores de x, la funcién es continua porque estd for- <

mada por trozos de rectas.

3 Hazlo tu. Pagina 294
a) 0 1 xél:;zfloof(x):—oo
b) —o :

Jm f@ =0
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El limite en x =0 no existe.

4 Hazlo tu. 2 2) %
k=—4
b) 0
8 Hazlo tu.
) i fle) = +oo RS
xé»l’}’i’i)f(x):#—oo g 3d=_2’ b=_5a €=2
b) lim flx)=-2 4 3) No tiene asintotas verticales.

=0 es una asintota horizontal.
lim f(x)=-2 J
X — —o0

Tiene una rama parabdlica cuando x — +oo.

/

) xé[@wf(x) = +00
m flx) = e

§ gn f9= i f19=0 =




b) No tiene asintotas verticales.
y=0 es una asintota horizontal.

Tiene una rama parabdlica cuando x — —oo.

\

|
c) x =2 es una asintota vertical.

Tiene una rama parabdlica en el infinito.

7

S

8 La funcién no tiene asintotas, tiene dos ramas parabdlicas
hacia arriba cuando x — —oo y x — +oo.

_ﬂw=-”‘3f:;””2:x2_4=ﬁ@

Las gréficas de f(x) y g(x) son iguales.
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1 2a) Discontinuidad de tipo IV en x = 3, porque el valor de
la funcién no coincide con el limite en el punto.

b) Discontinuidad de salto finito (tipo II). La funcién existe
en x =3, pero los limites laterales, aunque existen, son
distintos.

¢) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene un asin-
tota vertical por la izquierda en x = 3.

d) Continua.

e) Discontinuidad de salto infinito (tipo I). Tiene una asin-
tota vertical en x = 3.

f) Discontinuidad de tipo III. La funcién no estd definida
en x =3, pero existe el limite en dicho punto.
& 2) Discontinuidad de tipo IIl en x = —1.
Discontinuidad de salto finito en x =4 (tipo II).
b) Discontinuidad de salto infinito en x =1 (tipo I).
Discontinuidad de tipo IIl en x = 2.
¢) Discontinuidades de salto finitoen x=0 y x=3 (tipoII).
d) Discontinuidades de salto infinito en x=-2 y x=2
(tipo I).
3 a) La funcién tiene una discontinuidad de tipo III.
b) Tiene una discontinuidad de tipo IV.
c) Esta funcién es continua.

d) La funcién tiene una discontinuidad de salto infinito

(tipo I).

4 1) Continua en R.
b) La funcién es continua en su dominio de definicién, es

decir, en IR—{-3, 0}.

¢) La funcidn es continua en (—oo, %]

d) La funcién es continua en (—4, +oo).
e) La funcién es continua en IR.

f) La funcién es continua en IR.

8 a) +oo b) —co c) 2
d)o e)3 )0

6 a) III b) I oIl
Ninguna es continua en x = 3.

7a)5 b) 0 c) -2 d) v2
e) 2 f)2 g1 h) ¢?

8a)5 b) 4 ol

9 a) La funcién es continua en x = —1.
b) La funcién tiene una discontinuidad de tipo Ill en x=1.

¢) La funcién tiene una discontinuidad de salto finito (tipo
II) en x=0.

d) La funcidn es continua en x = 2.

e) La funcién es continua en x = 3.
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10 a) La funcién no es discontinua en ningtin punto.

b) Esta funcién tiene una discontinuidad de tipo IV en
x=-1.

¢) La funcidén no tiene discontinuidades.

d) En el punto x =3 hay una discontinuidad de salto
finito (tipo II).

11 )0

b) lzz% f(x) no existe.

a%
12 a) No existe el limite. b) 11 o 15
13 a) -2 b) 3

c 2 d)-3

e) - % £)3

Q—% h) 2



2
14 m %"~ 1 4o
a) aglz”l x—1 0 *

*Six—=1" = flx) > -
*Six—>1" = fx) >+

2
b) lim XX - o
x—0 xz

*Six—>0 = f(x) > —o
*Si x> 0" = f(x) >+

\

\

2
c) lim 2x :izioo
x=2x242x 0

*Six—>-2" > f(x) > +o0

*Six—>-2" = f(x) > —o0

-2

/

d) lz’mx73:0 \

x=0 x4 _10x2

5
1 2
52{)3

b) lim P =3x+2
x=1 x2_2x41

*Six—>1" = fx) > +o0
*Six—>1" = fx) 5> —o

/

x%—2x
2

c) lim = too

x=0 x3 4
*Six—>0 = flx) >+
*Six—>0" = flx) > -

/

/

3 2
d) lim %:iw
x==1 x* 4 25 +1

*Six—>-17 = f(x) > —o0

*Si x> —1" = f(x) = +oo

A

-1

\



4
,ox* =1 _
e)}{z_}ml x—1 =4

2
) lim 2" =8 _ .o
x=2x2 _4x+ 4

*Six—>2 = flx) > —o

*Si x—>2" = f(x) >+

\

I
|
I
I
|
I
|
[
|2
I
|
I
I
|

\

16 2) 1 b) 5 ce
17 o) lim f(9)=—co
Jim, [ = +eo
b) lim f(x)=+eo
(Lm0 =0
o lim f(x)=2

G, £ =2

18 a) xéiﬁo (x3 = 10x) = +o0 xé@o (x3 = 10x) = —0

/

d)3

b) lim yx*—4 = +o0

X — 400

xl_)z'rzo Vx?—4 = +oo
\

C) xé{’;}’loo (7 — 336) = —oo

x/j’r_@ (7 = 3x) = +00

\

\

d) lim (—x2 +8x+9) = —oo

x/Z’ZZO (x2+8x+9)=—c

e) lim [1-(x=2)%]=—eco

lim [1—(x—2)?] =—oo

X — —00




£) lim (7x* = x%) = oo \

lim (7x* —x3) = +o0

X — —o0

g lim (5-2%=+oo \

(Lim 5= = veo

h) xél:;zioo [(x+ 1)3 = 2x2] = +o0

xli’yi, [(x+ 1)3 —2x?] = —o0

/

19 Resuelto en el siguiente ejercicio 20.

20 2) xli’rizm flx) =0 Y|

Jim_ fl0) =0 J !

-4 -2

b) xl_z:@m flx) = +o0

Jim_ f0) = —eo

9 i f9 -0 |
i fw) =0
T

_125

&l fi) =0
Jim_ ) =0 ——=
e) x{z:@w flx) =2 )4/
(im ) =2 ‘/2/ .
4 2 | 2 4
)
4
f) x/f:@oof(x == \
i ) = +eo N
®) Jlim_ flx) =3 :
(i fl) =3 ’
o 2 4 ¥
LN
RS
h) fim fi) =1 do
lim flx)=1 ] 2 \
X — —oo ~. x
4 2 2 4
2
4
21 ) lim fix) = +oo /
i fl- -
b lin S =3
)3 | <




c) xéz:;zflmf(x) =0

L S0 =0

Dl f) =4

i i) <=4

e) xéizawf(x) =0

L S0 =0

£) i, f1) =0

Jim 19 <0

g) lim flx)=—oo

X — 400

i f19 = 1o

i f9 =1
i fi) = 1

22 ) x{{@m fx) =—oco
Som 2 =2
23 2) 0 b) 0
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24 -« Asintota vertical: x =2
Si x> 27, f(x) = +o0
* Asintota horizontal: y=3

Si x— =00, f(x)—3>0

25 /i\

b) xérﬁo fx)=0
)= e

0 d3

Si x—>2% flx) > —oc0

Si x— +o0, f(x)=3<0



) Asintotas: x=4; y=-2 c) Asintotas: x=0; y=2

d) Asintota: x =1

Y]E : Y :\

: e) Asintotas: x=-2; y=0

.
.
.
.
' .
' H
'
B .
' N '
' . '
. 1
.
: '
. '
. '
.
.

-~ _zi ‘ —
\/
f) Asintotas: x = %; y=2 f) Asintotas: x=1, x=-1; y=0
\ |
__________ ) - i

Ty

28 a) y=3x-3 b)y=-—x+1
&7 a) Asintota: y=1

______________ 1o g I:‘l in

< P : g

X —31,/

c)y=2x d)y=x+4
b) Asintota: y=0
Y
P N~ 1)
1

,
.
4




e) y=2x £) y=—x-1

’
’
’
’
’
’
’

29 a) Asintotas: x:—%; y:%x—%
S‘IY
L~
. o
214 2 4-6 8
2
i
b) Asintotas: y =1
Y
4
~ 2
R ot I -
-6 -4 2 2 4 6 X
2
4
c) Asintotas: y=x; x=-2, x=2
4 Y] 1
\] A
o
S 4 2 2 46"
A2
At
d) Asintotas: x=-2; y=3x-06
T
\r /4
| 1 h
R S IR
! -1
Y
VoL
30 a) k=2 b) £=1/2 o) k=1

81 a) Si k=2, lafuncién es continuaen x=5.

En x =0 tiene una discontinuidad de salto infinito
(tipo I). En el resto de los puntos es continua.

b)Si £ = %, la funcién es continua en x = 1.

En x = -2 tiene una discontinuidad de salto infinito
(tipo I). En el resto de los puntos es continua.

32 a) Ellimite no existe en el punto x =3y tiene una discon-
tinuidad de salto finito (tipo II).

Y ]

b) La funcidn es continua

Y

X
83 -2y b-10
34 1) 0 b) 3
d)o e) +oo

35 a) lim flx) = +eo
b) lim flx) = +oo
o) lim flx) = +eo
d lig fi9) =1
O i fi5) = v
0 lim ) =—eo
g lim flx)=+oo
h) lim flx) = +o0
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X

36 a) lz'n%f(x) = +oo

b) lim, g() =

lim  f(x)=+oco
— 0"

lim  f(x)=—oo : x/z;m3f(x)= 3

x—0*

fn, 569 = e

C) —oo

£) V2
A f2) =0
im fo) =1
L [0 =2
L fo) = veo
lim log fl) = —oo
L, f@) = oo
i S0 = =eo

i, )= v

5

lim  g(x)=—oo

x— 27

lim  g(x)=+oo
x—2*

19) lz’m4 h(x)=0

r—

lim ) =veo  lim h(x):%

Las asintotas verticales son:
* De f(x), larecta x=0.
* De g(x), larecta x=2.
* De 4 (x), larecta x=0.



37 a) * Larecta x=0 esuna asintota vertical.
Si x> 07, f(x) >+
Si x— 0%, flx) > —o
* Larecta y=x eslaasintota oblicua.

Si x — +oo, f(x) va por debajo de la asintota.

Si x = —oo, f(x) va por encima de la asintota.

b) ® Larecta x =2 es una asintota vertical.
Si x—=27, flx) > —o0
Si x— 2% flx) >+

e Larecta y= % +1 es la asintota oblicua.

Si x — +oo, f(x) va por encima de la asintota.

Si x — —oo, f(x) va por debajo de la asintota.
c) * Larecta x=—2 es una asintota vertical.
Si x—-27, f(x) > +oo
Si x— 2%, fx) > —oo
* Larecta x =2 esuna asintota vertical.
Si x—>27, flx) > -
Six— 2% f(x) >+

e Larecta y=2x+ 1 eslaasintota oblicua.

Si x — +oo, f(x) va por encima de la asintota.

Si x = —oo, f(x) va por encima de la asintota.

d) e Larecta x=3 es una asintota vertical.
Si x> 37, flx) > —o
Si x =5 3%, f(x) — +oo

* Tiene ramas parabdlicas de crecimiento cada vez mds

rapido y ambas son hacia arriba.

2
38 * /im g=£ = +o0
x—0 X 0
Larecta x =0 es una asintota vertical.
Si x— 0, f(x) —> —o0
Si x—= 0% f(x) =+
2
o Iy IXTA3
X — +oo X
zontal por la derecha.
2
[ ) Zl’m x7+3 = _1.
X — —o0 X

horizontal por la izquierda.

2 —
Si x5 +oo, fl)—1= X *3=%
x
encima de la asintota.

2
Si x = o0, £() = (1) = 7“’”:”‘

estd debajo de la asintota.

=1. Larecta y=1 esunaasintota hori-

La recta y = -1 es una asintota

> 0, la funcién estd

< 0, la funcién

39 a) Realiza 6 montajes el primer dia.
Realiza 21 montajes el décimo dia.
b) 25 T
20 v
isb A
101/
5
5 10 15 20 25 30
. . 30 _
c) Se aproxima a 30, pues  lim i 30.
40 a)
t| 0 1 2 3 4 5 6
f(t)| 50 | 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147
El nimero crece pero de una forma cada vez mds lenta.
b) El crecimiento tiende a estabilizarse.
a1 .4-2 4-%

No puede tener asintota oblicua.

42 4=-4, b=0

43 )

b)

Asintotas verticales: x=2 y x=4.
Posicién:

Si x—>27, flx) > -

Si x— 2%, f(x) = +o

Si x—4, flx) > -

Si x> 4%, f(x) > +oo

Asintota oblicua: y = % -1
Posicién:

Si x— +o0, f(x) > %—1

Si x— —oo, flx)< %—1

Asintotas verticales: x = 1
Si x> 1%, f(x) = +oo

Si x> 17, flx) > —oo
Asintota horizontal: x = -2
Si x— +o0, fi(x)>2

Rama parabdlica hacia arriba de crecimiento cada vez
mds rdpido en —oo.



Y] b) Y]

19) U

| //

| //
|
/1 |
11
7 T X

7 |

45 Solo tiene sentido el estudio de las asintotas verticales.

< fl) = —

sen x

en el intervalo [0, 2x].

x=0, x=m, x=2n son asintotas verticales.
Posicidn:

Si x— 0%, f(x) >+

Si x>, flx) > +eo

Si x—>at, flx) > -

Si x— 21, f(x) > —oo

*g(x) = L en el intervalo [0, 27].
cos x
x=L x= 3T son asintotas verticales.
2 2
Posicién:
Si x— %_, 2(x) = +oo
Six—o L', gx) > -0

2

Six— %_, 2(x) = —oo

Six— %+’ 2(x) = +oo

e h(x) = 1 cnelintervalo [0, 27]
1-2cos x
x=T x= S son asintotas verticales.
3 3
Posicidn:

Six— %_, h(x) > —co

Six— %Jr, h(x) = +oo

Six— 5771_’ h(x) = +oo

Six— 5?7“, h(x) > —oco

46

47

48

a =3, resultando ser el limite igual a —8.

a) 0 b) +oo C) +oo
d) 0 C) +oo f) — oo
P o0 —4x*49 1

Si m=—4, x/% 2.9 "2

La discontinuidad en x =3 es evitable del tipo III.

Para m = -4, en x=-3 hay una discontinuidad de

3 2
salto infinito (tipo I) porque /im X —4x"+9 = +oo,
x—=-3 xz —_ 9
3 2
*Si m=2, lz'm3 X HLX T +22x 9+9 = —_25 y tenemos una
X — —, X —

discontinuidad evitable de tipo Il en x = -3.

Para m =2, en x=3 hay una discontinuidad de salto
3 2
infinito (tipo I) porque /im K2+ o,
=3 x2-9
*Si m=—4 y m=2, las discontinuidadesen x=3 y
en x=-3 son de salto infinito (tipo I) porque el nume-

rador de la funcidén no se anula.
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49

50

51

52

a) Falso. En una discontinuidad evitable de tipo III no
existe la funcién en un punto pero si existe el limite.

b) Verdadero, ya que no se cumple una de las condiciones
de la continuidad.

¢) Verdadero. Si tuviera tres o mds asintotas horizontales,
dos de ellas coincidirfan por uno de los extremos del
eje OX y esto es imposible porque la funcién no puede
tender simultdneamente a dos resultados diferentes.

d) Verdadero. Incluso puede tener infinitas asintotas verti-
cales, como ocurre con la funcién y = g x.

e) Falso. Si f(a) = 0, puede ocurrir que la funcién tenga
una discontinuidad evitable en x = 4.

f) Falso. Porque  lim 27 = lim %: 0 y la recta

y=0 es una asintota horizontal cuando x — +eo.
Son los puntos de la forma x =4 con 4 ndmero entero.

Como la funcién y = sen x es periddica, los valores que
toma y oscilan cuando x — +oo y, ademds, lo hacen sin
acercarse a ningin nimero concreto. Por tanto, el limite
no puede existir.

El limite b), porque cuando x — 4*, x> 4. Entonces,
4 —x <0 y la raiz cuadrada no existe.



83 a) Falso.

JJim f(o) = lim ax"=+co porque ax">0 alser n
pary a>0.

b) Falso.
JJim f() = lim ax"=—co porque ax” <0 alser
n impary a> 0.

¢) Verdadero.
JJim f() = lim ax"=—co porque ax” <0 alser
n pary a<0.

d) Verdadero.
JJim f(o) = lim ax"=+co porque ax">0 alser n

impary 4 <0.

54 3 xéz:;;ﬂoo |2x + 1| = +oo xl_ljﬁo |2x + 1| = +oo

b) xé’;ﬂm (|| + x=3) = +oo xi[{nm (Jx| +x=3) =-3

C) xél:;floo (lX + 4| + |x|) = too x[_>l’7_”°o (lx + 4| + |x|) = 400

d) lim (|x+ 2| = |x]) = 2 lim (Jc+ 2] = |x]) = =2

85 a)e Verticales: x=2
Posicién:
Si x—=27, flx) >+
Si x—=2% flx) > —c
* Horizontales:

La recta y = -1 es una asintota horizontal cuando
X —> +oo.

Larecta y =1 es una asintota horizontal cuando
X —> —oo.

b) ® Verticales: x =1
Posicién:
Six—> 17, flx) > -
Si x> 1%, fx) >+
* Horizontales:

La recta y = 2 es una asintota horizontal cuando
X —> +oo.

La recta y = —2 es una asintota horizontal cuando
X —> —oo,

lim 2Y% =27 =0

x—0"

86 /im 2% -2t - 4oo
x—0*
No existe el limite.

87 lim-*=1 _2

x=1 yx—1

58 o) - b) 2 91
10 9 3
5 )5 073
89 Las asintotas verticales son las rectas x=-1 y x=1.
Posicion:
2 2
lim —X =L _ e lim —2— = = = too

1
x—-1" m 0

No tiene asintotas horizontales.

x=1" 2 0

Autoevaluacion
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1 lim f() =5
No tiene limite en x = 3.
lim f() =13

Es continuaen x=0 yen x=5. Noes continuaen x =3,
porque no tiene limite en ese punto.

Za)%
1

b) 3
C) +oo

3 a) No tiene limite en x = 3.
/l’mzf(x) =1 xli'izﬁwf(x) =0

b) lim fx) = 0

(L f6) = oo

No tiene limite en x = 2.

lim f(x) =—oo

X — oo

(im f6) =3

4 « Asintota vertical: x=2

lim dx___,
Posicié x—2"x—2
os1Clon
Y :
4x =+o00  _____1__. '_\._.._\.‘.
x—2t x—2 i

* Asintota horizontal: y =4

o X —>+oo, y>4
Posicidn:
x —>—oo, y<4

84=2



6 x/img flx) =9 Y
11’7}21_ flx)=—c0
fim f0 =<7

lz’7¢2¢+ flx)=+ o0

/ i 8 No tiene asintotas verticales.

o

No tiene asintotas horizontales.
Asintota oblicua: y = 2x

Posicion <<_

lim flx) = +o0

X — +0o

A f10) = —eo

X — + oo curva < asintota

X — —oo curva > asintota

Y

e




Derivadas
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1. La distancia que separa los puntos en los instantes #=2 y
t=2,5 esde 12,5 mm, luego la velocidad es:

25 mm/s = 2,5 cm/s

La distancia que separa los puntos en los instantes =2 y
t=2,1 esde 3,5 mm, luego la velocidad es:

35 mm/s = 3,5 cm/s

2. En el intervalo [2; 2,5] la velocidad es 2,5 cm/s. En el inter-
valo [2; 2,1] la velocidad es 3,77 cm/s.

3. En el primer intervalo la velocidad es 3,997 cm/s, y en el
segundo, 4 cm/s.

Si podemos considerar que esta tltima velocidad es muy
parecida a la velocidad instantdnea en 7=2s porque el in-
tervalo de tiempo transcurrido es tan solo una millonésima
de segundo.
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1 Hazlo tu.
TVM.[1,2] =1 T.V.M. [1, 5] = % TV.M. [1, 10] =%

1 a) Verdadero b) Verdadero c) Falso
& TVM. [1,2]=-5

TVM. [1,3] =-4

T.V.M. [1,4] =-3

T.V.M. [1,5] =-2

T.V.M. [1, 6] =-1

TVM.[1,7]=0

TV.M.[1,8] =1

8 TVM.[1,1+h]=h-6

Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los
resultados del ejercicio anterior.
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4| prunTO PENDIENTE
A —8) = 2
fe9=2
3y = L
B f=3) = 7
C £y =-1
"(5) = — L
D fG=-3
E £1(10)=2
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1 Hazlo tu.
1) = — (—1) =L 5) = _ L
f(1)=-3 f=1) = 3 f) = 3
& Hazlo tu.
f)=7 f=8 f@=9
f'(3) =10 f’(4) =11 f’(S) =12

1 2) Verdadero

b) Verdadero. La pendiente de la recta tangente en x =3 es
cero, luego la recta es horizontal.

¢) Verdadero, debido a la inclinacién de la recta tangente a
f en ese punto.

Rf() -7

Bf3)==2 fO==2 f@==2  f(7)=-2
Como la funcidn es una linea recta, crece o decrece siempre
de la misma forma y al ser la derivada una forma de medir
el crecimiento de una funcién, esta debe valer lo mismo en
todos los puntos.

4 f'(-2)=-17 f'=1) =-11 f'(0)=-5
f=1 f'@=7 F'(3) =13
f'4) =19 f'(5) =25 £'(6) =31
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1 Verdadero, porque al ser paralelas las rectas tangentes en
cualquier punto, deben tener la misma pendiente en todos
los puntos.

o) =3 ) - =3 1) =L
BfW= =05 f-7 fen =5
f(1)=-3 £15) = -3—1

| way - 1 7y = L
sf(x)_Zx—3 f(4)—2 f(7)—4

4 f'(x) = 3x% + 2x
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8 2 eslaabscisa del punto en el que se halla la recta tangente.
fla) es la ordenada de dicho punto.

f'(a) esla pendiente de la recta tangente o, también, la de-
rivada de la funcién en el punto de abscisa .

x es la variable independiente de la recta tangente.

y es la variable dependiente de dicha recta.
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4 -2 1
1a)5x b)? 9) e d) T
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1 Hazlo tu.

a) f'(x) = 20x7 —4x + 3 b)g'(x) =

c) h'(x) = — x243«/;

2 Hazlo tu.

) ) = 262 625

) 4x? —8x+8
b _ Ax’—8x+8
)& (x* +x—3)2

) h'(x)=2x—5+ %
X
R f(x)= 10x+7—%
X

B F(x) = mex@m)

4 £ =L4.€x(cosx—smx—ln2€osx)

2 X
sf’(x)=3x-tgx+x-3x[n3.tgx+ x‘23x
cos” x
1- In2log, x
6 f(x)= — 27
1 x2n?2
' 5 6
7 =2+2_5
f'(x) T
: 4
8 1= 70
9f'(x)=ﬂ+drcsenx

V1—x2
10 £(x) - cos® x + V1= x? (arc sen x) sen x

V1—x% cos*x

' xx/;’ls—l

Pagina 311

12 f'(x) = (2x—5) cos (x*> = 5x +7)

18 Fi(=-—19
f 335x+3

14 f'(x) = —3senbx

2(1-/n10 log x)
x2In10

15 £(x) =

16 f'(x) =3 sen (3x —n)

17 £(x) = @

18 f'(x) = 21 (14 2x)

2x (1= x%) cos (x* +1) + x sen (x> +1)

J1-x%3

19 £(x) -
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1 Hazlo tu.
Los puntos singulares son (-1, 10) y (2, —17).

Los intervalos (—oo, —1) y (2, +o0) son intervalos de creci-
miento. En el intervalo (-1, 2) la funcién decrece.
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1 La recta tangenteen x=—1 es y=—06x.
La recta tangenteen x=0 es y=—-2x—3.
La recta tangenteen x=2 es y=30x—51.
2 x, =0, x, =2, x3=-2 son las abscisas de los puntos en los
que la pendiente es 3.
xp =0 — Larecta tangente es y = 3x.
%, =2 — Larecta tangente es y = 3x — 4.
x3 =—2 — Larecta tangente es y = 3x— 4.
8 En el intervalo [0, 3], el mdximo se encuentraen x=2 y
vale 19 y el minimo se encuentraen x =0 y vale 3.

En el intervalo [-5, 3], el mdximo se encuentra en x = —5
y vale 68 y el minimo se encuentra en x =-2 y vale —-13.

=1 S5
4, - b) 3 o0
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lay 0 Il b) "
A | .
) /
—4 l 4 | A
I / JARNY
| h |
0 o |
|
o []
‘ U
| ol I/
E—
DERY.d
\[ /1,
\/




Pagina 318

2 2) B b) 1
'\, g 1
' = ! >
: /-ff L 7//
=4HRP > =
= | BN 0
[T 0 0
|
C) 2 d) 2
(S 1 1
T —t |
L I~
4 | 2 4 -4 | 2 4
1 1
o) o)
c ‘ f o}
) JH ) 1
o)
— -4 | 2 2
4 | 2 2
o)
A\
[\ 4
[HA
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1 Hazlo tu.

o 1
£ = (x+1)2

2 Hazlo tu.
Fl) = ——2

x(x+1)
3 Hazlo tu.

y=2x—én—1

2
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4 Hazlo tu.
y=2x-3

8 Hazlo tu.
Los puntos singulares son (0, 0) y (4, —=32).

(4, —32) es un minimo. (0, 0) es un maximo.
6 Hazlo tu.

c=0; b=1
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7 Hazlo tu.

f crece en (0, 2) U (2, 4) y decrece en (—oo, 0) U (4, +o0).

8 Hazlo tu.

Base =9 m, altura=9m
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9 Hazlo tu.

El punto (3, 1) es el tnico

punto singular.

10 Hazlo tu.

Asintota vertical: x=0

Asintota oblicua: y = 2x

Puntos singulares: (-2, -8) y (2, 8).

v

16

12 4
4

81\

41,

&
-6 8 [, 4 [ 12X

’
U
p
0
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11 Hazlo tu.

X s x<4

2 £ = ;2
2si x24
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12 Hazlo tu.
aA)a=1, b=3
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1a)f'(-2)=0; f£'(3)=0; f'(6) =—
b) f'(x) <0 en (1, 3) U (5, +oo)

H4 Y

/\x
i

i

§
6
4
2
BG40, 24 68X
L4
6
Lg
by o —1si x<-1
)8 = 2x si x>-1
b)a=-9, b=5
5
3



3 Supongamos que 4 y & son los catetos del tridngulo rec- i 9 a) f'(x) = x%+ 14x—4 b) f'(x) = Gsen 2x
tingulo. :

) = L, 1 _ X%+ 2x
Si a=6y b=0, seobtiene el tridngulo rectdngulo de drea : A 32 * 24x df x+1)2
mdxima. «f v x .
: e) f(x) = 5+ £) f'(x) = sen =+ = cos =
42 f(0)=-3y f4) =3 - 1) 64 222
b) El punto x =2 es un punto singular. "(x) = 1 ) A6 = L
’ . Ty B A
¢) La funcién es creciente en (2, +c0) y decreciente en : Lot gz
(~o0, 2). D) 0= —2 7 6 también £1(x) = —L
: 2 2 cos® x
8 La ecuacién de la recta tangente es y = —x + 4. )
L S 2B

V1—4x2
10 a) f'(x) = 15(5x - 2)?
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1, —% — Decrece b) -1 — Decrece 4 (412 +1)2
L by -t DT
c) 3 = Crece d)3 — Crece x
: ' _ 2 ' _ _),2x
& a) Parala funcién f(x): TVM.[1,1+h]=3-h S = 33/6— x I f'6) =2
Para la funcié : TVM. [1,1+h] = —=1 w1 [x2—4 x3-12
ara la funcién g(x) (1,1 +h] TN &) f(x) = 1 x - .(3;2_4)962
b) Para la funcién f(x): TV.M. [1; 1,5] =2,5 :
f) flx) = £ %)

Para la funcién g(x): TV.M. [1; 1,5] = _5—1
g) /(%) = 3x? [cos® 3x — x sen 6x]

B Para f(x): TV.M. [2,3]=19 TV.M. [3,4] = 37 b) £ = 6x 0 - (118 )

Para g(x): T.V.M. [2,3] =18 T.V.M. [3, 4] = 54

En [2, 3] crece més f(x). i) f'(x) = {7 ) fx) = 5
: 2x ln x x2+9
En [3, 4] crece mds g(x). :
oy —e*
4 El crecimiento medio es mayor entre las semanas 20 y 30. 11 2) £ - 2 ‘/ arc cos & (1— %)
8 (1)-6 b) £(1) = 12 RPN e
, LRy
(1)=-3 df1)===
/M) ) 27 o) f'(x) = sen 2x — sen x - ¢**
A T (R _ 3
6f(2)_h[zi¢%( h)=0 Z'2) = lzm 31 " 3 &) F/60 = 4n. 1—4xin2

x14‘/7

e) ['(x) = e“’”"(mstn tgx+1>

sen x cos x

TOfE-3 fO-3  fé)--2
b) En x=-2 y x=2.

c) En x=1 laderivada es positivay en x =3 es negativa. f) £(x) = =3 sen (In x) 9) /() = 2{x+1
: X

X2+X

5.5 :
8a) f'(x) = lzm 15 =5 h) £ = — 1 :

bF) = lim Qe+ h+7)= 2647 o

D ) = In7-7% _xsenx+2cosx

o f(x) = /z'm (3x2% + 3hx+ h2-5) =3x2-5 2yx X3
1 _ 2x
d) f'(x) = lzm x(h+x) =7 i) fx) = 7_2x>2



12

S0 =

X -

wfwzzgii

+2x
9 f/() ===
oy 6x+5
f'6 - 110 (3x% - 5%)
, 2(1+1¢% %)
¢S = tg x-In10

£) flx) =lnx+1
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13

14

18

16

a) Recta tangente = y=-—x+2
Recta normal — y=x-2
b) Recta tangente — y = %x +%

Recta normal — y=—4x+ 14
¢) Recta tangente — y=-8x—11

Recta normal — y= %x - %

d) Recta tangente — y = L1

62
Recta normal — y=—e%x + et-2
e) Recta tangente — y=— g <x — %) + %
Recta normal — y= 23—6 (x - %) + %
a) x=2 b)x;=-1, x,=-3
) x=-2 d) x = %
a) En x=-3, larectaes y=-2(x+3) - 2.

b) La recta tangente en x = —y3 es y=6(x + y3) yen
x=4y3 es y:6(x—«/§).

¢) Larecta tangenteen x=-1 es y=5(x+1)—4 yen
x=-3es y=5(+3)+6

Los puntos de corte con el ¢je de abscisas son x=-2 y

x=2.

La recta tangenteen x=-2 es y=4(x+2) yen x=2 es

y=—4(x-2).
La recta normal en x=-2 es y:—%(x+ 2) yen x=2

es y= %(x—Z).

17

18

19

Los puntos donde la recta tangente es horizontal son

aquellos en los que f'(x) = 0.

a) En x = % la recta tangente es y = 13—4
b) La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.
La ecuacién de la recta tangente en x=1 esy=0.

c) La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

La ecuacién de la recta tangente en x=3 es y=-27.

d) La ecuacién de la recta tangente en x=-2 es y = 16.
La ecuacién de la recta tangente en x=2 es y=—16.

e) La ecuacién de la recta tangente en x=—1 es y=-2.
La ecuacién de la recta tangente en x=1 es y=2.

f) La ecuacién de la recta tangente en x=0 es y=0.

a) (4, -5) es un punto singular.

Intervalo de crecimiento, (4, +oo). Intervalo de decreci-
miento, (—oo, 4).

b) (2, 12) es un punto singular.

Intervalo de crecimiento, (— oo, 2). Intervalo de decreci-
miento, (2, +oo).

c) (0, 0) y (6, -36) son puntos singulares.

Intervalos de crecimiento, (—eo, 0) U (6, +oo). Interva-
lo de decrecimiento, (0, 6).

d) (-2, -8) es un punto singular.
Intervalo de crecimiento, |R.
e) (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.

Intervalos de crecimiento, (—eo, 0) U (2, +oo). Interva-
los de decrecimiento, (0, 1) U (1, 2)

f) No tiene puntos singulares. Los intervalos de creci-
miento son (—oo, =2) U (=2, +o0).

a)fx)=0 — 3x2+3 =0 no tiene solucién. Por tanto,
no tiene puntos singulares.

La funcién es creciente en todo |R.

b) /() =0 — —-L

— = 0 no tiene solucién. Por tanto, no
x

tiene puntos singulares.

Los intervalos de decrecimiento son:

(_°°’ 0) U (0’ +°°)

of'x)=0— —L__0 no tiene solucién. Por tanto, no

2Vx

tiene puntos singulares.
El intervalo de crecimiento es [0, +co).

df'x)=0 — L _ 0 no tiene solucion. Por tanto, no
x

tiene puntos singulares.

El intervalo de crecimiento es (0, +co).



20 2) Los puntos (%, %) y (1, 2) son puntos singulares.

1 58

<§, f) es un méximo y (1, 2) es un minimo.
b) Los puntos (0, 0) y (2, 4) son puntos singulares.
(0, 0) es un minimo y (2, 4) es un médximo.

¢) Los puntos (-2, —6), (0, 10) y (2, —6) son puntos sin-
gulares.

(-2, -6) y (2, —6) son minimos.

El punto (0, 10) debe ser un méximo porque estd entre
dos minimos.

d) El punto (-1, 9) es un punto singular.
(=1, 9) es un maximo.

e) El punto (0, 3) es un punto singular.
(0, 3) es un méximo.

f) El punto <3«/§, 3 3«/2) es un punto singular.
(3«5, 3 3«/Z> es un minimo.

Rl 2) /'>0 si x<-1
f'<0 si x>-1
b)f" >0 si x<0
f'<0si x>0
) f >0 si x€ (—o0,—1) U (1, +o0)
f'<0sixe (-1,1)

22 (-3, 2) es un minimo.
(1, 5) es un méximo. \
/ N
\ 4 N\
N /
\
a3
/
/
N\
24
N
N
/ N
Y D | ]
N I 1
N
7777>\ AN N, N N SN S N S —

28 f'(x) =3(x—1)* £(0)=—-1 — pasa por (0, —1)
f(1) =0 — pasa por (1, 0)
f(2)=1 — pasapor (2, 1)

f1)=0
El punto (1, 0) no es ni mdximo ni minimo.
26 ['(x) =0 — x=—1, p
=1 P
X = //
a8
Puntos (-1, -2) y )4
(1, 2). (/
Asintota vertical en ‘
x=0.
Asintota oblicua en ,/’/
y=x. A
7
v
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27 a) Funcién I
Tiene una rama parabdlica cuando x — —oo.

La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando
x — +oo y la funcién queda por encima de la asintota.

Funcién 11

La recta y = x — 2 es una asintota oblicua cuando
x — —oo ycuando x — +oo. En ambos casos, la fun-
cién queda por debajo de la asintota.

La recta x = 0 es una asintota vertical y la funcién
tiende a — oo por los dos lados.

b) Funcién I
El punto (-2, —4) es un minimo. El punto (3, 2) es un
mdximo. Hay otro punto singular, (0,5; —1), pero no es
ni m4ximo ni minimo.
Funcién 11

Solo tiene un punto singular, el méximo (-1, —4).

0)=0
28 ;,(( 0)) _0 — La derivada en (0, 0) es nula.
e [im 2x = lim %X ’ =2

Xx=eo 14 x2

Larecta y =2 es una asintota horizontal.

« fl-2= %-2:- 2

1+x x?+1 d
Como la diferencia siempre  aaeo - N
es negativa, la funcién que- )
da por debajo de la asintota #p2ai 125 34
y=2. é
L4




29 | | 39 a) Miximo en (-1, 4). Minimo en (1, 0).
\\ 2 \\'__"‘
‘WZ; X : 6 II
i”:"\ g \ E Y= 3x+2 |
\ \ i
‘ /il
30 Y |‘ L6l 4 2| 12146/ |
\ i
’ =4
\\ b) Miximo en (2, 0). Minimo en (4, —4).
\
31 vl 1] 43— 0x} +[24x 1 20
/ |
Anny 5 |
L. AR 1
B2 2 X
[ S " Y
|
|
) |
33 a) (-3,2) b) x = i es la abscisa del vértice. ”
% es la ordenada de vértice,

c) Méximo en (-2, 31). Minimo en (2, —=33).
33 flx) =—x2+6x-7

y P —6x3 4 8% —1
B34 Dara f(x) =3x>—2x+5 latangenteen x=2 es y=10x-7. i 4

Para g(x) = x% + 6x latangenteen x=2es y= 10x—4. 3

88 4=6, b=6, c=-6

36 1(2) - % f2)=3
—15/-10] 55 10 [ 15
37 f(x)=%x2—2x+l 0
38 2 7 | b) u 30
432[\ 254X :
| | 20 | 10 10 | 20 | X :
; d) Mdximo en (0, 2). Minimos en (2, —14) y en (-2, —14)
y=¥ 182 k2
0 d) y
; v/ )
-16 | -8 16X “4-3 | -1, 3 4X




, 41 2) Asintotas verticales: x=—4, x=4
40 o) f() = —2>—#0 : )
(x+2) : Asintota horizontal: y =0
Los puntos de corte son: (()’ _%), 3, 0). No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente hori-
zontal.
Y
I
=3 6 : 7 2 116
EES : -
,/ 4 : N
Y :
fo! [} T
-
- 2
ol 8 [ [ 1o [ A7 4 \\
A ~
-6 = N X
) \
|
’ 6

b)f() = £+L 40
X

Los puntos de corte son: (1, 0), (-1, 0).
b) Asintotas verticales: x =1, x=—1

- /'/ Asintota horizontal: y=0
¥= x-;l . /'/ No hay asintotas oblicuas ni puntos de tangente hori-
- // zontal.
4 Y|
6| 4 | — Y.
I(/ o) 3
/A iEh
AT : AR
A/ G : / 1
// X
: Bl2ld 1
Q) f(x)=x2+4=20 ’1 /
El punto de corte es (0, 0). N
|
|
y2 X4 s I
3
c) Asintotas verticales: x=35, x=1
o [ [ ) Asintota horizontal: y =0
f No hay asintotas oblicuas.
| Sus puntos de tangente horizontal son, aproximada-
! ' mente, (-6,58; -0,052), (2,58; ~1,197).
: Y :
Df)=—2-20 f LT :
f (x - 2) 3 § xl+ 2 1T H .
: )= X X+ S 1 . .
El punto de corte es (0, L). AR VK
4 : i aF :
: dlE :
= am e AN NS RN RHT RS
i Emmm | st :
SN PTGl ae N e i
— Ll AN
| 2 / T | .




d) Asintota vertical: x =-2 f) Asintotas verticales: x =1, x=—1

Asintota oblicua: y = x - 4 Asintota horizontal: y=-1

, . No hay asintotas oblicuas.
No hay asintotas horizontales.
Punto de tangente horizontal: (0, 0)
Sus puntos de tangente horizontal son:

Y]
(1a O)) (_53 12) -
Y =
1-+x
u X
Jo | 41 2 )
> AN =) 2
+
l 0 B
6
5
\
\\ il
N 1. 1-T X
-6 4 ﬁ 1[4
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43 1) Asintotas verticales: x=3, x=1

4
A

N

Asintota horizontal: y =1

No hay asintotas oblicuas.

\
\

<=}

Sus puntos de tangente horizontal son: (0, 0), <%, —3)

e) Asintota vertical: x = -2

© #0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000080000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000ssscscscscsesososssscscsscscse

Y] \
, . 5 \
Asintota oblicua: y=x-2 5 \
), r X/7 —ax T 0 4 ‘\
No hay asintotas horizontales. .
B—
. . —
Sus puntos de tangente horizontal son, aproximada- + _4‘ ~ y =
mente: 2
\
(_0326; _0’54)’ (_3)73; _7346) : \
L1
Y|
/
v
: 6 /// b) Asintota vertical: x =2
. /
= /.’ .
2 4 /// Asintota horizontal: y=1
7
2 / , .
\ s No hay asintotas oblicuas.
P X
% .
=6 |4 o 2 | 4 Punto de tangente horizontal: (0, 0)
1
Ly Y
6 | x2 \
YT a2 s \
58 \
yEx— 2/ \ 4 \
& \ /
A 2
14
/7, ~
A 6 4| ) X




¢) Asintota horizontal: y =1

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son: <1, %), (-1, 3)

Y
x2—lx 41 6
JE 7
XTHX+
4
L7
’/
-
6| 4 | 4 4 X
2
6

d) Asintota vertical: x =2
Asintota oblicua: y= % +1

No hay asintotas horizontales ni puntos de tangente

horizontal.
Y
RS
< 2x+4
=] z/
4 ,4/'
A
U ) LA
pAY
z X
7%"; 4
il 5
4

43 ,--1
44 ,-26, b=13
45 /-1

46 (0,0)y (2,-2)

a7 )/=—3<x—%>+24—9

48 ) Se deben fabricar 5 unidades.
b) C(5) = 175; M(5) = 35

49 a)

OB N 0 O

/
/
/

T

2 4 6 8 101214 16 18

50

51

52

83

54

8§85

b) El beneficio miximo se obtiene a los 3 afos.

El beneficio serfa de 10 miles de euros.

¢) No perderd dinero ni llegard un momento en que
no obtenga beneficios ni pérdidas, pues f(x) =0 vy

fx) >0 paratodo x> 0.

a) 1 b) + 00
1

d) + e) 0 f) 5

1
a) 3 b) 2

LS
=3t
a) El méximo se encuentraen x =0 y vale —4.

El minimo se encuentra en x =3 y vale —13.

b) El mdximo se encuentraen x =4 y vale 83.

El minimo se encuentra en x=-1 y vale —24.

¢) El méximo se encuentraen x =4 y vale 16.

El minimo se encuentra en x =-2 y vale —20.

d) El méximo se encuentraen x=1 yvale %
El minimo se encuentraen x =0 y vale 0.
s y=senx

El maximo se encuentra en x = % y vale 1.

3

El minimo se encuentra en x = 5 ¥ vale —1.

’_}/:COS.X

1

Los mdximos se encuentranen x=0 y x=2n yvalen 1.

El minimo se encuentra en x =7 y vale —1.

a) (—1, 2) es un maximo. (-1, —¢2) es un minimo.
e

Intervalos de crecimiento: (—oo, —1) U (2, +o0).

Intervalos de decrecimiento: (-1, 2).

b) (0, 0) es un minimo. <2, -
e

Intervalos de crecimiento: (0, 2).

4 ) es un maximo.

Intervalos de decrecimiento: (—oo, 0) U (2, +o0).

c) (0, 0) es un minimo.
Intervalos de crecimiento: (0, +oo).
Intervalos de decrecimiento: (— oo, 0).
d) (¢7!, =) es un minimo.
Intervalos de crecimiento: (e7!, +o0).

Intervalos de decrecimiento: (0, e71).



56 /'(x) = —1
f(x) x%+1

fx)=1 > x=0
En el punto (O, —%) la tangente a la curva es paralela a la
bisectriz del primer cuadrante.

87 a) Lafuncién f(x) es continua en todo IR.

La funcién f(x) no es derivable en x = 2.

2x—2 si x<2

%)= {_2

b) La funcién g(x) es continua en todo IR.

si x>2

La funcién g(x) no es derivable en x = 3.

2 si x<3
g'x) = 1
24yx -2

c) La funcién 4(x) es continua en todo |R.

si x>3

La funcién A(x) es derivable en R.

b - {e’“ si x<3

2x+1si x>3

88 1)) m=8, n=3 b)ym=1, n=2
coom=3, n=-1 d)m=2, n=1
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89 - flx) = x4 5x2 1 6x
f'(x) = 4x3-10x+ 6
F(x) = 12x2 - 10

[ (x) = 24x
fV(x) =24
fV(x) = 0 y, desde esta, todas las derivadas sucesivas
siguientes.
« flx) = e
fl) =2e%
fl(x) =4 e*
f"(x) =8 e

f]l/(x) - 16 sz

La férmula general, teniendo en cuenta que los coefi-
cientes son potencias de base 2, es:

fn)(x) _ 2n€2x
60 x=y=50
61 x=25, y=25

62 x=10, y=10

63 La base mide 10 cm, la altura mide h = 543 cm y el drea
méxima es A = 2543 cm?.

64 Llamamos x aloslados del rectingulo perpendiculares a
la pared e y al lado paralelo a ella.

El drea mdxima se dasi x=25m, y=50m vy es
A=1250 m*.

65 Loslados x =642 cm, y= 642 cm nos dan el rectdngulo
de drea méxima, que es A = 72 cm?.

66 Las medidas son 7= 3/7—5 dm, h=23 % dm.
TC

6'7 x es el lado de la base cuadrada e y es la altura del or-
toedro.

_ /10 . _ /10
T3 TS

El volumen miximo es V= 13—0 l% cm?.

68 Scan x e y lasemibase y la altura del rectingulo, respec-
tivamente.

x =542 cm, y= 542 cm y el drea méxima es A = 50 cm?.
69

70 Existen infinitas.

flx) = x? + k, donde x es cualquier nimero.

71 a) El punto (0, 0) tiene tangente horizontal. Este es el tni-
co punto singular.

b) La funcidn es creciente en x = 0.

) La recta tangenteen x=0 es y=0.

3 15
73 Punto (2, i >

73 f'(x)=2ax+b=0 — x= E—f
74 La correctaes la b).
%8 a) Si,en x=2.

b) Si x <2, escreciente, ysi x> 2, es decreciente.

76 Debe ser g(x) = f(x) — 2, es decir, seria la misma gréfica
que lade f{x) pero desplazada dos unidades hacia abajo.



77 a) Df[¢(2)] = %

b) Df[g(x)] = —

x2 -2

¢) No es posible porque no se puede determinar f{(2).

78 Se corresponde con b).
79 La grifica del apartado b), porque f7(1) = 0.

80 a) Verdadero

b) Falso. Hay funciones con puntos singulares donde la
funcién es creciente. Por ejemplo, f(x) = x3 es crecien-
te en el punto singular (0, 0).

¢) Falso. La funcién f(x) = —x3 siempre es decreciente y

£1(0) =0,
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81 La gréfica del apartado c), porque f'(-2) = f'(3) = 0 al ser
x=-2y x=3 puntos singulares de f{x).

82 1—>5c II—a HII-b
83 v
flx)
] X
84 Y]
] X

88 Cuando x — +0, la asintota oblicuaes y = x.
Cuando x — —oo, la asintota oblicuaes y = —x.

El tnico punto singular es (0, 1).

Y
7
7
N2
D ”
R .
~ 1.
NG

e
12 X|
I' ‘\
g

86 El dominio de definicién de f(x) es el intervalo (0, +0),

por tanto, solo podemos calcular el limite por la derecha.

L fOsW-fO) . 0sh- b _
x—0* h x—0* h
= lim +h = lim L - ieo

Como el limite anterior no existe, la funcién f(x) = Jx
no es derivable en x = 0.

87 a=-1, b=-2, c=0

—x%—2x si x<0

|

In(x+1) si x>0

Autoevaluacidn
1@TVM¢Qﬂ=—%

TVM. [-4,-2] =2

b) Si, P(-2, 4)
0 Si x<-2, f'(x)>0
d) £'(0) =-1
: _ fir2+h) - fI=2) h?—7h
RS2 = fim = g <
= limh-7=-7
h-0
. 1 4
3 a)f(x) = T
iy - 1—x
b) f'(x) = .

) f'(x) = —2m cos nx - sen mx

Nl o)
d) f'(x) = Y

4 y=2x-2

8 Punto singular: (1, 2). El punto singular no es mdximo ni
minimo.
6 a) * Asintota vertical: x =2
IZQUIERDA: f{(x) — +oo
DERECHA: f(x) — —oo
* Larecta y=—x es la asintota oblicua.
Si x — —oo, la funcién estd encima de la asintota.
Si x — + oo, la funcién estd debajo de la asintota.

b) Los puntos (0, 2) y (4, —6) son puntos singulares, donde
el primero es un minimo y el segundo es un mdximo.



<) v
N4

S
~ T
4 S 4 X

41
7 xé@wf(x) = 400 xé@of(x) =—oo
Los puntos singulares son (2, 0) y (-2, 32).
Y 32

J
| /
| /

| /

4 /
X

8 Dominio de definicién: IR — {0}

Asintota vertical: x = 0.

— 07, flx) > —oco
Posicién < * S

x— 0% flx) > —oo

Asintota horizontal: y=1.

Posiciéon <

No tiene puntos singulares.

x —> +oo, flx)<1

x — —oo, flx)<1

9 Intervalos de crecimiento de fi (—e0, —=1) U (3, +o0)
Intervalos de decrecimiento de f: (-1, 3)

La funcién tiene un miximo en x = —1 y un minimo en

x = 3.
10 /=-3, c=1

11 Los nimeros son x =17, y=17 y el producto mdximo
es 289.



Anilisis
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1 a) Su dominio es el intervalo (—oo, 3].

Su recorrido es (—eo, 0].

b) Y c) Y
=flx 42 3
_ X
— o) -2/
- | i X
/
Y /
yefE 41l [
_ L~ X
- T I
—_ - Y
AR 4
X
= A
za) \ Y | b) Y o
\ / '
\ | X
\l/ \[r=k+2x-3 ’I
_ X [ 17

B 4=20, c=-4280
La funcién es N(z) = —20£% + 680z — 4 280.

N()

1600
1400 /TN
1200
1000
800
600 /
400
200

t
2 4 6 8101214161820222426

log (x +3)
log (1/2) "

Y

4 fF( - 1

4
4

//

2

8 a) Poblacidn inicial: 1500 insectos

b) x = 7,23 — Tarda entre 7 y 8 dfas.

6 p(x)=senx — px)=glhlx)] = p=geh

qx) =" = q(x) =flgW)] = g=f°g

r(x) =y > r(x) =h[f(x)] > r=h°f
?a)0 b) 0 )0
8a)b=1

b) x/z_>m2 fx) = f(2) = f(x) noescontinuaen x=2.

9 ) - }{% f(x+h})l—f(x)

_ 3x-5
flg = 3525
_3(x+h)-5
f(x+h)—f
f(x+h) —f(x) - 3x+3h—25—3x+5 =32_h
Serh) - A9 3h., 3
h 2 2
) .3 3
f) = fim =5
10 y=9-x

11 Los puntos singulares son (0, -5), (2, 11) y (-2, 11).

lim (—x* +8x%—5)=—oo
. . X —> +oo
Ramas infinitas:

lim (—x%+8x%—5)=—oo
X —> —oo

Miximos: (2, 11) y (=2, 11)
Minimo: (0, =5)

Y
/™N\ 10 /N
LINCT
_ X
\V
oy 1+1g% x vy 1—Inx
12 2) f'(x) = 2@ b)f(x)—ix2
O fle) = 2 d)f) =0
1+x
v 1 (o 24x+1
e)f(ac)—ZI_x2 £) f(x) 74&”
809 = 35 Wfe) = B



13 a) f crece en (—o0, —2) U (2, +o0).
f decrece en (-2, 2).

b) f es creciente en todo su dominio: IR — {0}

14 a) Asintotas verticales: x=1, x=3

Asintota horizontal: y =1

b) Minimo: (0, 0); Mdximo: (% —3>

Y \

»

2
4+2x” _ 4 + 2x.

18 Tiene asintota oblicua y =
x x

La asintota es y = 2x. /

Si x — +o0, curva > asintota

Si x = —oo, curva < asintota

16 4=-12, b=17
17 a) f es creciente cuando f'>0 — f crecesi x<1 y
decrece si x> 1.

b) Tiene un punto de tangente horizontal en x =1, por-
que en ese punto f'=0.

18 La funcién es continua en todo IR.
La funcién no es derivable en x = 1.
2x+2 si x<1

£l - {1

six>1
19 L1
e

20 Supongamos que x e y son la base y la altura del rectdn-
gulo, respectivamente.

Las medidas son x=2y15 m, y= 2/15 m y el perimetro
minimo es 8415 m.



Distribuciones bidimensionales

°
) . -
® ® " Pagina 337 i Pagina 347
Relacién funcional y relacién estadistica P 1x=49,725 o, = 18,126
a) Relacién estadistica. Correlacién positiva. 2 Moda = Deportes.
b) Relacién estadistica. Correlacién negativa.
) Relacién estadistica. Correlacién negativa. Pagina 348
d) Relacién funcional. g 3 x-= 53,188 O-x — 18,273
Relacién Estadistica. Correlacién positiva. : s
e) Relacién estadistica. Correlacién negativa. Yi If(i)
INF
Relacién estadistica. Correlacién positiva.
DOC 20
Ejemplo de relacién estadistica ENT 20
: DEP 54
a) Guillermo y Gabriel estdn representados mediante los pun- PEL 26
tos (160, 175) y (160; 177,5). : orR 5

b) Sergio estd representado con el punto (192,5; 172,5).

¢) Si; en general, cuanto mds alto sea el padre, mds altossonlos i 8 Se observa que las frecuencias relativas varian segin la edad.

hijos.

: 6 & f; X;- f; x? f;
Pagina 339 215 61| 1311,5| 28197,25

: 30,5| 105 3202,5 97 676,25
1 a) Falso b) Falso ¢) Verdadero 43 166 7138 306934

58 | 119| 6902 | 400316
Pagina 341 75 138 | 10350 776250

: 589 | 28904 | 16093735
1 a) Verdadero b) Verdadero c) Verdadero

%= 49,073 o, = = 28,471

& La correlacién es negativa y moderadamente alta (—0,62).
La media es similar; sin embargo, la desviacién tipica es ma-

ILN. . .
0 yor si consideramos los datos de las personas que no ven
deportes.
8 N
NG :
6 : Pagina 350
4 N
\\ E 7 r= 0,67
2 .
N :
REC. :  Pagina 351
2 4 6 8 10 12 :
1 Hazlo tua.

Pagina 343 a) Es una distribucién bidimensional en la que se relacionan

las variables x: horas de sol e y: temperatura media en
1 a) Verdadero b) Falso ¢) Verdadero : , . y 5 P
: Almerfa, correspondientes a un afo.

2 a) r=0,90475 b) » = 0,64285 c) r=-0,80952 b)  TEMPERATURA MEDIA

Pagina 345 s I
: 20 e
1 a) Verdadero b) Falso c) Verdadero . K
’ HORAS DE SOL
Pégina 346 § 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
: ¢) Es una relacién estadistica, el nimero de horas de sol no
& a) Verdadero b) Verdadero c) Verdadero determina la temperatura media.



2 Hazlo tu.

® Xx: NOta NOTA DEL ANO PASADO
_ 11
y: Nota del afio pasado 19 i
9 s
8 '
7 s
6 &
5 .
4 s
3
2 .
1
NOTA
12345678910
Hay una correlacién positiva bastante fuerte.
® x: NOta COCIENTE INTELECTUAL
. : : 225
y: Cociente intelectual 500
175
150
125 s
100 Tatess
75
50
25
NOTA

12345678910

Hay una correlacién positiva bastante fuerte.

Pagina 353

1 a) Recta de regresion de Y sobre X: y—28,5=7,1(x-3,5)
Recta de regresion de X sobre Y: y—28,5=7,47(x—3,5)
b) 5(5,5) = 42,7
c) y=2,36; r=0,97

& a) El niimero medio de discos vendidos es 9 500.
b) r= 0,82
o) y—41=2,78(x-9,5)

d) 65 conciertos.

Pagina 354

1 a) Renta (€), gasto (€).
Correlacién positiva.
b) Relacién funcional.
¢) Relacién estadistica. Seguramente muy débil. Positiva.

d) Aunque lo parezca a priori, seguramente la relacién no es
funcional. Es una correlacién positiva fuerte.

e) Correlacién positiva.
f) Correlacién negativa.

g) Correlacién positiva.

2a)

®
®

—
[
1
—
o
1

T T TR TN NN N N |
N
T T TR TN NN N N |

LI N B N N N BN B N | T r T 1 1 1 17T

10 5 10

10 5 10
b) B y C tienen correlacién positiva; A y D, negativa.
oA —> -1;B - 095C - 0,64;D —» —0,76

d) La A es relacién funcional: y =12 - 2x.

315006
II—0,1
I - -0,9
IV —->-0,5
V — 0,99
VI — -0,2

r=-1 porque estdn alineados.



62a)r=09 b) »=0,6 {10 a) H(13) = 52,1

10 10 7(20) = 74,5
11 1 7(30) = 106,5
5 | 5 l y(100) = 330,5
B T b) Son fiables j/\(13) e j/\(20), porque 13 y 20 estdn en el
e ’ intervalo de valores utilizados para obtener la recta de
regresion.
5 10 5 0 i . _
) r=0,3 : 7(30) es menos fiable, pues 30 estd fuera del intervalo,
0 : aunque cerca de él.
* * j/\(IOO) es una estimacién nada fiable, pues 100 estd
1 : muy lejos del intervalo [12, 25].
5 t 11
7] P M T 2544567 8]0
AR y|s|8|7 6|9 4|5|2]3]|1
5 10 b) 7 =10 Tx =49 X=4,9
7 Y 2}/ = 50 )7 = 5
180 Tx? =301 o, = 2,47
2 _ _
1701 Xy~ =310 0, = 2,45
1604 Xxy=199 O, = —-4,6
1504 r=-0,76
N~ 150 160 130 180 X ) Recta de regresion de Y sobre X:
La correlacién es positiva y fuerte. y=38,675-0,75x
: Y
101

Pagina 355

8 5-492 7-492 0,-304 ©,-287 G, =833
b) =0,95. Se trata de una correlacién fuerte y positiva.
) Recta de regresiéon de Y sobre X:
y=4,92+0,9(x-4,92)
Recta de regresion de X sobre Y-
y=4,92 +0,99(x — 4,92)

d) 5(4,5) = 5,56
7(11) = -3,04

Como 7= 0,76, la estimacién para 4,5 la podemos

9 a) Representada en el ejercicio 4.

b) Se comprueba.

c) * Recta de regresién de ¥ sobre X: y = 0,48x + 2,79 considerar fiable, pero las de 11 y 20, que no estdn en
* Recta de regresién de X sobre Y: y=1,45x— 1,48 el intervalo de datos, no se pueden considerar muy fia-
: bles.
g_ X sobre ¥V
¥ cobre X 12 a) »=0,97 b) »= 0,64 c) r=0,25
5 13 2) =06
b) y = 3,05x + 13,05
: Cabe esperar que se recauden 104,55 millones de
5 9X : euros.



14 2) »=-0,99 b) r=-0,87

Recta de regresién: y = —0,08x + 759 o) y=-1,67x+ 8,70
Hay casi una relacién funcional entre la alturade un lu- d) Si ve la television tres horas y media diarias, cabe espe-
gar y su presién atmosférica. Ademds, cuando aumenta  : rar que saque un 2,86.

la altura, disminuye la presion. . .
Si ve la televisién cinco horas, cabe esperar que saque

b) r=10.,85 un 0,35.
Recta de regresién: y = 6,87x + 74,8 :

Hay una correlacién fuerte entre la altura de un lugar 19 a)x-4,14
y el nimero de pulsaciones, en reposo, de una persona. c,=196
Ademis, cuando aumenta la altura, aumentan las pul- 7 =62,57
saciones en reposo.
: o, = 36,37
15 7’=—0,61 g b) 7’=0,81

7 es negativo, luego cuantos mds goles a favor tiene un

. . o Es positiva; es decir, si aumenta la antigiiedad, aumen-
equipo, menos goles en contra tiene. La correlacién no es

tan los kildmetros recorridos. La correlacién es fuerte

muy fuerte, por lo que no es demasiado fiable estimar los P
porque 7 estd préximo a 1.

goles en contra sabiendo los goles a favor.
) y d) Se estima que recorre 45300 km en 3 afios.
16 a) DENSIDAD

9 Se estima que recorre 75500 km en 5 afios.
] Ly
8- . -
74 o' Se estima que recorre 151000 km en 10 afios.
6
([ ] .
2: ) {80 El mismo, puesto que 7 no depende de las unidades; es
34 adimensional.
2] :
1{ o ) o,
80 I e N.> ATOMICO P 21 s- 4
19 21 23 25 27 : 0.0,
r=0,98 Como o, y G, son p‘ositivas, e.:l signo de r es el mismo
que el de ©,,, luego si la covarianza es negativa, r tam-
y=-165+093x : bién lo es.
b) La densidad del cromo se estima en, aproximadamente, ~: o
5,86. Su valor real es 7,1. m,, = —xzy, cuyo signo es el mismo que el signo de G,
. Gx

¢) La densidad del escandio se estima en, aproximada-

: 9
mente, 3,01. Su valor real es 2,9. My, = G—xzy cuyo signo es el mismo que el signo de o,
: J
Pagina 356 Ijuego si la covarianza es negativa, m,, y m,, son nega-
tivas.

17 a) La correlacién entre las variables x-y es r=-0,68.
22 El centro de gravedad de la distribucién, (x, y).

Y entre las variables x-z es r=0,82.

b) La correlacién es mayor en valor absoluto en el segun- : 23 |7| debe estar préximo a 1.
do caso, luego la renta per cdpita es mds determinante ~ :

: 2
de la expectativa de vida al nacer que del indice de na- c c o
calidad i 24 S| )=
. O (5}/ 0,0 y
18 a) v LOS_ do§ SIGNOS SON NEGALVOS; €5 1 a5 (5, y) son las coordenadas del punto de interseccién de las
84 decir, si aumentan las horas por .,
74 ) - S dos rectas de regresion.
61 o dia que ven la televisién, dismi- :
Z i nuye la nota media obtenida en y=8,7-0,76x
3 . la tltima evaluacién. y=11,36—1,3x — x=49259
2 | . b b
1 o H —
e e — 3 X = 4’ 9259
1234 X )/=4,9563<}=4’9563



26 r- ——
6,0,
2
- 1 _% % _ % =2
e T 62 2 T 5202
w Oy O3 00
Luego r= |m L
Xy

En el ¢jercicio anterior:
m,,.==0,76; my,=-1,3
r=0,7646

27 a) 50 kg
b) El signo del coeficiente de correlacién entre peso y es-
tatura es el mismo que el de la pendiente de la recta de
regresion, luego es positivo.
28 a) Falso.
b) Verdadero.
¢) Verdadero.
d) Verdadero.
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29 a) »=-0,76
Recta de regresién de Y sobre X:
_J/_ 537 = _2563(x_ 235)

b) Se estima que tendrd entre 9 y 10 fallos en la primera
tanda.

7 fallos en la segunda tanda.

Entre 1y 2 fallos en la cuarta tanda.

80 a) x = 78,38; j = 304
r = 0,95394

b) Se estima que el operario produzca unas 275 unidades
trabajando 70 horas.

Como r es muy proximo a 1y, ademds, 70 estd en
el intervalo de horas empleadas, la estimacién es muy

fiable.

¢) Se estima que ha trabajado entre 77 y 78 horas.

Autoevaluacion
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1a1—06
b) — -0,7
c) — 0,9
d) —0,2
R@a)x=5y=6
G, =28
Gy =27
Gy = 7.1
b) »=0,95

c) y=091x+ 1,45
d) 7(5) = 6, $(10) = 10,55

Las estimaciones son muy fiables porque 7= 0,95 es un
valor muy alto.

3ajy-13
b) 5(12) = 16,2
9(50) =77

La primera estimacion es aceptable por ser 12 préximo a
x = 10.

C))’=6+2,5(x—5)

4 2)y=0,80+0,41x
b) = 0,93

) Se le estima un consumo de energia de 2,59 miles de

kWh por habitante.
d) Se estima una renta per cdpita de 20000 €.

e) La primera estimacion (apartado c), es razonablemente
fiable. En la segunda estimacién (apartado d), la estima-
cién es poco fiable.



