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SOLUCIONARIO

UNIDAD 1: Numeros Reales

ACTIVIDADES-PAG. 10

1. Teniendo en cuenta las propiedades de las potencias, obtenemos:

a) 92 . 3—2 .27 = (32)2 . 3—2 . 33:34 . 3—2 . 33:34—2+3:35

3772 -6
b){(ln -25:(1) .52 =5°%.52 =58
5 5

: 3°.2°.5° _36'28'53_i_[1j3
9%.25%.4% 3°.5°.2%8 53

5

2. En las tablas aparecen los valores pedidos.

Truncamiento de J/0,6 =0,774 596 6... V6 =2,449 489 7...
a) A las décimas 0,7 2,4
b) A las milésimas 0,774 2,449
¢) A las millonésimas 0,774 596 2,449 489

Redondeo de /0,6 =0,774 596 6... V6 =2,449 489 7...

a) A las décimas 0,8 2,4
b) A las milésimas 0,775 2,449
c) A las millonésimas 0,774 597 2,449 490

3. Si la velocidad de la luz es 3 - 108 m/s, el tiempo que tardara en recorrer 300 km = 3 - 10° m sera:

. 3.10°m 1
3-10® m/s 10°

El tiempo es una milésima de segundo.

4. Elevando al cuadrado ambos miembros, obtenemos:

(Jll - 4\/6]2 ~11- 446

s=0,001s.

(2v2 - v3f =(2v2f + (V3f —2v2 V3 =8+3-46=11- 46

5. Las raices enésimas son nimeros reales siempre que:
- N sea par y a sea un nmero real no negativo.

- n sea impar y a sea un namero real cualquiera.
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ACTIVIDADES-PAG. 27

1. El valor de la suma es:
2+4+6+8+...+2m=m- (m+ 1)

2. Resolvemos el problema en los siguientes pasos:

e Supongamos que el camello lleva un bidon hasta la mitad del camino, vuelve a Kamal, carga con
otro bidén hasta el mismo punto y se bebe uno de los bidones transportados, quedandole otro.
Repitiendo el proceso conseguira llevar 50 bidones hasta la mitad del camino. De aqui repitiendo lo
mismo hasta Wadi conseguira que Ileguen 25 segun la expresion:

2

25 bidones = 100 - 1—2
2

e Si mejoramos al solucion conseguiremos que lleguen mas bidones, haciendo el camino en tres fases
tras el primer tercio, el camello habra bebido 33,333... bidones y quedan 66,666... En el segundo
tercio se bebe 22,222... y quedan 44.,444.... En Wadi se bebe 14,81... y quedan 29,629... bidones, es
decir:

8 23 )
100 - — =100 - — = 29,63 bidones
27 3

e Avanzando por cuartos de camino se puede mejorar la solucion, llegan:

4 4
100 - ﬂ =100 - 3—4 =100 - (Ej =~ 31,64 bidones
256 4 4

e Siguiendo asi sucesivamente, se puede decir que en el mejor de los casos llegan:

100
100 - 9 =100 - 1 == 36,788 bidones
100 e

ACTIVIDADES-PAG. 29

1. a) Teniendo en cuenta las propiedades de las potencias, obtenemos:

0T
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b) Operando, obtenemos:
2 2
31—1 _4 2—1 :7:3_3_i_§ 7= 2—§:7:Z:7:1:0,2
3) 15 2 3 15 \2 5 5 5

2. a) Sacando factores de los radicandos y operando, obtenemos:

(7«/@—8@%@}\/7 (7 3.J7-8- ‘2/_ :4ﬁj-i=

16 6 1947 6
=(21“/__20ﬁ+§ﬁj'ﬁ=T'ﬁ

=38

b) Racionalizamos los denominadores y operamos, obteniendo:

2 3V2-2y3_2 V6 3J2-2V3 3V2+V3 _J6 _12-3V6_-4 86

J6 3v2-v3 6 V6 3J2-43 342+v3 3 15 5 15

En el grafico pueden verse la resolucion de las actividades 1y 2 con Wiris.

[ Actividad 1

G)E37) -2

Actividad 2
175 4 6
. -— . —_ —_— - —_— #
(T /63 -8 a + 3 112 \E 38

2 3\/52\/_ 8:/6
V6 avz-ys 15

3. a) Operamos en ambos miembros de la igualdad:

En el primer miembro, (3 EJ (2-5‘1 -3‘1)X
25 9

7]
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625 - 4° .
En el segundo miembro, e (2‘4 5% . 34) = (2 5. 3‘1) )
Igualando las potencias obtenemos x = - 4.

b) Operamos en ambos miembros de la igualdad:

3 -2
En el primer miembro, [%) - (3)x 127 = (3_G -3X)_2 (3P =3 g

-6
En el segundo miembro, (%) = (3‘1)_6 =3°

Igualando las potencias y los exponentes obtenemos x = E .

ACTIVIDADES-PAG. 30

1. Las soluciones pueden verse en la tabla.

B I )
~J4g | 85 0 i1 213 Tos | 3 A | Y-

o

Menor conjunto
numérico al que Z Q N R Q Q Q z Z I
pertenece

2. Las siguientes afirmaciones son:

a) Falsa, el nimero 5, por ejemplo, es real (entero) y no es irracional.

b) Verdadera, por ejemplo, % = 5 es racional y entero.

c) Verdadero, los nimeros enteros no son decimales.

d) Falsa, los niumeros decimales con infinitas cifras decimales no periddicas no son nimeros racionales
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3. Las representaciones pueden verse en los dibujos.

1 - 2
Representacion de los nimeros: a) 3 J2 b) — J8 c) — 18 =-3 d) 06 =—
NG 3
\\\\\/g ,’I
5 472?3_\/5"2 1 0 ;1 2 3 343\/5
V9 3
Representacion de los conjuntos:
e) A={aeR/a<-2ya>-6}=(-6,-2)
ER3)=(-159)
o) B={xeZ/x>406x>-4}={3-2-10123456,.......}
h) (-0, —3)N[-4,3] =[- 4, - 3)
e)
; = : ©
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
f)
" © ; © .
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
)
o o e o o o o
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
h)
@ © .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
4. La respuesta puede verse en la tabla que sigue.
Apartado Conjunto Acotado Supremo | Infimo | Maximo | Minimo
a) (1, 11) Si 11 1 No No
b) [- 1, 2) Si 2 -1 No -1
c) [_ 5, + oo) No No -5 No -5
d) {3,4,5,6,7,8,9, 10} Si 10 3 10 3
e) [ 2, + ) No No -2 No -2
f) (_ 0, 6) No 6 No No No
0) (-2,2) Si 2 -2 No No
h) (-8,-4) Si -4 -8 No No

|
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5. Las soluciones pueden verse en la tabla.
Apartado Conjunto Acotado Supremo | Infimo | Méaximo | Minimo
a) (_ 00, — 1) No -1 No -1 No
b) [- 10, 12) Si 12 -10 No -10
C) (-6,—4) VI3, 5] Si 5 -6 5 No
d) {-3,-1,1,3,5} Si 5 -3 5 -3
— 6 .

6. El centro es el punto =15 yelradiovale 6 - 1,5=4,5.

Por tanto, el entorno buscado es E (1,5; 4,5)

7. a) Las soluciones de la inecuacion [3+2x| > 9 son:

3+2x=>29 = 2x>6 = Xx2>3

B+2x =29 = {

-B+2x)29 = —-2x>212 = x< -6

El conjunto de soluciones es (— 0, — 6] ), [3 , + oo). La representacién grafica puede verse en el dibujo.

o 5 3 7 ¥ 5 % 3 2 3 08

b) Las soluciones de la inecuacion | < 2 son:
«—4 x—4 <2 = Xx-4<6
<2 = 3
3 X—4
- <2 =
3

El conjunto de soluciones es (- 2, 10). La representacion grafica puede verse en el dibujo.

= x<10

-(Xx-4)<6 = x>-2

a®

11
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ACTIVIDADES-PAG. 31

8. La tabla completa puede verse a continuacion:

Valor exacto 0,654371... | 218,75364... | 0,07642... 32,55628....... 3,42456...
Aproximacion decimal
a dec'crgf‘;g’;;r‘izfrecm y 0,6 218,7 0,0 32,5 3.4
0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
Aproximacion decimal
a m"ecsért‘;agepg:riﬁceso 0,655 218,754 0,077 32,557 3,425
y 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001
REdO”C%‘iZ 352?21“&5 0,65 218,75 0,08 32,56 3,42
y 0,005 0,005 0,005 0,005 0,005
Truncamiento a
d'ezm"esér:‘r":‘)sry cotade | 543 2187536 | 0,07642 32,5562 3,4245
0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001
9. La asociacion de cada nimero con su aproximacién o redondeo es:
a) con 4) b) con 6) c) con 5) d) con 1) e) con 3) f) con 2)
10. Consideramos como valor real ©= 3,141592.
22
Para la fraccion 7—13 obtenemos:
223
Error absoluto = {3,141592 — W = 0,000 746...
. Error absoluto 0,000 746
Error relativo = = = 0,000 237...
Valor real 3141592
., 22
Para la fraccién 7 obtenemos:
22
Error absoluto = {3,141592 — 7 = (0,001 265...
Error absoluto 0,001 265
Error relativo = = = 0,000 4022...

valor real 3141592
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11. En la tabla aparecen los resultados:

Planeta Distancia media al Sol en Orden de magnitud
unidades astronémicas (ua)

Mercurio 3,870989 x 10°* 10!
Venus 7,233320 x 10°! 10°
Tierra 1x10° 10°
Marte 1,523662 x 10° 10°
Jupiter 5,203363 x 10° 10!
Saturno 9,537070 x 10° 101
Urano 1,919059 x 10* 10!
Neptuno 3,006896 x 10! 10!

12. a) Los numeros en notacidn cientifica son:
x = 0,000000000003 = 3 x 10" 12 y = 432 cienmilésimas = 4,32 x 103
z = 243 millones = 2,43 x 108 t = 623000000000000 = 6,23 x 10
b) Los resultados de las operaciones son:
i) X +y=4,320000 003 x 10°3 ii) t—1000 z = 6,22757 x 10*

iii) x-z-t =4,54167 x 101! iv)y:x-t =89712 10"

13. Los calculos quedan:

Si un afio-luz son 9,4605 - 10 km, entonces un minuto-luz sera:

. 12
9400510 _ 17 999 429,22 km = 1,799 9429 - 107 km
365 - 24 - 60

Si un afio-luz son 9,4605 - 10'? km, entonces un segundo-luz sera:

9,4605 -10*

= 299 990,4871 km = 2,999 904871 -10°km
365 - 24 - 60 - 60

La distancia Marte-Sol en el Afelio es 249 100 000 km = 2,491 - 108 km y en segundos-luz sera:

2,491 -10°
2,999904871 - 10°

= 830,360 segundos — luz

La distancia Marte-Sol en el Perihelio es 206 700 000 km = 2,067 - 108 km y en minutos-luz seré:

2,067 -108

17999429 . 107 — 1484 min utos —luz

12|
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ACTIVIDADES-PAG. 32

14. Las soluciones son;
a) y/36a*b? =6a’b

b) 3/—8x°y® =— 2x%y

15. Las potencias y raices pedidas son:

e) 3/125a°h® =5ab’
f) 416x% y* = 2x%y

c) 4/256z° = 4z°

d) §/243x" =3x°

4[5 _ ot s[at _ % 1 _-% 1 _ %
a=a a’ =a =a -a
K K ® Ya? 9 NEN
% _ [q8 % _3[72 -%_ 1 -5 1
b) 3’2 =+/3 d) 773 =17 )7 2= h) 5 =
) ) V7 ) y5?

16. Los radicales son:

a) ?{/7\/2_=§/2_=\/§
b) (i/abz)3 =3g/a’b®

17. Las expresiones quedan:

a) +/500 =10+/5

b) ¥Ya’b* = ab¥b

¢) 3/-160 = (- 2) ¥/20
d) 4/625x°y° = Bxy4/xy?

18. Los radicales quedan:
a) 5 V3 =475
b) 3ab ¥/a? =327a%°
c)3 3¢ =437

19. Las soluciones son:
a) 3 -/3° = /3¢ =32
b)3a-a2=3a =a’

o) Y2a° :42a° = Ja = a”

c) 1/5@ — 453
d) [M)4:a6b

)3  Ya=Ya
f)3atfa® =¥a®

e) y/64a’ b® =8a%n?+/ab
) 5/X5y729 = Xyz 5/y224
9) /92> -9 =3./a? -1

h) VX2 + X2y =x.1+Yy

d) a*b? ¥2a% = +/2a'b®
e) 2 %¥/2a = /16a
f) 4ab /2a’b = ¥/1284a°b*

d) a‘l-i/?:%=a_%

e) 3/3° : 3/3* =§/3_2:3%

fva:ia=%a=ak
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20. Los resultados son:

D 5v3-S3-3J3-2y3--33
2 4 4

0y 232+ 332 - L2 = La2
3 477 12 2

) B0 — 2B + LB - 288 = 2> V2
d) 33/250 —153/16 + 53/54 = 0

e) 3+/36a — 5+/4a —+/25a + 6/a =9 +/a
fy 3x23/27x — 73/x" — x¥x* = x2 ¥/x

21. El perimetro del hexagono mide 483 cm ~ 8314 cm.

El 4rea del hexagono mide 288+/3 cm? ~ 498,83cm?.

ACTIVIDADES-PAG. 33

22. Los resultados sc;n:
a)(3—§} =?—2\@
b) 2-3/60 -3/25 - 318 = 60
0 (35 -2f —65-(y5-2)=19
0 (V2 +2f —~(V2+2)-(V2-2)=8+4+2
0 (V3-+2) (V3 +242)-\3=.-3+3.2
f)@ﬁ-%@j%@:-%
0) (V2 + 28 + 245)- (V72 - v20 - v/2) =30
h) (V45 + +/180 — +/80): (v/245 — v20) =1

14|
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) (V3-3+2f —3-(V3+2f =6 -12/6
) (V75 - V27 + 212): 343 = 2

23. Las soluciones son:
a) Los radicales equivalentes a~/2, y /5 son ¥2° =932 y 152 =2925; por tanto, 3/5 <+/2

b) Los radicales equivalentes a 310 y 3/100 son ¥10° y §10° ; por tanto, /10 < 3/100

¢) Los radicales equivalentes a /27, %3,v5 son N2°° %32 y¥5°; por tanto,
2 <8/3< 5

d) Los radicales equivalentes a 4/36,.3/15 y /100 son:
1936° = 146656, 15" =1J50625 y 191007 = 410000 ; por tanto, §100 < £/36 <. 3/15

24. Tras operar obtenemos:

a) /2 -3/2 -4/6 =254 &) /5 - 4/125 - 8/15625 =
o e Ya? el = 4a” ) 42’0’ - 3227 = faab”
c) 4/8a’b :v2ab = 41/2?: g) 5 /5% =9/5°
d) ~——=1 hy ~o Y2 VO _gfos
) m ) NG
25. Tras racionalizar se obtiene:
122
2y -2 —23 =63 +6
Jé f J2
2 246 -3
)55 RPN
245
92 -233 ——9+4.5
«/5 9 2+ 5
7 8/27 783 J7 +1
d - 3-47
)ﬁ-%@ 3 )2J_+5
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26. Obviando la constante h = 183 ¢cm en cada una de las series, puede comprobarse, con facilidad, que se

cumple:
2

, (1++5) 6+2J5 3++5 2+1+.5 1++5

2 4 2 2 2
P =p-p'=0-L+9)=p+¢°
o' =0-0’=¢ - (p+9¢°)=9" +¢°
9’ =09 =0 (p* +¢°)=¢° +¢*
Y asi sucesivamente.

También se cumple:

prito_ 2 2 1-45 2.a-V5) -1+.5

¢ 1++5 1++5 1-45 —4 2

4 —1+J§ 1+«/§
p=1+¢p =1+ =

2 2
2

(o_z—i— 2 B 4 B 2 B 1 B 1 _ 1

@* 1+4/5 6+2J5 3+45 3+45 1+1+J§ 1+¢

2 2
_ _ 1 1 1 +1 2
plrpt=mr =0 S 0TS P
Y @ @ Q () 4

Y asi sucesivamente.

27. Las soluciones son:

3v10
a) 48 +10 %/9 b) ——— 0) 2
10
28. Las expresiones racionalizadas y simplificadas son:
a)zzJi—47 b)5+;J§ 913
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29. Los radicales simplificados son:

a) a2 =a b) 617\/5 c)5

30.a) Elevamos los dos miembros al cuadrado y operamos:

(\/4+2f —\/4—2J§]2=22 =

— 4+23-2J(4+23)-(4-23) +4-23=4 =

—=8-2J4=4 = 8-4=4,
Se verifica la igualdad.

b) Elevamos los dos miembros al cuadrado

2
V2+3] _(V2+46) _ 2443 _2+2412+6 _ 2+V3_8+4.3
3 2 4 16 4 16

Se verifica la igualdad.

31. El valor de las expresiones es:

[1+\/€J2_[1—\/€J2_7+2\/6_7—2\/€_(7+2J€)2—(7—2J€)2_56J€
1-6 1+46) 7-246 7+246 72_(2\/6)2 - 25

32. a) Partimos de un segmento OA de longitud 1. Por uno de sus extremos levantamos el segmento AB,
también de longitud 1. Trazamos el segmento OB que con el punto A forma el triangulo rectangulo OAB.

En el extremo B del segmento OB trazamos el segmento BC perpendicular al anterior. Trazamos el segmento
OC y tenemos otro triangulo rectangulo OBC.

En el extremo C repetimos la construccion anterior y asi en todos los nuevos puntos que van apareciendo.

b) Para determinar la longitud del segmento OB utilizamos el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo

OAB y obtenemos:
OB=1* +12 =2

Para calcular la longitud del segmento OC con el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo OBC y

obtenemos:
oc=y(2f +12 = 2+1=13

17|
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Para calcular la longitud del segmento OD repetimos lo anterior en el tridngulo rectangulo OCD vy

obtenemos:
=\/(\/§)2 +12 =\/3—+1:«/Z=2

Para determinar la longitud de los otros segmentos se procede de forma anéloga.

Observamos que se obtiene la sucesion de los radicales:

OB =+/2,0C = /3, OD = /4 =2, OE = /5, OF = /6, 0G = +/7,...

c) Para obtener un segmento de longitud +/10 basta con repetir el proceso de construccién tres pasos mas.

33. Expresamos el nimero _t en la forma L .
J2-2 2-+2

1 ++/2
2-J2 242
V2

2

Racionalizamos el radicando:

\/2+J§

Operamos en el radicando: \/2 +2\/§ = \/1

34. a) Los 5 litros de sangre son 5 dm®. Como cada dm?® contiene 10°® mm?, entonces toda la sangre del
paciente, en mm3, sera 5 - 10° mm?,

Si el nimero de gldbulos rojos por mm? de sangre ha sido de 4,8 - 10%; el nimero de glébulos rojos del
paciente seran:
(5 - 10°) - (4,8 - 106) = 2,4 - 10%.

b) Un kilémetro tiene 106 mm, por tanto, la longitud en kilémetros de todos los gldbulos rojos del paciente
seran:
(2,4 - 10%%) : (10%) = 240 000 km

¢) Si la longitud del Ecuador es aproximadamente de 40 000 km, el nimero de vueltas que da la hilera de
glébulos rojos alrededor de la Tierra seré:
240000 : 40 000 = 6.
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ACTIVIDADES-PAG. 35

a) y b) En una cuadricula de 3 x 3 puntos se pueden dibujar 6 cuadrados de 3 tamafios diferentes.

¢) Sobre una cuadricula de 4 x 4 puntos se pueden dibujar 20 cuadrados de 5 tamafios diferentes.

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
4

@ @ @

o [ @

® @ @

L @ @

) 1

d) En una cuadricula de 8 x 8 puntos se pueden dibujar cuadrados de 13 tamafios diferentes y podremos
encontrar:

1-72+2-6°+3-524+4-42+5.32+6-2%+7-12= 1336 cuadrados.

e) Sobre una cuadricula de n x n puntos se pueden dibujar cuadrados de 2n - 3 tamafios diferentes y el
siguiente numero de cuadrados:

i:”*_l- V2 =1-(n—1)2 . (n — 2)2 (n _ 2)2 _ _2_n4_nz
i;l (M=) =1-(-D*+2:(1-2)° +3- (-3 +..+ (N-1 1" ==
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UNIDAD 2: Algebra I: Polinomios, ecuaciones y sistemas

ACTIVIDADES-PAG. 36

1. Los resultados son:
a) Cociente: x? + x + 4 y resto: - 2 b) Cociente: x3 — 2x? + 5x — 10 y resto: 20

2. Operando obtenemos:
) X—2 X+1 X—2 X+1 1 1

x2—1.x2—4x+4:(x—1)-(x+1)-(x—2)2 :(x—l)-(x—2):x2—3x+2

X ). X X2 x-(x+2) X
b) | X — —— || x + = : =
Xx+1 Xx+1 Xx+1 Xx+1 X+ 2

3. Los resultados son:

a) La expresion es una ecuacién con solucion x = 2.
b) La expresion es una identidad que se verifica para cualquier valor de x.

4. Si llamamos x al nimero de piezas que tenia al principio e y al valor inicial de cada pieza, podemos
formular el sistema:
{x -y =560

(x —1) (y +10) = 560

La solucion del sistema es x = 8 e y = 70. Por tanto, el alfarero tenia 8 piezas al principio.

ACTIVIDADES-PAG. 53
1. Si puede ser cierto; se trata de dos padres que se han casado cada uno con la hija del otro.
2. Diremos que:

a=7

=8

ah=7+(n-1)-1=n+6
Ademaés sabemos que a, + n = 42. Sustituyendo y operando, obtenemos n = 18 damas.
Con el valor anterior, tenemos a, = 42 — 18 = 24 caballeros.

Habia 18 damas y 24 caballeros.
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3. Luis tarda 15 minutos en llegar a la sierra.

La perra, por lo tanto, ha estado moviéndose durante 15 minutos. Por tanto ha recorrido:
16 k% 4 h = 4 kilébmetros

4. Llamando x e y a las incognitas podemos formular la “igualdad”:
2000-19xy=9+x+y

Desarrollando los nimeros segln la expresion decimal:

2000 — (1000 +900 + 10x +y) =9+ x +y

Operando, obtenemos la ecuacion 11x + 2y = 91, cuya solucién con sentidoesx =7,y = 7.

Es decir, Astérix nacié en el afio 1977 y en el afio 2000 tenia 23 afios.

ACTIVIDADES-PAG. 55

1. a) La factorizacion del polinomio es P (X) = 2x* — 4x3 — 4x? — 4x — 6 = 2(x? + 1)(x + 1)(x — 3) y sus raices
son—1y3.

b) La factorizacion del polinomio es P (x) = 2x® + 3x2 —3x — 2 = (X - 1)(X + 2)(2x + 1) y sus raices son 1; - 2
y—1/2.

En el grafico pueden verse la resolucion de la actividad 1 con Wiris.

| Actividad 1
_| factorizar(2x*=4x3=4x2=4x=6) =» 2.(x=3) - (x+1) - (x2+1)
_|resolver[Ex“—dﬂ—dx?—4:—6=D] = {{x=-1},{x=3}}

_| factorizar(2x7 +3x2-3x-2) =» (x—=1)-(x+2)-(2-x+1)

resolver(2x? +3x2=3x-2=0) =» {{I='2}={x=1}={x=_ %}}

2. Los resultados son:

a)(a_az—1J:(a2—a+1J_a+l_a2—l_ @+h@-1 1

a+1 a-1 “a+l a-1 (a+D)@-1) a+1l
—2x> +2x+6 -3 2 -1
b) —; 5 =—+ —+
X° + X° —2X X XxX—-1 X+2

21|
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En el gréfico pueden verse la resolucién de la actividad 2 con Wiris.

| Actividad 2
_| factorizar(2x? -4x’ -4x2-4x-6) =» 2. (x=3) - (x+1) - (x2+1)
_|resnlver[zx“—4:3—412—4::—(5:{1] = {{x=-1},{x=3}}

_| factorizar(2x +3x2-3x-2) = (x-1)-(x+2)-(2-x+1)

resolver(2x3 +3x2-3x—2=0) =» {{X=-2},{x=1},{x=— %}}

-2x2+2x+6
X3 +x2-2x

) = {{-3,x},{2,x=1},{-1,x+2}}

fracciones_simples(

3. Las soluciones son:

a) Pasamos el paréntesis (14 — x) al segundo miembro y elevamos al cuadrado y operamos:

V2x2 —=3Xx+10 - (14 -x)=0 = 2x* -3x+10=14-x =
= 2x* —=3x+10=196 - 28x + x> = Xx* +25x—-186=0
Las soluciones de la ecuacion cuadratica son x = 6 y x = - 31, que ambas son soluciones de la ecuacion

inicial.

b) Despejamos x de la primera ecuacién, x =y + 4. Sustituimos en la segunda ecuacion y obtenemos la
ecuacion cuadratica y? + 4y + 5 = 0, que no tiene soluciones reales.

Por tanto, el sistema carece de soluciones.

En el gréafico pueden verse la resolucion de la actividad 3 con Wiris.

| Actividad 3

‘resnlver(x#212—3x+1n—[14—x]=n] = {{x=-31},{x=6}}

- o

‘ resnlver{
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En los dibujos puede verse como la recta y la hipérbola no se cortan.

ACTIVIDADES-PAG. 56
1. Operando y utilizando la identidad de polinomios, se obtienea=2yb=-1.

2. En cada uno de los casos descomponemos los polinomios en factores y calculamos el MCD y el mcm.

A(X) = x(x - 3)(x —2) MCD [ A (x), B (X)] = (x -2)
Y B =(x+3hx-2  |mom[AX),BX)]=x(x-3) (x-2) (x+3)

) {C(x)=<x+1)(x—2)2 R {MCD[cm,D(x)]=(x+1)(x—2)

D(X)=(X+1D(x-2) mem [C (x), D(X)] = (x + 1) (x —2)?

E(X)= (x—-1)(x+3) MCD [E (x), F (X)]= (x =1)(x + 3)
{ D (x) =4(x —1)*(x + 3)? = {mcm [E (x), F(X)]=4(x —1)*(x + 3)*

3. Las soluciones de cada apartado son:

1
a) El resto de dividir P (x) por x - > debe ser cero.

3 2
Rest0=P1 :>2-1 —k-1 +1+6:0 = k=27.
2 2 2 2

b) Ha de ser divisible por (x —2) y por (x + 2). Por tanto:

I
|
N

A(2)=0 8+24+2a+b=0 2a +b=-32 - a
=
A-2)=0 -8+24-2a+b=0 —2a+b=-16 b=-24
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c) Queda:

Resto = (—«/§)5—4-(—\/§)3—m-<—\/§)=5\/§ = m=2

d) Las condiciones del enunciado dan lugar a:
- Para que sea divisible por (x — 2), entonces B (2) = 0.
- Para que sea divisible por (x + 1), entonces B (- 1) = 0.
- Para que dé resto 4 al dividirlo por x, entonces B (0) = 4.

Obtenemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas y su solucion:

8+4a+2b+c=0 a=-3
a-b+c=0 = b=0

4. Los resultados de las operaciones que siguen son:
) 5 , 3 _Bx+10+3x* —9x _ 3x* —4x +10
X—3 X+2 (x = 3)(x + 2) x> —X—6

3x -1 3 3x-1 3x-9 8

b — — — =
)x2—9 X+3 x2-9 x*-9 x*-9
4 3 2X 3x +14
c) - t 2 T2
X—2 X+2 x° -4 x° -4
OI)2x—6.5x+5_ 2(x-3)-5-(x+1) 5

x2 -1 4x-12 (Xx-D(x+1)-4-(x-3) 2x-2

2x+6 3Xx+9 2(X+3)(X+D(x-1) 2x+2
x-1 x*-1 3(x —1)(x +3) 3

e)

x* —6x+5 2x* -8 2x-10 (x-D(x-5-2-(x+2)-x-(x+3) _

X2 +5X+6 X2 —Xx

2 2 2
4)_ X* _xX*-4 X —X(x—2)

X —— =
9 X) X+2 X X+ 2

X2 +3X  (X+2) (X+3)-x(x-1)-2-(x=5)

X ). X x> x? - 2x X% (x —1)
h)y | X+ ——|:| x— = ; = =
Xx-1 x-1) x-1 x-1 (x=-1)-x-(x-2) x-2

X—2
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5. Las descomposiciones en suma de fracciones simples son:
Xx+1 -2 1

a =
3x2 +x 3x+1 X

2x% — X +1 X+1 1
+

XX —2Xx> +3Xx-6 X°+3 X-2

2x-10 3 N -1

x> +2x-8 X+4 x-2

6x> —5x — 2 2 3 4 2x* +2x+4 -1 2 1
d) - 2 - + 2+ 3 -y +
X°—2X° —4x+8 x+2 (x-2) X—2 X —4x X X—-2 X+2
2X2 +2x+4 -1 2 1
&) ———— =—+ +

X® —4x X X —2 X+2

J— 2_ J—
f)X—2=—x+1+ 3

X+1 X+1

6. Sea el polinomio P (x) = ax? + bx + ¢. Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos:
e P (0)=-6, entoncesc =-6
® Tiene como raiz x = - 2, es decir, P (-2) =0y setieneque4a—-2b+c=0
e Da resto 12 al dividirlo por x — 2, entonces, P (2) =12y 4a+2b+c =12

Obtenemos el sistema:

c=-6 4a -2b=6
4da-2b+c=0 = <4a+2b=18
4a+2b+c=12 c=-6

Lasolucionesa=3,b=3yc=-6Yy el polinomio buscado es P (x) = 3x? + 3x — 6.

ACTIVIDADES-PAG. 57

7. Las soluciones de las ecuaciones son:
Q) x=2 c)x=5

b)x=0 dx=5
8. Las soluciones de las ecuaciones son:
a) Xx=-1yx=0 e)x=-3;x=-1;x=1yx=3

b) No tiene soluciones reales fyx=-3yx=3
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1
c)x=3yx=5 g)x:4yx:_5
dx=0yx=3 hyx=b-ayx=-a-b

9. Las soluciones guedan:
a) Si una de las soluciones es 1/3, ésta verificara la ecuacion, es decir:

2
3- 1 +lk—1:0 = 1k—g:O = k=2
3 3 3 3

b) Si las soluciones de la ecuacion son — 3y 6, éstas deben verificar la ecuacién, por tanto:

(-3)° - 3b+c=0 —3b+c=-9 b=-3
= =—
6°+6b+c=0 6b+c=-36 c=-18

c) Las dos soluciones son iguales si el valor del discriminante es nulo, es decir:
b?2-4ac=0 = 20°-4-2-¢c=0 = 400-8=0 = <¢=50
d) Sean X1 y X2 las soluciones de la ecuacién. Se cumple:

X, + X, =m+4
X+ X, =18

X, =6, X,=3ym=5
{l 2 y
X, = 2X,

X, =—6; X, ==—3ym=-13

10. Las soluciones son:

a) Factorizamos el polinomio x® — 2x? — x + 2 y obtenemos (x + 1) - (x — 1) - (x — 2). Las soluciones de la
ecuaciénson x; =-1; X2 =1y xz=2.

b) Operando x - (x + 1)2 — 12 = x - (5 — x), obtenemos x3 + 3x? — 4x — 12 = 0, que factorizada queda (x +
3)- (X+2)-(x—2)=0. Las solucionesson x; =-3; X2 =-2y X3 = 2.

2 2
., X°=6 21-x .
c) Operamos en la ecuacién —; =—; y obtenemos 3x* — 54x? + 96 = 0 cuyas soluciones son
X°+2 2x°-23

Xi=-4ixo= — 2 xa=4yxi= 2.

d) Las soluciones de la ecuacion 9x* — 85x? + 36 = 0 son X1 = - 3; X = - 2/3; X3 = 3y X4 =2/3.

e) Las soluciones reales de la ecuacion x° + 19x3 — 216 = 0 son x; = - 3; X = 2.

2 .
f) Operando x> —3x +1= 7 3 se obtiene x* — 6x3 + 10x?> —-3x —2 =0.
X —3X
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Factorizando la ecuacion obtenemos (x — 1) - (x — 2) - (x> — 3x — 1) = 0; cuyas soluciones son:
3+4/13 _3- J13
T2 M T

X1=1; Xo=2; X3 = X4

11. Las soluciones son;

a) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando, obtenemos:
(,/2x+1)2 =(x-1)° = 2x+1=x>-2x+1 = x*-4x=0 = x,=0yXx, =4.

El valor x; = 0 no es solucion, ya que se cumple: /2-0+1=1#-1=0-1.
El valor x; = 4 es solucién, ya que se cumple: /2-4+1=3=4-1.

b) Procediendo como en el caso anterior la ecuacion 3 \/3x + 4 — 2x =5 tiene dos soluciones:

11
X1=-1lyXxe= —
1 Y X2 4

c) Laecuacion 1/x* + 9 + x? = 21 tiene dos soluciones: x; = -4y x» = 4.

1
d) La solucién de la ecuacion /X + 4 + \/x —1=3 es X, = 33

e) La ecuacion /2x —1 — ,/2x — 4 =3 no tiene soluciones.

. 6 -
f) Elevando al cuadrado y operando en la ecuacién /X + 10 — ——— =5 obtenemos como solucién

JX+10

los valores x1 = - 9 y x» = 26; aunque s6lo este Gltimo es la solucidn de la ecuacién dada,

12. Llamando x al cociente, el resto serd x y el divisor 2x. La relacion entre los elementos de la division
permite escribir 595 = 2x - X + X.

. . 35
Las soluciones de la ecuacion 2x? + x =595 =0son x; = 17y xo = — >

El divisor de esta division es 34 y se cumple 595 =34 - 17 + 17.
13. El tridangulo tiene por catetos x y x — 42 y por hipotenusa 78. El teorema de Pitagoras nos permite
escribir:
X2+ (x—-42)>=78% = 2x*-84x-4320=0
Las soluciones de la ecuacion son x; = 72y x = - 30.

La segunda solucién carece de sentido y uno de los catetos mide 72 cm y el otro 30 cm.
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14. Llamando x al nimero e imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos:

+£=—58 = 21x* —=58x+21=0
x 21
Las soluciones son X —Z y X —E
1 3 2 7

15. Sean x — 1, x y X + 1 los tres nimeros consecutivos. Podemos formular la ecuacion:
(Xx—1)?+x2+ (x+1)*=365

Las soluciones de la ecuacion son x1 = - 11y x, = 11.
La primera carece de sentido y los nimeros son 10, 11y 12.

Los nimeros consecutivos a éstos son 13y 14, y se cumple también que 13% + 142 = 365.

ACTIVIDADES-PAG. 58

16. Llamamos x al numero de estudiantes del curso e y a la cantidad de dinero que paga cada uno.
Imponiendo las condiciones del enunciad, obtenemos el sistema:

X -y = 2160
(x=3) -(y +8) = 2160

Resolviendo el sistema por sustitucion, obtenemos x = 30 e y = 72. Por tanto, en el curso habia 30
estudiantes y cada uno debia pagar, en principio, 72 euros.

17. Los sistemas resueltos quedan:

E + E — 7 1
. X y ., X, ==
a) Resolvemos el sistema 3 2 95 por reduccién y obtenemos 3
_— — = — yl = 3
X y 3
. X, =3 y=1
b) Resolvemos el sistema por sustitucion y obtenemos
X+y=4 =—-4y,=8
ox — X =3y, =2
c) Resolvemos el sistema < por sustitucion y obtenemos 7 2
X =5 Y2 =5
3 3
. . ., X1 = 61 y1 =5
d) Resolvemos el sistema por sustitucion y obtenemos
X-y= 3 =-6y,=-
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X ==8 Yy =5
X2 2 -89 X,=-5,y,=8
e) Resolvemos el sistema "y por sustitucion y obtenemos 2 Y2
X-y=—40 X =95 y;=—8
X, =8 y,=-5

X+Yy=>52

. L X, =36; y, =16
f) Resolvemos el sistema por sustitucion y obtenemos
JIx +4Jy =10

X, =16; y, =36

x> +xy +y*>=57

) ) sumamos ambas ecuaciones y restamos ambas ecuaciones,
X" —Xy+y =43

g) En el sistema {

x> +y? =50
obteniendo el sistema equivalente ; . Resolviendo este dltimo por sustitucion
X-y=
X =7 Yy =1
: X ==1, ¥, =-1
obtenemos las soluciones
X;=1 y, =7
Xy ==L y,=-7

x—-2y=1
x+y-Jx-y=2

X =1y =0
X, =17y, =8

h) Resolviendo el sistema { por sustitucion y obtenemos {

De las dos soluciones anteriores solo es valida x; = 17 ey, = 8.
18. Sean X y x + 100 la medida de sus lados. Se cumplirad x - (x + 100) = 120 000.

Operando y resolviendo, obtenemos:

x> +100x —120 000 =0 = Xx=

—~100 + /100% + 4-120 000  —100 + 700 _ {300

2 2 — 400
Las medidas de la finca son 300 y 400 metros.

19. Llamando x a la longitud de la base e y a la altura e imponiendo las condiciones del enunciado,
obtenemos:

2X +2y =20 X, =6;y, =4
=
X-y=24 X, =4,y,=6

Los trozos deben ser de 4 dmy 6 dm.

20. Llamando x al area de un cuadrado e y al area de otro, podemos formular el sistema:
X +Yy = 3060 X =1764 cm?
-
X — y = 468 y = 1296 cm?

El lado de un cuadrado mide +1764 cm = 42 cm vy el del otro /1296 cm = 36 cm.
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21. Llamamos x al tiempo que tarda el segundo albafiil solo en hacer la reparacion. De la cantidad de trabajo
que hacen los albafiiles por separado y juntos podemos formular la ecuacion:

l+1=l = 4X+24=06Xx = 2x=24 = x=12
6 x 4

El segundo albafiil tardaria en hacer sélo la reparacion 12 horas.

22. Las soluciones son:

a) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E, — Es; E, — Eg—ElyEs — Ej

X+y+2=6 X+Yy+2=6 x=1
X+y=3 = —72=-3 = qy=2
y+z=5 y+z=5 z=3

El sistema es compatible determinado y su solucionesx =1;y=2;z=3.

b) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E1 — El; Ez — E2—2E1yE3 — E3—3E1
E, — Es; E, - E> yE3 — 3E3;—-4E;

X—y+2z=4 X—y+2z=4 X—Yy+2z=4 X=2
2X+y-52=-4 = 3y-9z=-12 = 3y-9z2=-12 = Jy=2
3X+y—-4z=0 4y —10z = -12 6z =12 z2=2
El sistema es compatible determinado y su solucionesx =2;y=2;z=2.
c) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E, — El; E, — 2E2—E1yE3 — 2E3;-5E;
Ei —» Ei; B2 > Ex yEs — Es+E»
2X—-3y+z2=—-7 2X-3y+z2=-7 2X-3y+z72=—-7
X+y=1 = 5y—-z2=9 = S5y-z=9 =
5x+2z=-15 -15y+z=-5 -10y =4
x=7/5
y=-2/5
z=-11

El sistema es compatible determinado y sus soluciones son x = 7/5,y =-2/5,z=-11,cont € R.
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d) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
El — El; Ez — E2—2E1yE3 — Eg—El
Ei: —» Ei; B2 — E» yE3 — E3—6E;

X+y+z2=-2 X+y+z2=-2 X+y+z2=-2 x=-1
y+3z=-7 = y+3z=-7 = y=2

2Xx+3y+52=-11 =
6y — 5z =27 - 23z =69 z=-3

X—5y+6z=-29
El sistema es compatible determinado y su solucibnesx=-1;y=2;z=-3.
e) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:

E, — El; E, —» E272E1yE3 — E3—-5E;
E, — Eq; E, - E> yE3 — Es—4E;

X+4y -82=06 X+4y -82=06 X+4y -82=06
2x+4y-2=8 = 1 -4y+152=-4 = 4y +157=—4
5x + 4y + 20z =10 - 16y + 60z =- 20 0z=-4

El sistema es incompatible y carece de solucién.

f) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E, — El; E, —» E2—3E1yE3 — Ez3—-E;
Ei: - Ei; E2 > E; yEs — Es—3E;

X+3y—-4z2=6 X+3y—-4z2=6 X+3y—-4z2=6 Xx=-1
X-3y+z=-7 = -12y+13z=-25 = -12y +13z=-25 <y =1
X—y+2z=-4 -4y + 6z =-10 -52=5 z=-1

El sistema es compatible determinado y su solucionesx=-1;y=1;z=- 1.

g) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
Ei: — Ei; E2 — Ex;Es — EsyEs — Es+E3
Ei: — Ei; B2 — Ey;Es —» EsyEs — Es+ B
Ei: — Ei; B2 — Ey;Es — EsyEs — Es+Es

x—y=1 X—-y =1 X—y =1 X—Yy =1
y—-z=1 y-z =1 y-z =1 y-z =1
= = = =
z-1t=1 z-t=1 z-t=1 z-t=1
t—-x=-3 -y +t=-2 -z+t=-1 Ot=0
X=3+m
x-y =1 X=3+t
y=2+m
= y-z=1 = Jy=2+t =
z=1+m
z=1+t z=1+t
t=m

El sistema es compatible indeterminado y sus solucionesson x=3+m,y=2+m,z=1+m;t=m,conm
€ R.
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h) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E1 — El; Ez — Ez—El; E3 — Eg—ElyE4 — E4
E:. — Ei; E; — E; B3 — 2E3—E2yE4 — 2E4 + 3E;
Ei: — Ei; E2 — EyEz — Ez3yEs — Es-Es

X+y+z=1 X+Yy+12 =1 X+Yy+12 =1
X-y+t=1 -2y-z72+t=0 -2y-2+t=0
= =
X+2—-t=3 -y -t=2 -3t =4
y+2z+t=-2 y+2z2+t=-2 Z+5t=-4
X+Yy+12 =1 x=1
-2y-z+1t=0 y=-1
= =
z-3t=4 z=1
-8t=8 t=-1

El sistema es compatible determinado y su solucibnesx=1;y=-1;z=1;t=-1.

i) Aplicamos el método de Gauss con las transformaciones que siguen y resolvemos:
E1—>E1; E2—>E2—2E1;E3—>E3—E1yE4—>3E4
E1 — El; Ez — Ez; E3 — 6E3—E2yE4 — 6E4-4E2

X+2y—-32=-3 X+2y—-32=-3 X+2y—-32=-3 y
2X -2y +z2=2 -6y +7z=8 -6y +7z=8

= = = qY
X+y-2z=0 -y+22=3 ,

-5z=-10
3X+2y-2z=1 -4y + 72 =10 14z =28

n
N P e

El sistema es compatible determinado y su solucionesx=1;y= 1;z=2.

23. Sea el nimero xyz =100x + 10 + z el nimero buscado. De las condiciones del enunciado obtenemos
el sistema:

X+y+x=10
X=Yy+12

Xyz — zyX = 297

Operando y resolviendo, obtenemos:

X+Yy+x=10

X+Yy+z=10 X=5
X—y+z=0 = X—-y-z=0 = Jy=3
100x + 10y + x — (100z + 10y + X) = 297 X -2=3 z=2

El nlmero buscado es 532.
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24. Llamando x a la edad del padre e y a la edad del hijo obtenemos:

y+§=5 -X+6y=0 X =48
3 2 = 1y=-40  |y=8
X —4=11(y —4) X—y=- y=

El padre tiene 48 afios y el hijo 8 afos.

25. Sea el nimero xyz =100x + 10 + z el nimero buscado. De las condiciones del enunciado obtenemos
el sistema:

X+Yy+x=18

XyzZ — zyx = 594
_X+1z
2
Operando y resolviendo, obtenemos:
X+Yy+x=18 X+Yy+1z=18 X=9
100x + 10y + x — (100z + 10y + x) =594 = <X -72=6 = <y=6
X—2y+z=0 X—2y—-2=0 z=3

El nllimero buscado es 963.

26. Llamamos x a la edad del padre, y a la edad de la madre y z a la edad de la hija. Obtenemos:

X+Yy+2z2=86 X =37,2
y =3z = y=236,6
X—2=25 2=122

El padre tiene 37,2 afios, la madre 36,6 afios y la hija 12,2 afios.

27. Llamamos
x: al nimero de bricks de leche entera
y: al numero de bricks de leche semidesnatada
z: al nimero de bricks de leche desnatada

Imponemos las condiciones del enunciado y obtenemos:

X+ Yy +z=10400 x = 3900
0,6x + 0,55y + 0,5z =5765 = <y =3500
x=06"-(y+2) z = 3000
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La central lechera envasa:
3900 bricks de leche entera
3 500 bricks de leche semidesnatada
3 000de bricks de leche desnatada.

28. En el equipo A hay x futbolistas y en el equipo B hay y futbolistas. Obtenemos el sistema:
X—3=y+3 x =18
, =
X+7=(y-7) y =12
Hay 18 futbolistas en el equipo A y 12 futbolistas en el equipo B.

29. En cada uno de los apartados queda:

a) Resolviendo la ecuacién obtenemos:
- (M+1) £/(Mm+1)2 —4-2(m+3)
- 4

Imponiendo la condicion del enunciado:

M+ +(m+1)*-8(m+3) (M+1)—(m+1)*-8(m+3) )
4 4 -

= JMm+1)?-8(M+3) =2 = mM -6m-27=0 = m=96 m=-23

b) Llamamos y, z a las soluciones de la ecuacion. Obtenemos:

14
y+z=-—

m m=2

y-z:E = z=-1
m

y =62 y=-6

c) Si una soluciones X, = — % ésta verifica la ecuacion, por tanto:
2
(—1) +m-(—lj+1=0 = m:E
4 4 4

d) Resolviendo la ecuacion x? — mx + 4 = 0 obtenemos:

~ m+m? —16

X =
2

La otra solucién es x; = - 4.

Las soluciones son iguales si m? — 16 = 0, lo que implicaque m = + 4.
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30. Las soluciones son:

a) (xX2-2)- (x2+2)=12 = x*=16 = x=12

b) Elevando al cuadrado ambos miembros y operando obtenemos: x2—2 =2 /x? — 3,y elevando de
nuevo obtendriamos: x* —8x>+ 16 =0 = x= 2y ambas soluciones son validas.

¢) Factorizando obtenemos x? (x — 1) (x + 1) (2x + 3) = 0 y sus soluciones serian las siguientes: x = 0

doble; x=-1;x=1y X=—§.

d) Operando obtenemos x* — 2x2 — 3 = 0 cuyas soluciones son: X = V3 y X= —3.

e)x2-8=+1 = x=+3yx==+47.
f2x-3=x+9 = X =12; obhien2x-3=(x+9) = X=-2

31. Las soluciones son:
a)x=3ey=16 x=-2ey=-4.
byx=3,y=1,2z=3

¢) Sumando ambas ecuaciones obtenemos: (X + y)? = 36 = Xty=6o0x+y=-6yla
solucion provendré de los dos sistemas siguientes:

X+y=6 X=5
=

x> +xy =30 y =1

X+y=-6 X=-5
=

x> + xy =30 y=-1

32. Llamando x e y a las dimensiones del jardin e imponiendo las condiciones del problema obtenemos el
siguiente sistema:
{ZX +2y =36

(Xx+2)(y +2) = xy + 40

Este sistema tiene infinitas soluciones, todos los valores de x e y que verifiquen la siguiente expresion: x +y
=18conx € (0,18) ey € (0, 18).
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33. Llamamos x al numero de kildémetros hacia arriba a la ida, y al nimero de kilémetros hechos en llano y z
al nimero de kilémetros hacia abajo. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

X+Yy+2z2=920 X = 240 km
%+ﬁ+%:9 — {y=200km
X , z =480 km
—+L+—:10

120 100 80

ACTIVIDADES-PAG. 60

34. Sean x, Y, z el numero de participaciones de 1, 2 y 5 euros, respectivamente. Las condiciones del
enunciado nos permiten plantear el sistema que sigue. En la primera ecuacion se describe el nimero
total de participaciones, en la segunda el importe total y en la tercera la relacién entre
participaciones de 1 euros y de 5 euros.

X+Yy+2z=260
X+ 2y + 5z =600
X -22=0

El sistema es compatible determinado, es decir, tiene una solucion Unica ya que el determinante de
la matriz de los coeficientes vale:

11 1
1 2 5|=1=0.
1 0 -2
Aplicando el método de Gauss, obtenemos:
X+Yy+2z=260 X+Yy+2z=260 X+Yy+2z=260 X =160
X+2y+52=600 = -y—-4z2=-340 = y+4z=340 = <y=20
X -22=0 y + 3z = 260 -7z=-80 z=280

Se han vendido 160 participaciones de 1 euros, 20 participaciones de 2 euros y 80 participaciones
de 5 euros.

Puede comprobarse, con facilidad, que la solucion obtenida es la correcta:
160 + 20 + 80 = 260

160 + 2 -20 + 5 - 80 = 600
160 -2:80=0
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35. a) El &rea de la seccidn es el area de un trapecio de bases 4x y 10x y de altura 4x; por tanto, su area, A,
seré:
_ 4x +10x

2

A 4x = A=7x-4x = A = 28x°

El volumen, V, del canal serd el &rea de la seccién por su longitud:

V = 28x? - 245x = 6860x°

3x

b) Para determinar el area total del canal tenemos que conocer la medida
de los lados inclinados de la seccion.

. . . . L
Llamando Lat al lado inclinado, calculamos su medida aplicando el .
teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo del dibujo cuyos catetos
miden 3x y 4x.

Lat® = (3x)® + (4x)> = Lat=.9x* +16x>* = Lat=+/25x* =5x

El area total del canal es:

At = (5X + 4X + 5X) - 245x = 3430x?
c) Si la longitud real del canal es 122,5 m, entonces:

245x=1225 = X= % =05
245

El valor del volumen del canal es V = 6860 - (0,5)° = 857,5 m®,

El area total del canal es Ar = 3430 - (0,5)? = 857,5 m?.

36. a) Aplicamos los pasos descritos al polinomio P (x) = x® — 8x? + 5,

Paso 1°. Observamos que P (0)=5>0yP (2)=8-32+5="- 61 £(0)=5
19 <0, por tanto, hay una raiz entre 0 y 2.

Paso 2°. En el intervalo (0, 2) su punto medioes 1y P (1) = -
2. Este valor es de signo opuesto al de P (0), entonces la raiz 0
estaentre Oy 1. 02 [0 02 04 06 08\ 1 12 14 16 18 2 2

L]

Paso 2°. En el intervalo (0, 1) su punto medio es 0,5y P (0,5)
= 3,125. Este valor es de signo opuesto al de P (1), luego la
raiz estaentre 0,5y 1. 61

Paso 2°. En el intervalo (0,5; 1) su punto medio es 0,75y P
(0,75) = 0,92. Este valor es de signo opuesto al de P (1), luego
la raiz estd entre 0,75 y 1. 12

Paso 2°. En el intervalo (0,75; 1) su punto medio es 0,875y P
(0,875) = - 0,455. Este valor es de signo opuesto al de P -167
(0,75), luego la raiz esté entre 0,75y 0,875.

-181 £(2)=-19
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0,75 + 0,875
Una estimacion razonable seria el punto medio de este intervalo, es decir: Do F 000 0,8125.

En la imagen puede verse la raiz encontrada.

Si realizamos la gréfica de la funcién polindmica f(x) = x® — 8x? + 5 observamos que tiene tres raices en los
intervalos (- 1, 0), (0, 1) y (7, 8).

10

b) Procediendo como en el apartado anterior, encontramos las raices del polinomio Q (x) = x* — 5x? + 2 en
los intervalos (- 3, -2); (- 1, 0), (0, 1) y (2, 3). Pueden verse en la gréfica.

flx) =a* — 52+ 2

B = (-0.66/0)
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¢) Las raices del polinomio R (x) = 3x® — 14x + 9 estan en los intervalos (- 3, - 2); (0, 1) y (1, 2). Pueden
verse en la gréfica.

22

Jlx) =32 - 142 +9

37. a) Llamando b al nimero de coches blancos, r el nimero de coches rojos y g al nimero de coches grises
podemos formular el siguiente sistema con las dos condiciones del enunciado:

b+r+g=24 b+r+g=24
&
g=2r -2r+g=0

Con estas ecuaciones no podemos saber el nimero b de coches blancos que hay en el aparcamiento ya que si
resolvemos el sistema anterior (es compatible indeterminado), obtenemos las soluciones:

b =24-3r
g=2r

b) Si afladimos la ecuacion r + g = 12, el sistema anterior queda:
b+r+g=24

-2r+9g=0

r+g=12

Eliminamos la incognita g en la Gltima ecuacion haciendo la combinacion E; — E; — Es 'y resolviendo el
sistema resultante, obtenemos:

b+r+g=24 b=12
-2r+g=0 < g=28
3r =12 r=4

Observamos que en el aparcamiento hay 12 coches blancos, 8 grises y 4 rojos.
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38. Llamamos x a las personas que pagan la entrada a 9 euros, y a los jubilados y z a los nifios.

X+Yy+2z=500 x =150 paganla entrada a 9 euros
y = 2Xx = <y =300son jubilados
9x + 18y + 4,5z = 2115 z = 50 son nifios

ACTIVIDADES-PAG. 61

a) En la mesa de tamafio 8 x 6 la bola se mete en la esquina B, como puede verse en el dibujo.
b) La bola ha cruzado 24 cuadrados.

¢) La bola ha rebotado 5 veces en los lados de la mesa.

Los mismo ocurriria en las mesas de medidas semejantes: 16 x 12, 24 x 18, etc. En particular en la mesa 4 x
3.

d) Los resultados para las mesas pedidas aparecen a continuacion:

e En una mesa 2 x 6, la bola se mete en la esquina C opuesta a A, cruza 6 cuadrados y rebota 2 veces en los
lados de la mesa. Lo mismo ocurre en una mesa 1 x 3.

e En una mesa 5 x 10, la bola se mete en la esquina B, cruza 10 cuadrados y rebota una vez en los lados de la
mesa. Lo mismo ocurre en una mesa 1 X 2.

e En una mesa 6 x 6, la bola se mete en la esquina C, cruza 6 cuadrados y rebota 0 veces en los lados de la
mesa. Lo mismo ocurre en una mesa 1 x 1.

c

e) En general, para una mesa de tamafio m x n, m y n nimeros
naturales, se busca la mesa semejante de dimensiones a x b,
siendo a y b primos entre si y obtenemos:

m Si b es par, la bola se mete en la esquina B, contigua a la
de partida A.

m Si b es impar, la bola se mete en la esquina C, opuesta a la
de partida A, si a es par; si x es par, la bola se mete en la esquina D.

Determinamos el nimero de rebotes en las bandas de la mesa de billar y para ello calculamos los rebotes que
da la bola en las mesas de las dimensiones particulares que aparecen en el enunciado, obtenemos:

-Enlamesa 8 x 6, 0 en susemejante 4 x 3, da4 + 3 — 2 =5 rebotes.
-Enlamesa2x 6, 0ensusemejante 1 x 3,dal+3—2=2rebotes.
-Enlamesa5 x 10, 0 en su semejante 1 x 2, da 1 + 2 — 2 = 1 rebote.

-Enlamesa 6 x 6, 0ensusemejante 1 x1,dal+1-2=0 rebotes.
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En general, en lamesa a x b, da a + b - 2 rebotes; siendo a, b los primos entre si determinados a partir de m x

. . m+n
n, es decir, en una mesa de tamafio m x n, la bolada ———  — 2 rebotes.

m. c. d. (m, n)

Haciendo los mismo para determinar los cuadros que cruza la bola, se llega a que en una mesa de tamafio m

m-n
x n, labola cruza —— cuadros.
m. c. d. (m, n)

41|



EE%I Mateméticasl! SOLUCIONARIO

UNIDAD 3: Algebra II: Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

ACTIVIDADES-PAG. 62

1. Las soluciones de las ecuaciones son:

@g b) 0,5 c) 0,0625

2. Se cumplira:
(40-106

0 -
J 22 -10°

40-10° =22-10° -1,018' = t= 1018 j = 33,5112 = 33,5 afios.

3. Los resultados son:

a) Las ordenadas son positivas en el intervalo (- 3, - 1).
b) Las ordenadas son negativas en (— oo, — 3) U (— 1, + o).

4. No podemos simplificar (dividir) por X — 5, ya que en este caso su valor es nulo.

ACTIVIDADES-PAG. 79

1. Veamos si el producto de cuatro nimeros enteros consecutivos (X — 1) - x - (x + 1) - (X + 2) es un cuadrado
perfecto menos una unidad.

Tenemos:
(X=D x-(x+1 -(x+2) =x* +2x® — x* = 2x
(X>+x=-D>=x*+2x> - x"-2x+1

=

= Luego, (x - D -x-(x+1D) - (x+2)=x*+x-1D* -1

3 000 000 . )
2. Ambos cohetes tardan ————— = 60 segundos en alcanzar Venus. Durante este tiempo laxenla, en sus

50 000
idas y venidas ha recorrido:
300 000 - 60 = 18 000 000 km.

3. Analizamos las terminaciones de las primeras potencias de 7:
71 =7, terminaen7
72 =49, terminaen 9
7% = 343, terminaen 3
74 =2 401, terminaen 1
7° =16 807, terminaen 7
76 =117 649, terminaen 9
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Observamos que hay cuatro terminaciones distintas que se repiten ciclicamente; de modo que dividimos
83578 entre 4 y obtenemos de cociente 20894 y de resto 2:

83578 =4 - 20894 + 2

Es decir, 78378 termina en el mismo nlimero que 72, es decir, termina en 9.

ACTIVIDADES-PAG. 81

1. a) La resolucion de la ecuacion es:
6 l+65=7 = 6€+6X=7 = 6"+6:6"=42 = 7-6"=42 = x=1

b) La resolucién de la ecuacion es:

log (5x2+2x—15) -2 -log (2x—-1) =0

5x% + 2x — 15
log ————_-"—" =

5x% +2x —15
(2x -1)?

4% —4x +1

2

N

—6+./ _
= X2 +6x-16=0 = x= 6+ 36 +64 6110:{

La Unica solucién valida es x = 2

Las soluciones de las ecuaciones anteriores pueden verse en el grafico realizado con Wiris.

| Actividad 1
Hresolver_numéricamente[6“"‘+6“=T] = {x=1.}

Hresolver(lng[ﬁxz+Ex—15]—2-Iog[21—1]=ﬂ] = {{x=2.}}

2. Las soluciones son:

a) (— o0, 1)U (2, + ) b) [- 10, 2] c)(-2,0)

En el gréafico pueden verse la resolucion de la actividad 2 con Wiris.
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[ Actividad 2
apartado a)

|resolver_inecuacién[—dxz+12::—3-::0] - Xx>2|x<1

apartado b)

4x+3 x2-14
-y

resolver_inecuacion( 3 X2 16

) = x2-108x<2

apartado c)

) L. L 2x+4
resolver_inecuacion( <0) = x>-28&x<0

3. Las soluciones de los sistemas de inecuaciones pueden verse en los dibujos:

apartado a)

apartado b) P =(0.75, 1.25)

1.5
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ACTIVIDADES-PAG. 82
1. Las soluciones quedan:
a) 27¥ 1 =3 X2 o BN 32y w2 4y B5=0 = x, =5x,=-1

X X

)3 -3t -3F =15 & F +%+%=15 < 5:3=135 = x=3

)9 —2-3*"?+81=0 < 3 -18-3 +81=0 = x=2

2x

d) 2X+2+128=41i_x & 4.2 +128= 24

o () -16.22-512=0 < x=5
)25+ 284227 & 26 42.244.2°=7 & 7-2=7T & x=0
f) 261 Z12.21°X 213 < 2.(2¥)? 1326 —24=0 = x=3

q) 5" -25% =5 < B5¥=5 = x=2

h2*=8"" < 2*=2% o x=g
2
)5 =10+3-5"* < (5)2-10-5" -75=0 < 5% =15 x='|091:=1,6826
og
- X X+1 X\ 2 X X |Og].5
) 9X =454+ 4.3 o (3)2-12.3X—45-0 < 3*=15 K=o 3 = 24650

2=8 = x, =3

47 =321 +32=0 & (2)"-24-2"+128=0 <«
2X=16 :>X2=4

N5-4 1 +4=5-2"" 42" & 5.(2)°-42.2"+16=0 <

2. Las soluciones son:

5
a) log, V243 =x = 3 =32 :ng

2x 6

b)Ine® =2x = e*=¢* = x=3

as |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicasl

SOLUCIONARIO

5
C)S:Iogx3—l2 SN TN x5:[£) = X=

1
32 2 2

d)logx=-2 = x=10?=0,01

) x=log, 8 = (\/E)X=8 = 22=2° = x=6

f) log, 0,000001=3 = x®*=0,000001 = x=0,01

g —2=Inx = x=¢?

h) log, x=-1 = x=

-1
(Ej = Xx=3
3 3

3. Las soluciones de las ecuaciones son:

a) log (5x% + 2x - 15) =2 - log (2x - 1) = 5%* + 2x —15=(2x — 1)?

= X°+6x-16=0 =

- X_—6i,/36+4-16_—6¢10_ X, =2
2 2 X, = — 8 (no es valida)
_ 2 _ 2
b)2-log(3x-2)-1=log (x +6) = Iogu=1 M:m =
X+6 X+ 6

= Ox*—-22x-56=0 = X

204222 +4.9.56 22+50 |

4

18

X' —4x® -12x

c)log (x*-4x2-12x) -2-log(2x-3)=0 = log 2% _3)

8+10 |X
2

= x*-

+
8 —9-0 — X2=8_,/624+36 _

X

18 X, =— % (no es valida)
X' —4x* —12
T 15e g =1
4x° -12x+9
—9 — X = 3
X, = —3(no es valida)

—1(no es valida)
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g log4x-3) 1 _, log (4x - 3)*
log(6x2+1) 2 log (6x° +1)

=1 = (4x-3)°=6x"+1 =

X, =2
X _12x+4-0 = x_12Ey144-80 12+8 |7
10 10 X, = c (no es valida)

e) (-5x+9)log2+log125=3 = log (125 -2 ~®*°)=log 1000 = 2¥ ~**° =8 <

+ - =3
o K oBx+620 = x= VP 24:511:{X1

2 2 X, =2
X3 X3
3.log,x —log,(x*+x-4)=2 = log, — =2 = — -4 =
" 92 g2( ) gzx2+x—4 x> +X—4

4
2

Xl
= X -4x*—4x+16=0 = (x—-4) - (x-2)-(x+2)=0 = X,
X3

=— 2 (no es valida)

g) log v2x*—3x+10 —log (14— x)=0 =

= J2x* -3x+10 =14-x = 2x* -3x+10=196-28x+ x> =

L XT4 25X 18620 = x= _22EN25 44186 ‘25137={X1:6
2 2

- X, = — 31
4. Las respuestas son:

a) Al cabo de 4 afios habra 6 - 1,05* =7,29 m® de madera.

Al cabo de 15 afios habra 6 - 1,05 =12,47 m® de madera.
b) Los afios que han de pasar para que en el pinar haya 870 m® de madera son:
6.105 =870 = 105' =145 = x =291 105 ti0s

" log 1,05

5. Las soluciones de los sistemas:

3 -2=23 3*-2Y=23 3 =27 {X:B
a) = = =
F 14292 =10 4.3+3-2Y=120 2V =4 y=2
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5 -5 =620 5 -5 =620 5 =5 X =4
b) = = =
577 =125 5 =125.5Y 5 =625 y=1

‘ N

c) X+y=8 Xx=5
T O1XEY 4 T Jax—sy=0  |y-=3
Iog(x+y) log (x —y) =log 4 X—y

{Iogx+3logy=5 log x =
d) —

x =102 = 1000 +/10
=
logx —logy =3

|ogy: y=10%:\/ﬁ

log, (x —16)=2 X —16 = y? X = 25
= = {
log, (y +2)= {y+2:ﬁ y=3

log, x+3log,y =5 log, x+3log, y=5 log, x=2 X=4
= = =
log, x> —log, y =3 log, y =1 y=2

N~ NN

e)

N |-

" 2log, x—1log, y=3

ACTIVIDADES-PAG. 83

6. Las soluciones de las inecuaciones son:

a) (— 4, + o) d) ( 00 —%) 9) (o0, 2) U [4, + )
b) [~ 6, 0] e) (— o0, —2) U (-2, + ) h) (= o0, 0] U [L, + o)
&) (=0, — 4] U (4 + ) f){—%,+ooj i) (0, 1)

7. Las soluciones de los sistemas de inecuaciones son:

a) (-8,3] b) (0, 7]

8. Las asociaciones de los sistemas con las soluciones de las inecuaciones son:

a) con iii) b) con ii) c) con i)

9. Sea x la cantidad que debe vender, se cumpliré:

1200 <600+ 0,05 - x<1500 = 600<0,05x<900 = 12000 < x < 18000

Deberé vender una cantidad entre 12000 y 18000 euros.
a8 |
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10. Sea x el nimero de caras y 20 — x el nimero de cruces. Se cumplira:
10 000x + 6 000 (20 -x) <176 000 = 4000x<56000 = x<14
Han salido menos de 14 caras.

11. Las soluciones de las inecuaciones son los conjuntos de puntos que aparecen en los dibujos.

a) c)

12. Las soluciones de los sistemas son los conjuntos de puntos que aparecen en los dibujos.

a) 4 b)
\ i
6.
c) _
y=35
4 X=2 1
3] ,
_ X-y=2
21 Y 2X —
1.
T 0 T T
i o/z 8 4 5 6 7 8 9
-1 L
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13. Los sistemas de inecuaciones son:

x>0 x>0
-1 X <3 -1 -3
) X > b) < 0 X < d) y >
X <3 y>-3 y>1 y<-1
y<-1 X+ 2y <2

ACTIVIDADES-PAG. 84

14. Las soluciones son;

a)x=2
b) Haciendo 3* = z obtenemos la ecuacién 92> — 8z — 55 = 0 cuyas soluciones son z = 2,96 y z = - 2,07; por
tanto:
log 2,96
3% = 2,96 x =95 099
log 3

¢) Obtenemos la ecuacion x3 + 2x? — x — 2 = 0 cuyas soluciones no verifican la ecuacién original. Diremos,
por tanto, que carece de soluciones.

15. Resolviendo cada una:

a) Operando obtenemos la inecuacion

< 0 cuya solucién es el intervalo 1 1] .
X—-1 3

b) Operando la inecuacion x® - 11x? + 10x < 0 cuya soluciéon son los nimeros reales del conjunto

(— oo, 0] U [4,10].

c) Lasolucion es [- 5, 2).

1
16. El valor de la expresion es log, x +log, —. =-1+(-1) =-2.
X y

X

17. La diferencia entre la cuantia de dinero obtenido de la venta de las camisetas y el dinero del coste de la
produccion es el beneficio. Llamando x al precio de venta de cada camiseta se puede plantear la siguiente
inecuacion:

2500x — 2500 - 1,75 > 3600

Resolviendo, obtenemos:
7975

2500x —4375>3600 = 2500x>7975 = X>——
3600

= x>3]19

Para obtener el beneficio deseado tendra que vender cada camiseta a un precio superior a 3,19 euros.
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18. El sistema de inecuaciones es:

X+y<4
5x -2y >-15
5x — 9y <20

Los vértices de la region son:

5x -9y =20 X=4
A: = = A=(4,0)
X+y=4 y=0

5x -2y =-15 x=-1
B: = = B=(-15)
X+y=4 5

5x —9y =20 X=-5
C: = = C=(-5-5)
5x -2y =-15 y=-5

Todo lo anterior puede verse en el dibujo.

S5x-9y =20

19. Sea x, con x € [0, 60], el niumero de kilogramos de azlcar de 3 euros/kg y 60 — x el nimero de
kilogramos de azucar de 3 euros/kg. Se cumplira:

2x+3-(60-x) < 60-2,6
Operando, obtenemos x > 24,

Por tanto, para conseguir la mezcla pedida en el enunciado habra que poner 24 o mas de la azlcar de 2
euros/kg con 36 0 menos de la aztcar de 3 euros/kg.
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20. Sean X, Y, z el nimero de herramientas de los tipos A, B y C, respectivamente. Las condiciones
del enunciado nos permiten plantear el sistema que sigue. En la primera ecuacion se describe el
numero total de herramientas, en la segunda el tiempo empleado por los tres obreros y en la tercera
el tiempo empleado por el revisor.

X+y+z=12
2X+4y +2=24
6x + 4y + 4z = 60

El sistema es compatible determinado, es decir, tiene una solucion Unica ya que el determinante de
la matriz de los coeficientes vale:

111
2 4 11=-6=0.
6 4 4
Aplicando el método de Gauss, obtenemos:
X+y+2z2=12 X+Yy+z=12 X+y+z=12 X=06
2X+4y+72=24 = <2X+4y+z7=24 = {X+3 =12 = Jy=2
6X + 4y + 4z =60 3X+2y+2z=30 X =6 z=4

La fabrica elabora 6 herramientas del tipo A, 12 herramientas del tipo B y 4 herramientas del tipo C.

21. Teniendo en cuenta la expresion que da el montante (M) que produce un capital inicial (C) colocado al r
% durante t afios, que es: M = C (1 + r)!, obtenemos:

23988 = 12000 - (1 + 0,08)!

Operando: t = Iogﬂ =9 afos.
log 1,08

22. La expresion que nos da el nimero total de individuos (P) en funcion de la poblacion inicial (Po) y del

t
tiempo t, en dias, es: P (t) = P, - 24

30

Al cabo de un mes habra P (30) =100 - 24 =18101,93 ~ 18100 insectos.

Para que haya 204800 insectos tendran que pasar:

‘ : log 2048

204800 =100 - 24 = 24 =2048 = t=4 o~ = 44 dias.
0g
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23. Sean x e y el numero de boligrafos y cuadernos, respectivamente, 4]
gue podemos comprar. Se debe cumplir: \ ‘b ay=10
x>0 N ;
y>0
X<y 2 bemmee ;
0,2X + 0,6y < 2 A
N
Las soluciones son el conjunto de puntos con coordenadas enteras
dentro del recinto sombreado. Es decir: (] . : .
(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3) y(2,2). o

24. La expresion que nos da el precio final (P) en funcion del precio inicial (Po) y del tiempo t, en afios, es:
P (t) =P, -105'

a) Dentro de 8 afios costara P (8) =1,8 -1,05° ~ 2,66 euros.

b) Hace de 8 afios costaba P (— 8) =1,8 - 1,05 ° ~ 1,22 euros.
c) El tiempo que tiene que pasar para que el precio se duplique es:

log 2

2-18=18 -1.05'
log 1,05

=t= =14,21 ~ 14 afnos.

ACTIVIDADES-PAG. 85

a) La tabla completa con los poligonos inscritos y circunscritos a la circunferencia de 2"** lados, es decir, 4,

8, 16, 32, 64,... lados, nos proporciona las siguientes aproximaciones numéricas de .

Lados Angulo Seno Tangente Semiperimetro Semiperimetro
inscrito circunscrito

4 45° 0,707106781 1 2,82842712475 4
8 22,5° 0,382683432 0,41421356237 | 3,06146745892 3,31370849898
16 11,25° 0,195090322 0,19891236738 | 3,12144515226 3,18259787807
32 5,625° 0.0980171403 | 0,09849140336 | 3,13654849055 3,15172490743
64 2,8125° 0,0490676743 | 0,04912684977 | 3,14033115695 3,14411838525
128 1,4063° 0,0245412285 | 0,02454862211 | 3,14127725093 3,14222362994
256 0,7031° 0.0122715383 | 0,01227246238 | 3,14151380114 3,14175036917
512 0,3516° 0,0061358846 | 0,00613600016 | 3,14157294037 3,1416320807
1024 0,1758° 0,0030679568 0,0030679712 | 3,14158772528 3,14160251026
2048 0,0879° 0,0015339802 0,0015339819 3,1415914215 3,14159511774
4096 0,0440° 0,0007669903 0,0007699054 3,1415923461 3,14159326967
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b) La tabla completa con los poligonos inscritos y circunscritos a la circunferencia de 3 - 2" lados, es decir, 6,

12, 24 48, 96,... lados, nos proporciona las siguientes aproximaciones numéricas de 7.
Lados Angulo Seno Tangente Semiperimetro Semiperimetro
inscrito circunscrito
6 30° 0,5 0,577350269 3 3,464101615
12 15° 0,258819045 0,267949192 3,105828541 3,215390309
24 7,5° 0,130526193 0,131652497 3,132628613 3,159659942
48 3,75° 0,065403129 0,065543462 3,139350203 3,146086215
96 1,875° 0,032719082 0,03273661 3,141031951 3,1427146
192 0,9375° 0,016361731 0,016363922 3,141452472 3,14187305
384 0,4688° | 0,00818139604 | 0,0081814134 3,141557608 3,141662747
768 0,2344° | 0,00409060402 | 0,0040906382 3,141583892 3,141610177
1536 0,1172° | 0,00204530629 | 0,00204531056 3,141590463 3,141597034
3072 0,0586° | 0,00102265421 | 0,00102265421 3,141592106 3,141593749
6144 0,0293° | 0,00051132691 | 0,00051132697 3,141592517 3,141592927

c) Para construir las dos tablas anteriores con una hoja de calculo, en este caso Excel, seguimos las
instrucciones:

Abres la Hoja de Calculo y escribes: )
1. Las cabeceras de columna (Fila 1): n, Lados, Angulo, etc.

Escribes la serie de la columna A: 1, 2, 3, ....,

11

En la celda B2 escribes: =POTENCIA(2;A2+1)
En la celda C2 escribes: =180/B2

En la celda D2 escribes:

En la celda F2 escribes: =B2*D2
En la celda G2 escribes: =B2*E2
Seleccionas con el ratén el Rango B2:G12 y pulsas Control+J
0. Seleccionas el Rango C2:G12 y Formato/Celdas/NUmero/11 posiciones decimales

2
3
4
5.
6. En la celda E2 escribes:
7
8
9.
1

Se obtiene la tabla que sigue.

=SENO(C2*PI()/180)
=TAN(C2*PI()/180)

Al B | & | 5] | E | F | =
n Lados Angulo (grados) Seno Tangente Sen}lpen_metro Sel_mpenm_etro
1 inscrito circunscrite
211 4 45 ,00000000000 0,/0710673119  1,00000000000 | 2 52542712475 4 ,J00o0o0o0o0
3 |2 (=] 22 80000000000  0,352658343237 0,41421356237 | 3,061467 45552 3,31370584595595
4 |3 16 1125000000000  0,19509032202 0195912367358 3,12144515226 3,182589757 007
5 |4 32 S 62500000000 |0,09801714033 0,095459140336 0 3,13654549055 3,151724907 43
B | 5 54 2,81250000000 |0,04906767433 0,049126584977 1 3,140331 15655 3,14411838525
7 | B 128 1., 40625000000 |0,02454122852 |0,024548362211 | 314127725053 3, 142225362954
8 | 7| 256 0,70312500000 |0,01227153829 0012272462358 3,14151330114 3,14175036917
918 5,2 0,35156250000 |0,006135588465 0,00513600016 | 3,14157294037 3,14163202070
0|9 1024 | 017578125000 0,00306795676 |0,00306797120 | 3141687725258 3,14160251026
11 (10 2048 | 008782062500 0,001533598012 0001533981599 3,14159142151 3,14159511775
12 (11 4096 | 0,04394531250  0,00076629032 |0,0007662929054 | 314159234557 3,14159326963
13
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Para la segunda tabla procedemos de manera analoga:

Abres la Hoja de Célculo y escribes: )
1. Las cabeceras de columna (Fila 1): n, Lados, Angulo, etc.

Escribes la serie de la columna A: 1,2, 3, ....,
En la celda B2 escribes:
En la celda C2 escribes:
En la celda D2 escribes:

En la celda F2 escribes: =B2*D2
En la celda G2 escribes: =B2*E2
Seleccionas con el ratén el rango B2:G12 y pulsas Control+J

2
3
4
5.
6. En lacelda E2 escribes:
7
8
9.
1

0. Seleccionas el Rango C2:G12 y Formato/Celdas/NUmero/11 posiciones decimales

11

=3*POTENCIA(2;A2)
=180/B2
=SENO(C2*PI()/180)
=TAN(C2*PI()/180)

Al B C D E F [ |

n  Lados Angulo Seno Tangente Senriperi_metr-:- Sel.niperim.etr-:-
1 {grados) inscrito circunscrito
2 (1 5] 30,00000000000 050000000000 057735026919 | 3,00000000000 3 46410161514
3|2 12 1500000000000 025351904510 |0 26794919243 | 3 105825854123 | 3 21535030917
4 [ 3 24 750000000000 |0 13052619222 1013165249759 3 132628613283 | 315965994210
5 [ 4 45 3,75000000000 |0 06540312923 0,065543462582 | 313935020305 | 314608621513
B |5 95 1,87500000000 |0 032719052582 003273661041 | 3141031950532 | 3 142714559965
7 | B 192 | 023750000000 001636173163 001636352214 | 3 14145247229 | 3 14187304933
8 |7 384 046375000000 000318113960 000318141340 3 14155760731 3, 14166274705
9 [5 763 023437500000 0004059060403 0,004090635825 3,141558359215 | 314161017660
10| 9 | 1536 | 011718750000 |0,00204530629 |0,00204531057 0 314159046323 | 314159703432
11 (10| 3072 | 005852375000 000102265360 |0,001022654522 0 314159210600 | 3 141593746877
12 (11| B144 | 0029296837500 |0,00051132691 |0,00051132657 0 314159251669 | 314159282739
13

55 |



EE?LEI Mateméticasl! SOLUCIONARIO

UNIDAD 4: Trigonometria |

ACTIVIDADES-PAG. 88

1. El &ngulo de 330° est4 situado en el 4° cuadrante y como observamos en
el dibujo los signos de las razones trigonométricas son:
sen 330°< 0 c0s 330°> 0 tg 330°< 0

\ cos 330°

en 330°
tg 330°

tg 240°

cos240° 1A Como 960° es mayor que 360°, comenzamos por determinar a que
. angulo equivale en la circunferencia goniométrica. Dividimos 960°
sen 240° entre 360° y obtenemos:

960° = 2 - 360° + 240°

es decir, dos vueltas de circunferencia, mas 240°.
Las razones trigonométricas de 960° tendran los signos:

sen 960° = sen 240°< 0
€0s 960° =cos 240°< 0

tg 960° = tg 240° > 0

2. a) Basta dividir la relacién fundamental por cos 2 a.
b) Basta dividir la relacion fundamental por sen 2 a.
Nota: Es conocido que la division no siempre puede realizarse. Siempre deberan tenerse en cuenta los casos

en los que el divisor sea distinto de cero.

3. Seguln el esquema:

De los dos tridngulos rectangulos de la figura, obtenemos:
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g 400 = I
X , _ 1500 tg 40° - 1g 25°

=
h tg 40° + tg 25°
1500 - x

h =449,61m
tg 25°

4. Llamando o al angulo que forman los rayos solares con el suelo y teniendo en cuenta el triangulo
rectangulo del dibujo:

tga:% = tga=2 = a=63°26"6"
2

h

ACTIVIDADES-PAG. 105

1. Hay que buscar un nimero que sea a la vez triangular y cuadrado.
2
n° +n

Los niimeros triangulares son: 1, 3, 6, 10, 15, 21,...,

Los ntimeros cuadrados son: 1, 4, 9, 16, 25,..., X°.

2
n“ +n
Deba cumplirse la igualdad > =X,

2

8=x2 = 36 = x°.

El valor de n mas pequefio que cumple la igualdad es n = 8, ya que

El enunciado dice que hay més de 36 cajas, por tanto hay que buscar otra solucion, y ésta es:

2
n = 49, pues w — 1225 = 357,

Tiene 1225 cajas.

2. Observamos que:
1 1

(n—l)-n:n—l

1
—— conn =2
n

Dando valores, obtenemos:
1 1

111
1.2 1 2
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111
2.3 2 3
BN
3.4 3 4
1 11

998-999 998 999

111
999-100 999 1000

Sumando y simplificando:

1 1 1
o+ +

+ ..+ +
1.2 2-3 3-4 998-999 999 -1000

:———:1—0,00120,999

3. Sean A, B y C las tres rebanadas. Con A; indicamos que se tuesta la cara 1 y con A; indicamos que se

tuesta la cara 2.

1° A;B; tarda: 30 s en tostar cara A1y B:

5 s en colocar A;
5 s en colocar B;

5sen sacar B;

2° A,C; tarda: 3 sendar vuelta Ax
5 s en meter C;

30 s en tostar cara A; y C

3 sendar la vuelta C,

3° B,C; tarda: 5sensacar A,

30 s en tostar cara B, y C»

5sen sacar B
5sensacar C,

En total se necesitan 136 s en tostar 3 rebanadas.
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ACTIVIDADES-PAG. 107

1. Procedemos como en el caso del seno y obtenemos para el coseno y la tangente los resultados que
los dibujos.

aparecen en

C

cos 41.12°=0.75

/-: a=216.34°
o) :

cos 216.34° = -0.81

~0

tan 43.73° = 0.96

cos 128.11° =-0.62

tan 221.4° = 0.88

'\q =221.4°
. | B

\ a=128.11°
r .B

Alo 1 2 3 4 5 6
2-
cos 307.61° = 0.61
\x = 307.61°
0 B

1 T r " r O—
2 MX 2 3 4
-1
c

2-
C tan 133.89° = -1.04
'\a = 133.89°
T T T T T ' B
) -1 A 0 1 2 3 4
-1
2.
tan 317.33° = -0.92
/—-\a = 317.33°
. 0 NN
2 4

Qx 2 3
R c
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2. Dibujamos un tridngulo cualquiera y mostramos la medida de sus lados y sus angulos, como hemos
hecho en el apartado Teorema de los senos de las paginas de Nuevas tecnologias.

Posteriormente dibujamos un diametro de la circunferencia circunscrita, siguiendo los pasos:

a) Elige Mediatriz y traza las mediatrices de los tres lados y marca el circuncentro. Dibuja la
circunferencia circunscrita.

b) Dibuja un didmetro y muestra su valor. Oculta las mediatrices.

c) Arrastra cualquiera de los vértices del triangulo y observa como cambia este: la medida de
sus lados, la amplitud de sus angulo pero se mantienen constantes la razones entre sus lados y el

seno de los angulos opuesto, ademas de coincidir el valor de estas razones con la medida del
didmetro trazado.

El teorema de los senos afirma que los lados de
un triangulo cualquiera son proporcionales a
los senos de los angulos opuestos:

alsen(a)=3.43/0.49=7.05
bisen(B) = 6.54/0.93 =7.05
c/sen(y) =7/0.99=7.05

Diametro =7.05 ) .
El valor de la razén coincide con

la medida del diametro de la
circunferencia circunscrita

3. Seguimos los pasos que se describen a continuacién:

a) Mediante la herramienta Poligono dibuja un triangulo cualquiera y en el mend contextual de los
lados y angulos elige Propiedades y en la ficha Basico escoge Muestra rétulo: Nombre & valor.

b) Con Inserta texto introduce el texto estatico del enunciado del teorema.

c) Con Inserta texto y para cada uno de los tres lados introduce el texto:
“C2=“+C2 4 6=« +a2+b2—2*a*b*cos(y).
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d) Arrastra cualquiera de los veértices del tridngulo y observa como cambia este: la medida de sus
lados, la amplitud de sus angulo pero se sigue cumpliendo la relacion del enunciado.

El teorema del coseno afirma que, en un triangulo
cualquiera, el cuadrado de un lado es igual a la suma c

de los cuadrados de los otros dos lados menos el
doble producto de ellos por el coseno del angulo
que forman:

b=7.81 a=571

c*=78.5=3258+61-15.08

A c =886 B

El teorema del coseno afirma que, en un triangulo
cualquiera, el cuadrado de un lado es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos lados menos el
doble producto de ellos por el coseno del angulo

que forman:

?=81=34+61-14

4. a) Construimos y resolvemos el trianguloa=3cm, b =8 cmy a = 25°,
Los pasos a seguir son:
a) En el Campo de Entrada introduce los valoresa=3,b =8y a = 25°.
b) Dibuja un segmento de longitud b = 8. Renombra el vértice B por C.

c) Dibuja un angulo con un lado el segmento anterior y de amplitud o = 25°. Traza la semirrecta
de origen A.

d) Dibuja una circunferencia de centro el punto C y radio a = 3 cm.

e) Con Interseccion de dos objetos halla la interseccion de la semirrecta y de la circunferencia.
(Observa gue no hay puntos de intersecciéon)
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Concluimos gque no existe un tridngulo con los datos del enunciado.

b) Construimos y resolvemos el tridnguloa=3,7cm,b=4,2cmyc=6,8 cm.

Los pasos a seguir son:
a) En el Campo de Entrada introduce los valoresa=3.7,b=4.2yc =6.8.

b) Dibuja un segmento AB de longitud a.
c) En el Menu Contextual de la letra A, elige Renombra y cambia la letra A por C.

d) Elige Circunferencia dados su centro y su radio, dibuja una circunferencia de centro C y
radio b. Dibuja otra circunferencia de centro B y radio c.

e) Elige Interseccion entre dos objetos y halla la interseccion de las dos circunferencias.
) Oculta las dos circunferencias, el segmento BC y el punto D.

g) Dibuja el triangulo ABC. Mide sus lados y determina la amplitud de sus angulos.

A

h) Edita la medida de los lados (para ello, en la Campo de entradas introduce las nuevas medidas
de los lados, es decir a = 12.5 y de igual forma para los lados b y c; y conseguirés el triangulo
gue quieras:

a=125cm,b=105cm,yc=8.2cm.
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Observa lo que sucede en la Ventana Gréfica.

1) Edita los valores de los lados siguientes:
a=53cm,b=95cm,yc=4.1cm.

Muestra, con la Ventana Algebraica, las dos circunferencias para comprobar lo que sucede.

Nota: Conocidos los tres lados puede existir una o ninguna solucién, ya que la medida de cada lado
debe ser menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia

c a, =125

c) Construimos y resolvemos el triangulob=6cm,c=4.2cmy a = 3°.
Los pasos a seguir son:

a)En el Campo de Entrada introduce los
valoresb =6,c=4.2y a=35°

b) Dibuja un angulo o de amplitud 35°.

c¢) Dibuja un segmento de longitud b = 6.
d) Elige Circunferencia dados su centro y su radio, dibuja una circunferencia de centro A y
radio c = 4.2.

e) Elige Interseccion entre dos objetos y halla la interseccion de la semirrecta con la
circunferencia.

f) Oculta los elementos sobrantes, dibuja el triangulo con todos sus elementos y renombra los
elementos necesarios, de forma que queda el resultado como aparece en el dibujo.
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d) Construimos y resolvemos el tridngulo a=7,5cm, o= 55% y = 68°.
Los pasos a seguir son:

a) En el Campo de Entrada introduce los valores a = 7.5, a
=55%y B = 68°.

b) Dibuja un segmento AB de longitud a = 7.5.

c) Dibuja en el vértice A el angulo a = 55°. Dibuja el lado del
angulo.

d) Dibuja en el vértice B el &ngulo p = 68°. Dibuja el lado del
angulo.

e) Elige Interseccion entre dos objetos y halla la
interseccion de las semirrectas.
ACTIVIDADES-PAG. 108
1. Las respuestas son:

a) Las medidas en radianes de los angulos dados son:

i)o=120° = 2?” rad ii) p=210° = %[ rad iii) y =405° = 977[ rad

b) Las medidas en grados sexagesimales de los angulos dados son:

i)o= 5?7[ rad = 300° ii) B= 977[ rad = 405° i) y = % rad = 396°

¢) Los angulos que resultan de las operaciones son.
i)o+pB=268°26 ii) 2+ 3B =761° 52’ iii) 60— B =35°36"

2. La resolucién de los triangulos queda:

a) C =28° a=11,33m c=5,32m
b) C = 40° b=11,49m c=9,64m
c) B=41°45 377 C=48°14" 23" a=18,77m

3. Los &ngulos agudos miden 26° 33" 54" y 63° 26" 6"". Los catetos miden 1,34y 2,68 m.
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4. Teniendo en cuenta el dibujo obtenemos:

a 50°  x

- 2%

Si nos colocamos a distancia doble, el angulo de vision seré:
h

tg 50° = — 1
X tg o =Etg 50°=0,5959 = a =30°47 23"
g oa=—
J 2X
Si nos colocamos a distancia triple, el &ngulo de visién sera:
tg 50° = E 1
X S ga =519 50°=03973 = @=21"39'56"
g a=—
J 3X
5. Teniendo en cuenta el dibujo, el caminante recorre entre las dos
observaciones x metros. Calculamos el valor de x resolviendo el £
sistema: a0
tg 640 =2 Y o
= x=106,91m
y
tg 32 = —
g 75

La velocidad del caminante es:

LOLOIM _, 76 /s = 6,41 km/h
1 min

6. La distancia del centro a la cuerda es 0,57 metros.

7. Los lados del rectangulo miden 5,26 y 10,79 m, respectivamente. La superficie del rectangulo es:

5,26 x 10,79 = 56,76 m?,
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8. El lado del pentagono mide 5,88 cm y su apotema 4,05 cm. El area serd 59,54 cm?.

9. Teniendo en cuenta los triangulos rectangulos del dibujo podemos formular el sistema que sigue.

Sen a =

X+5

Sen o =

X+ 25

Resolviendo el sistema obtenemos el angulo a =40° 32" 30"".

V95 7/95

10. Las razonesson: coOSs ¢« = — —— =—-0,8122 y tg « = ——— = 10,7182
12 95

11. Las razones valen: cos f = — g =—-06ysen fg=- g =-08

12. Sitg y >0, el angulo y esta en el primer o tercer cuadrante. Al ser el valor del coseno negativo, el a&ngulo
pertenece al tercer cuadrante.

Las razones son: sen y = — g =-—06ytgy= % = 0,75

ACTIVIDADES-PAG. 109

13. Las simplificaciones quedan:

tg o -cos a +19° a - cos &

a) 5 = Sen a
sec” o
1+ cotg?
#zctgza
1+9° a

cos’a-(L+1g° a)
cotg o

c) tg o

d) cotg? a + sec? a — cosec? a = tg? a

sen?
€) 2 2 = 2 =1
19" a—-tg°ax-sen” «
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1+cosa 1
sena 1-cosa

1+tg° a1

= =SeC o
SeC COS

9)

h) cos® a + cos o - sen o = cos a

14. Los valores de las razones son:

sen 330° = —sen 30° = — = sen3—”=senz=£
2 4 4 2
cos330°:003300:£ cosB—”:—cosE:—E
2 4 4 2
J3 3 Vs
tg 330°=—-tg 30° = — — g—=-1tg—=-1
g g 3 g 4 g 4
sen13200:sen2400:—sen60°:—ﬁ sen——:—sen—:—ﬁ
2 3 2
cos 1320° = cos 240° = — cos 60° = — l cos — - cos z_ 1
2 3 3 2
tg 1320° = tg 240° =tg 60° = /3 tg_%:_tg%=_ﬁ
15. Determina, sin hacer uso de la calculadora, las siguientes razones trigonométricas:
V3

a) sen 210° = -sen 30° = — C) tg 330° =-tg 30°= — ?

b) cos 120° = - cos 60° = — d) cotg (- 60°) = - cotg (60°) = —

N N
w| &

16. Los valores de las razones son:
a) sen (180° - o) = sen 0.= 0,6
b) cos (180° + a) =-cos a.=- 0,8

_sen(90° - a) cos a

c) tg (90° - 0) = = =133
)19 ) cos (90° — @) sena

_ Cos (360° — )  cos &
sen (360° — ) —sena«a

d) cotg (360° - ) =-133

17. Se comprueba del siguiente modo:
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2 2
1 sen a 1— sen «)?® 1-sen a 1-sen «a
a) (seca—-tga) = - _ - ) _ ( ) =
COS o COS « CoS” « Q-sena) (l+sena) l+sena
sen a
+COS « ,
tg d+CcOsa coSa sen a + Cos® « 1 Cos o
b) = = = + =Seca +Clg o
sen a sen « sena - COSa  COSa Sena
sen a sen a sen @ 1-co0s? a
= = = =1+ cos a
COsSec o — cotg « 1 cosae 1l-cosa 1-cosa

Seha Sen o

0 (sena +cos @) -1 sen’ o +cos’ o +2sena-cos @ —1
2 - 2 -

_2sena-cos fB
2

=Sén « - CoS

18. Sea la representacién del problema:

Por el teorema de Pitagoras obtenemos:

85 = x* + (50 + h)?
652 = h? + x?

h=5m

También podemos calcular el angulo a por el teorema del coseno:
852=502+65°—-2-65-50-coso. = a=94°24"42"

Por tanto,

h
B=180°-0=85"35"18" = COS,BZE = h=65-cosBp=5m
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19. Teniendo en cuenta el teorema del coseno, obtenemos que la anchura, a, de la porteria es:

a2=162+102—-2 - 16 - 10 - cos 65° = 220,7622, es decir, a = 14,86 metros.

20. Los elementos que faltan en cada uno de los triangulos son:

a) A=40° a=7,42m c=3,95m

b) A=42°33" 20" B =59°47 16" C=77°39 24"
c) B=27°21" 47" C=102°38" 13" c=63,69m

d) A=86°42"20" B =45°17" 40" c=2382m

e) No existe ningan tridangulo con los datos del enunciado.

) Existen dos soluciones:
SiA=69°26" 7", entonces C =60°33" 53"y c=20,46 m

SiA=110°33" 53", entoncesC=19°26"7"yc=7,82m

21. Teniendo en cuenta el dibujo obtenemos:

Q
La hipotenusa del triangulo rectangulo PAV mide: v

a=.,175"+4>=437Tm

. , V & 63°

La amplitud del angulo o es: h

1,75 .

tg o =——=04375 = o =23°27 46 2
4 175m
El 4ngulo B mide: B=90° - o= 50°22" 14", B
A a P

El angulo y mide: y = 180° - a—  =50° 37" 46"". 4m

Utilizando el teorema de los senos en el tridngulo PQV se obtiene h = 5,04 m.

22. Teniendo en cuenta el dibujo, la medida de los lados a y b es:

a?=T7?+4%>-2.7-4-c0s53°37 = a=5,64cm.

b2 = 72 + 42—2 " 7 ) 4 - COS 1260 23' = b = 9,91 cm. 126° 23"
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23. Su contorno mide 141,54 metros y su superficie 175 metros cuadrados.

ACTIVIDADES-PAG. 110

24. Un esquema del problema seria:

El &ngulo C = 75°. Utilizando el teorema de los senos obtenemos:
a___ 8 a_7173m
sen 60° sen 75°

b _ 80 .y _sgs6m
sen 45° sen 75°

Las distancias pedidas son 71,73 my 58,56 m.

25. Un esquema del problema es el siguiente:

El a&ngulo C = 24°.

Determinamos la distancia BC (lado a) mediante el teorema de lo senos:
1500 = BC = BC =2652,85m
sen 24°  sen 46°

26. La figura queda:
Mediante el teorema del coseno:

c2=400? + 520> -2 - 400 - 520 - cos 40° =

c=AB =2334,25m.
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27. La figura queda:

T

Los calculos son:
2=82+10°-2-8-10-cos120° = 1=15,62cm.

a?=82+10°-2-8-10-cos60° = a=917cm.
El perimetro mide 2 - 15,62 + 2 - 9,17 = 49,58 cm.
a2=20?+12-2-20-1-cosa =

= 9,172=20%+15,622-2-20 - 15,62 - coso. = a=26°20"50"".

senazz% = sen 26° 20" 50 :L = h=28,88cm.

El érea'mide: )
Area =Dbase - altura=1-h=1562-8,88 = Area=138,71cm?

28. Las soluciones de cada uno de los casos:

El radio de la circunferencia inscrita es la apotema del dodecagono, por tanto:

tg 15° = § = r =1120dm.
r

El radio de la circunferencia circunscrita lo calculamos en el triangulo:

sen 15° = % = R =1159 dm.
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29. Segun la figura:

Los calculos quedan:

Sean Py Q los arboles. En el triingulo ABP hallamos PB:

PB = 120 = PB =2553m.

sen 110° sen 130°

En el triangulo ABQ hallamos BQ:

BQ _ 120 _ po_11222m,

sen 50°  sen 55°

En el triangulo PBQ hallamos x:

x2=PB2+BQ?-2-PB-BQ-cos35° = x=14830m.

30. Tenemos en cuenta el dibujo adjunto.

En el tridngulo ABC hallamos el angulo en la cima C: C =180° - (78° + 62) = C =40°

Aplicamos el teorema de los senos en el triangulo ABC:

0
AC _ 880 ac-350.%M%2 L ac_4g077m.

sen 62°  sen 40° sen 40°
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Para calcular la altura h, en el triangulo AHC aplicamos la definicion de seno:

sen 68° = = h=480,77-5en 68° = h = 445,76 m.

480,77

La altura de la colina es 445,76 metros.

31. a) Dibujamos una circunferencia de radio 4 cm. En ella

elegimos uno de sus puntos y con el como referencia

dibujamos un angulo central de 128°. Dibujamos otro angulo

central de 83° adyacente al anterior. Los angulos anteriores B
proporcionan tres puntos sobre la circunferencia que permiten
dibujar el tridngulo ABC.

Como los tres arcos deben medir 360°, el otro arco medira: >

3600 - (128° + 83°) = 149° \

b) Para calcular la medida de los angulos del triangulo
tenemos en cuenta que los triangulos OBC, OCA y OAB son
isdsceles.

Los angulos en el vértice A miden 48,5° y 15,5% es decir, el A
angulo A tiene una amplitud de 64°.

Los angulos en el vértice B miden 26° y 15,5 es decir, el angulo B tiene una amplitud de 41,5°.

Los angulos en el vértice C miden 48,5° y 26°; es decir, el angulo C tiene una amplitud de 74,5°.

Para determinar la medida de los lados del triangulo utilizamos el teorema del coseno:
a?=42+42-2.4-4.co5128° = a?=5170 = a=7,19cm.
b?2=42+42-2.4-4.c0s83° = h?=2810 = b=530cm.

C’=42+42-2.4.-4.c05149° = ?=5943 = c=7,71lcm.

c) Para hallar el area del triangulo utilizamos la férmula de Herdn, siendo el semiperimetro:

7194530 +7,71
2

=101

El &rea vale:
Area = 101 - (101 - 7,19) - (101 -5,30) - (101 - 7,71) =  Area =18,36 cm?,
Obtenemos el mismo resultado con la expresion:

Area = % .530-7,71-sen 64° =  Area =18,36 cm?.

73 |



EE?I‘EX Matemadticasl! SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES-PAG. 111

En esta actividad no damos la solucion al uso ya que sobre el niimero 7 existe muchisima informacion tanto
bibliogréfica como en Internet. Existen monografias dedicadas a este nimero como las que aparecen en la
bibliografia que sigue.

ESTEBAN, M.; IBANES, M. y ORTEGA, T. (1998) Trigonometria. Editorial Sintesis. Madrid.

NAVARRO, Joaquin. (2010) Los secretos del numero =. RBA. Barcelona

POSAMENTIER, Alfred. (2006) La proporcion trascendental. La historia de z, el nimero mas misterioso
del mundo. Ariel. Barcelona.

TORWA, R. (1999). Arquimedes. Alrededor del circulo. Nivela. Madrid.
La pagina web dedicada a m es http://webs.adam.es/rllorens/pihome.htm

La pagina web realizada por los amigos de © puedes encontrarla en http://webs.adam.es/rllorens/pifriend.htm
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UNIDAD 5: Trigonometria Il

ACTIVIDADES-PAG. 112

1. La primera igualdad es verdadera y las otras dos son falsas. Para probarlo basta con utilizar la calculadora.

2. El area del circulo es 7 - 202 = 1256,64 cm?.

El lado y la apotema del heptagono regular de radio 20 cm miden 17,36 y 18,02 c¢cm, respectivamente. Su

area mide 7-17,36-1802 _ 1094,90 cm?.

El area entre el circulo y el hexagono sera 1256,64 — 1094,90 = 161,74 cm?,

3. Las soluciones de las ecuaciones son:
2x =45° +360° - k;; k eZ X=225°+180°-k;; k, €Z
a)tg 2x=1 =
2x =225° +360° - k,; k,eZ x =112,5° +180° - k,; k, € Z
X:—2—ﬂ+2k172'; k,eZ
b) cos(x+7)=05 = )

X=2—”+2k27r; k,eZ
3

c)2senx=-1 = senx:—1 =

{x =210° + 360° - k;; k, €Z
2

X = 330° + 360° - k,; k, € Z

4. El valor de la expresién es:

sen 210° - sen 150° _ 2.cos180°-5en 30° _, o _ V3
€0s 210°+c0s150° 2 c0s180° - cos 30°

ACTIVIDADES-PAG. 125

1. Llamamos B a las vacas blancas y N a las vacas negras:
5-(4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El nimero de naranjas de la piramide es:

12+ 22+ 324+ 42 + .. + 142 + 15% = 1240 naranjas.
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1. a) Procedemos como se explica en el texto y tecleamos los siguientes textos:
“cos (o + B) = “+cos(a + B)
“cos a - cos B —sen a - sen B = “+(cos(a)*cos(P)- sin(a)*sin(P))

y obtenemos un dibujo como el siguiente:

B=33 B cos (a +B) =0.14

cosa-cosP-sena-senfB=0.14

c [

b) Procedemos como se explica en el texto y tecleamos los siguientes textos:

“tg (o + B) = “+tan(a + B)

“% — ““+((tan(a) tan(B))/(1-tan(a) *tan(B)))

y obtenemos un dibujo como el siguiente:

a=42°
* ) B
A% tgartel _ o
1-tga-tgp
50°
42° tg (a + p) =-28.64
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Nota: Para escribir la expresion Ga+9p utilizamos Inserta Texto y escribimos lo que muestra

la imagen seleccionando en Formula LaTex la faccion a/b.

l1-tga-tg p
Texto l
\rac{tga+tgB { 1-tga-tg B} \z—v‘
Férmula LaTeX

2. Para la resolucion de la ecuacién propuesta seguimos las etapas.

a) En el Menu contextual de los ejes coordenados cambiamos las unidades asi como el valor de la
distancia entre las marcas de graduacion.

X

b) En el Campo de Entrada introducimos las funciones f(x) = 3 -sen’ (2) +2-C08X—2yg(xX) =

2-cos (2x — ) +1con el comando Funcién [3-sen’ (gj +2-c0sXx—2, -m, mw y Funcion

[2-cos (2x — ) +1, -m, ] y observamos sus graficas.
c) Para hallar las soluciones, con la herramienta Interseccion de dos objetos, hacemos clic
sucesivamente sobre ambas graficas en las proximidades de los puntos de corte.

d) En el Menu contextual de los puntos hallados podemos visualizar sus coordenadas, de forma que las
abscisas de estos son las soluciones buscadas.

e) Introducimos el texto que aparece en el dibujo.

(5.53, 0.87)

Las soluciones son:

(3.69, 0.07) \2Tf

X, =26 %,=-075 x;=075
=26 x;=369 x;=553
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3. Procediendo como en el ejercicio anterior, obtenemos:

a)senx +cosx=1en [0, 2x]

3]
5 Las soluciones son:
T Xx=0;x=157;x=6.28
1
(0,0

(1.57, 0) (6.28, 0)

2m

b) cos X + +/3 senx =2 en [0, 4n]

“ Las soluciones son:
3] x=105yx=7,33
" (1.05, 2) (7.33,2)
O -
o | | _/
0 m 2m 3m 4t
-1
2]
. 3 , ) 4
1.Sisena= 5 y el &ngulo a esta en el segundo cuadrante, entonces COS a = — s ytga=- rk
. 4 . 3 3
Sicosb= 3 y el angulo b pertenece al cuarto cuadrante, entonces sen b = — c ytgb=- 2
Teniendo en cuenta los teoremas de adicidn, obtenemos:
24 24
a)sen(a+b)=g b)cos (a-b)=-1 c)tg(a+b):—7
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2. Teniendo en cuenta las formulas del &ngulo doble y los teoremas de adicidn, obtenemos:
a) sen 90° =sen (2 - 45% =2 - sen 45° - cos 45° =1

b) cos 90° = cos (2 - 45°) = cos? 45° - sen? 45° = Q

c) sen 120° = sen (2 - 60°) = ?

1
d) cos 120° =cos (2 - 60°) = — E

e)tg 120° =tg (2 - 60°) = — /3

V2 +46

f) sen 105° = sen (45° + 60) = 2

g) cos 105° =

J2 -6
4

h) tg 105° = — (2 + 3)

3. Teniendo en cuentaquetga=1,5ytgb =-2,5Yy los teoremas de adicion, obtenemos:
a) tg (a+ b) =-0,2105
b) tg (a—b) =-1,4545
c) tg (2a+b) =0,98

En este Gltimo apartado hay que tener en cuenta que tg 2a = - 2,4.

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adicion para el seno, coseno y tangente estudiados en
esta unidad.

5. Desarrollando y operando, obtenemos:
sena-sen(b—-c)—senb-sen(@a—-c)+senc-sen(@a-nh)=
=sena-senb-cosc—sena-senc-cosh -senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+senc-sena-
-cosb-senc-senb-cosa=0

6. Tenemos en cuenta la relacion:

cos(a+b)-cos(a—b)=(cosa-cosb-sena-senb)-(cosa-cosb+sena-senb)=
=cos?a - cos’b—sen?a - senb
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A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:
cos?a - cos’b—sen?a-sen’b=cos?a - (1-sen?b)—(1-cos?a)-sen?b=cos?a—sen?b

cos?a-cos’b—sena-sen?b=cos?b - (1-sen?a)—(1—cos?b)-sen?a=cos?b—sen?a

7. Queda:

a) cos 3a=cos (2a+a)=4cos®a—3cosa

b) sen 4a=sen (2 - 2a) = (4sena—8sen3a) - 4/1—sen’ a

8. Si cos 80° = 0,17, entonces sen 80° = 0,98 y tg 80° = 5,76. Los valores pedidos, teniendo en cuenta las
férmulas del angulo doble, son:

a) sen 160° =sen (2 - 80°) = 0,34
b) cos 160° = cos (2 - 80°) =- 0,94
c) tg 160°=tg (2 - 80°) =-0,36

9. Si cos 80° = 0,17, entonces sen 80° = 0,98 y tg 80° = 5,76. Los valores pedidos, teniendo en cuenta las
férmulas del angulo mitad, son:

0 0

0
a) sen 40° = sen (%) =0,64 ; cos40°=cos (%) =0,76 ;tg40°=1g (%) =0,84

OO
j =0,94 ;tg20°=tg (7j =0,36

(ﬂ
2
%) %) %)
c) sen 10° = sen =0,17 ; cos 10°=cos 7 =0,98 ;tgl0°=tg 7 =0,18

D

40°
b) sen 20° = sen (7 =0,34 ; cos 20°=cos

N

2

10. Si cotg 2a= g entonces tg 2a= /3. El valor de tangente es:
J3
tg a:?
tg2a=J§:> 12.#2\/53 \/§tgza+2tga—«/§:0:> 0
tg=-+3

11. Expresamos todas las razones en funcién de sen a y cos a y operamos:
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=S RS
[_sena
al—tga_l—senZa: cosa_l—Zsenacosa:
l+iga cos2a , sena cos® a —sen® a
cos a

_cosa-sena 1-2senacosa  (cosa—sena)’ —1+2senacosa

cosa+sena cos?a-sen’a

cos® a —sen’ a

sena  2sena sen‘a  2senacos2a _ sen’ a , 2sena (cos® a—sen’a)

b) + = =
cos a tg 2a cos a sen 2a cosa 2 Sen a cos a
cos’ a
= = COS a
cos a

12. La comprobacion puede hacerse de la siguiente manera:

sen a 2sena
21g a Ccos a cos a 2 sen a cos’a
— = = 5 = =2 Sen a cos a = sen?2a
l1+tg° a 14 sen“a cos“a +sen-a cos a
cos? a cos? a

cosa 2cos2a cos’a-—cos‘a-+sena  sena _ sena _

tg a

" senacosa cosa

b) cotg a — 2 cotg 2a =
sena  sen2a sen a cosa
sena
—— 4+ sena
0 tga+sena cosa _sena+senacosa 1+ cosa_coszg
2tg a 2 sen a 2sen a 2 2
cos a
tg a tg a 1-tg*a)tg a
) 9 = 9 _d-tg"a) ? = Co0s 2a
tg2a-tga 2tga f tga(l+tg® a)
1 w2, 92
1-tg° a
ACTIVIDADES-PAG. 129
13. Los valores pedidos son:
1+=

81|



=

EDlItEI Mateméticasl! SOLUCIONARIO

. 1 ,
14. Si sena = — — y el angulo es del cuarto cuadrante, el valor del coseno es cos a = 3

El valor de tg a/2 es:

a /1—cosa
tg—:— _ = —
2 1+ cosa

15. Los valores de las razones pedidas son: c0s a = — % y sena=-— %
16. Queda expresado del siguiente modo:
S 1-cosa :1—c0322+sen22 i 2sen? Z .
sen a 25eng-cosE 23en§-c03E 2
2 2 2 2
sen 2a cos a 2sena-cosa cos a

1+cos2a l+cosa 1+cos’a—sen’a

1+cos? & —sen? &
2 2
2.2sen . cos 2. cos? a
_ 2 2 Cw?
(2 cos? a)-(z cos’® 2)

17. Los resultados son:

2) sen150° — sen 50° 2 cos 100 - sen 50 i
cos 150° + cos 50° 2 cos 100 - cos 50

g 50

o _ (] .
sen195° —sen 75° _ 2.cos 135-sen 60 _ cot g 135 - tg 60=-tg 60 = - J3

sen 195° + sen 75° 2 sen 135 - cos 60

0 c0s160° — cos 100° _ —2sen130-sen30 _ g 30 =- ﬁ
sen 160° + sen 100° 2 sen 130 - cos 30 3

18. a) Desarrollamos el numerador de la fraccion teniendo en cuenta los teoremas de adicion, operamos y
vemos que coincide con el numerador, por tanto, el resultado de la fraccion se 1.

b) Se demuestra del siguiente modo:
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cos (a—b)—cos(a+b) —2-sena-sen(-b)
sen (a + b) + sen (a —b) 2-senacoshb

tg b.
19. Las soluciones de las ecuaciones son:
a) sen Z 4 2x :E = x=£+k17rox=5—7[+k27zcon ki, k, eZ
4 2 24 24

b) cos x-Z __1 = x:&+2klzox:19—”+2k2£conkl,kzeZ
4 2 36 3 36 3

c) tg (2x+%)=—\/§ = x:%+k1%conklez

U

ﬁ X:—2—7T+4k172'0X:8—7[+4k27rconk1,kzeZ
2 3 3

d) cos G(x + n)) =

e) sen 3x —sen 30°=0 = x=10°+120°, o x =50° +120°k, con k;, k, € Z

X + 45°

f)cotg[ j:\/ﬁ = x=15°+360°,conk, €Z

20. Las soluciones de las ecuaciones son:
a)SeNn2X=2C0SX => 2SENX-COSX=2COSX => 2SENX-COSX—2C0SX=0 =
= cosx=0;senx=1 = x;=90°+180°- k;conk; € Z.

b)sen X +sen3Xx=cOSX => 2SeN2X-COSX=COSX => 2SeNn2X-CoSX—-Ccosx=0 =

1
= cos X =0; sen 2x = > = x1=90°+180°- kiconk; € Z; xo=15°+180°- koconk, € Zy

X3 =75°+180°- kscon ks € Z.

c)sendx=sen2x —> 2Sen2x-COS2X=Sen2xXx —> 2Sen2x-cos2x—sen2x=0 =

1
= sen2x-(2cos2x-1)=0 = costzz;sen2x=O = x1=0°4+90°-k;conk; € Z;

X2 =30°+180° - kocon k, € Zy x3=150°+ 180° - kscon ks € Z.

d) cos2x —cos6x =sen5x +sen3x —=> -2sen4dx-sen(-2x)=2sen4x-cosx —
= 2sen4x - (sen2x—-cosx)=0 =

esendx=0 = x1=45°-kyconk; € Z
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1
esen2x—Cc0sX=0 = cosx(2senx—-1)=0 = cosx=0;senx=§ = X2 =090°+

180° - koconkz € Z; x3=30°+360°- kscon ks € Zy xsa=150°+360° - ks conks € Z.
g)sen2x-cosx=6sen®x = 2senxcos’x-6sen’x=0 = 2senx(cos’x—-3sen’x)=0 =

esenx=0 = x;=0°+180°-kiconk; € Z

X2 = 30° +

3
ecos?x—-3sen?’x=0 = cos?x-3(1-cos’x)=0 = cosxzig =

180°- ko con k, € Zy x3=150°+ 180° - kscon ks € Z.

1
f2senx=tgx = senx(2cosx-1)=0 = senx=0;cosx=§ = X3 =0°+180° - ki con

ki € Z; X2 =60°+360° - ko con k, € Zy X3 =300° + 360° - ks con ks € Z.

21. Las soluciones de las ecuaciones son:
a)senx=1+2cos?Xx = senx=1+2-2sen’x = 2sen’x+senx-3=0 =

= senx=1 = x;1=90°+360°-k;conk, € Z

senx =0 = x =K,
1 sen X
b)secx+tgx=cosx = + = CO0SX = 37
COSX  COS X sen x=—1:>x=7+2k27r

conky,k, € Z

2
X /1+cosx
c)6cosZE+cosx=1 = 6( T] +cosx=1 = 3+3cosx+cosx=1 =

= COSX=- = x1=120°+360° - kyconk; € Z; x»=240°+360° - koconk, € Z

N |-

d)6cos?x+6sen’x=5+senx = 6=5+senx =>senx=1 = x;=90°+360° - k;conk; € Z

21g9° X 1
%:1 = tg==— = x1=30°+180°-kiconk; € Zy

e)tg2x-tgx=1 =
V3
X, =150°+180° - kyconk; € Z

= x1=30°+180° - kiconki € Z y

N |-

fycos?x=3sen’x = 1=4sen’x = senx=+

X2 =150°+ 180° - ko conk, € Z
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22. Las soluciones de las ecuaciones son:

J3

1
a)senx+\/§cosx=2 = Esenx+7cosx:l = sen(x+60)=1 =

= Xx1=30°+360°-k;conk; € Z

NG

1
b)senx+cosx=\/§ = —Senx+7cosx=1 = sen(x+459=1 =

J2

= XxX1=45°+360°-k;conk; € Z

5 i . .
C) sen X + €OS X = > = Imposible ya que sen x + cos x < 2.23. Las soluciones de los sistemas, en el

primer giro, son:
a) Sumamos ambas ecuaciones y obtenemos: 2x + 1 = 3, entonces x = 1.

Sustituyendo el valor anterior en la primera ecuacién y operando, obtenemos:

sen’y=1 = seny=11 = ylzgeyzz%z.

Las soluciones del sistema son: (1, %) y (1, %Tj

b) Sumamos ambas ecuaciones y obtenemos: sen (x +y) = 1, entonces (X +y) =90°0 x = 90° - y.
Sustituyendo la expresién anterior en la primera ecuacién y operando, obtenemos:

J3

3 3
sen (90°-y) - cosy=— = cos’y=— = COSYy=%—.
4 4 2
Las soluciones del sistema son: (60°, 30°); (300°, 150°); (240°, 210°) y (120°, 330°).

c) De la segunda ecuacion obtenemos: x +y = 0°, entonces X = -y

Sustituyendo en la primera ecuacion, obtenemos:

1
cos(-y)+cosy=1 = 2cosy=1 = cosy=§.

Las soluciones del sistema son: (300°, 60°) y (60°, 300°).

d) Despejamosy = 90° - x en la primera ecuacion y sustituimos en la segunda:

J6 V6

= 2-%en 45°.cos(x—45°) =—

sen X + sen (90° — x) = 5
J3

— =

2

|

= CO0S (X —45°) = X —45°=30° 6 x—45°=330°
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Las soluciones del sistema son: (15°, 75°) y (75°, 15°).

ACTIVIDADES-PAG. 130

24. Segun la siguiente figura:

Llamando B al angulo bajo el cual se ve el pedestal, tenemos:

60 , 18
g(pra)9fra . B0+9_  x x _ 69_ 618X
1-tg ftga’ X , 60 18 X x2 _108

X X

= 72x*=7452 = x=3217m.

La anchura del rio es de 32,17 metros.
25. Sea el esquema:

Los célculos quedan:

tg 60°=% — H=6-4/3 = H=1039m.

tg 30"=E = h=6-i = h=346m.
6 NE
En la expresion tg (2,6’) = % , sustituimos tg 25 = % ytg g = g y obtenemos:
-9
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h
2. 2
636 + H? —36
A 6 & H.N4+72h-36H=0 = h=
6 h H
1-
36

Esta es relacién que liga ambas alturas. Relacion que se verifica para los valores obtenidos anteriormente.

26. A partir del desarrollo de tg (A + B + C) y de sustituir A + B + C = 180° obtenemos la expresion

buscada:
tg (A+B+C)=1tg [A+(B+C)|= tg A+tg (B+C)

1-tg A-tg (B+C)

tg A+tgB+tgC—-tg A-tgB-tg C
l1-tgB-igC-tg A-tgB—-tg A-ig C

ComoA+B+C=0,entoncestg(A+B+C)=0yquedatg A+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC

27. Sea el triangulo: ¢

El area del triangulo es:

S = 1 base -altura = 1c -h
2 2

Vamos a calcular h:

tgA=E
X tg A-tg B
h [ 7 " gA+gB
C—X

De modo que sustituyendo en el area obtenemos la férmula buscada.

SZEC_C_tgA-th :1 Cz_tgA-th

2 tg A+tg B 2 tg A+tg B

28. En el dibujo adjunto aparece la antena, AC, y los cables, uno de ellos BC.

En el dibujo puede apreciarse el tridngulo ABC, rectangulo en A, con el angulo
en B de 75° y sus lados son:

- AC la longitud de la antena,

- AB la mitad de la diagonal de la base,

- BC la longitud de uno de los cables.

1
[/
[/
[/
L/
[/

-
-
-
-
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La medida de AB es la mitad de la diagonal del cuadrado de lado 80 m, por tanto:

AB:%-D:%- 80° +80° = AB=5657m

Calculamos la longitud de cada cable y la longitud de la antena en el triangulo

ABC:
cos 75° = 5657 cable = 3657 = Lgpe = 218,57m.
cable cos 75°
L(mf(‘na
L
tg 750 = —amena | =5657-1g 75° = L,..=21112m.
56,57
A

29. Sea el dibujo del enunciado:

1200 m

-.c1
En el triangulo ABC:
. El 4ngulo C; vale C; = 180° - 72° - 49° = 59°,
A AT 49;\.7\5 -
1200 m Utilizando el teorema de los senos:
( sen 49°
AC, =1200 - — = 1056,56
1200 AC BC sen 59
500 send® sen 72 720
sen sen sen sen
BC, =1200 - ——— =1331,44
| sen 59°
C;
En el tridngulo ABC;: \
El 4ngulo C; vale C, = 180° - 47° - 82° = 51°.,
A 47° = /\B

1200 m
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Utilizando el teorema de los senos:

0

AC, =1200 sen 82 =1529,08
1200 AC, _ BC, _ sen 51°
o o Y 0

sen 51° sen 82°  sen 47 BC, = 1200 - sen 47° _ 1129,29
sen 51°

¢,  Determinamos la longitud del cable, Lcavie, €n el triangulo AC1C;
aplicando el teorema del coseno:

2
I-acb le

=1056,56" +1529,08> — 2 -1056,56 - 1529,08 - c0s25° =

1056,56
1529,08

= Ly = 725,26 m.

cable

ACTIVIDADES-PAG. 131
a) La distancia que buscamos es d; = OH, como puede verse en la figura.

El triangulo OHC es rectangulo en H ya que el radio y la tangente en H son perpendiculares.

Aplicando el teorema de Pitagoras y operando, obtenemos:

(R+h?=R*+d/ = R*+h®>+2Rh=R* +d} =

Horizonte

= h?>+2Rh=d} = d; =4h*+2Rh = d, ~V2Rh

En la expresion final no se ha tenido en cuenta h?, ya que su valor
sera practicamente nulo comparado con el valor de 2Rh.

Para el caso de una persona que tenga los ojos ah = 1,8 m = 0,0018
km del suelo y dado que el radio de la Tierra es R = 6371 km,
tenemos:

d ~ /2 -6371-0,0018 ~ 4,789 km. F

b) En este caso hay que calcular la distancia d,, correspondiente al arco de circulo PH.

En el triangulo OHC podemos calcular:

CoOS o =

= @ = arccos
R+ h R+ h
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En el triangulo curvilineo PHC tenemos en cuenta la relacion “arco = radio - angulo” y obtenemos:

d, = R - arccos

R +

Para h=1,8 m=0,0018 km, obtenemos:

d, =6371: arccosL ~ 4,789 km.

6371+ 0,0018

El resultado es practicamente igual al obtenido con anterioridad. Esto es debido a que R y R + h tienen
valores muy préximos y, por tanto, el angulo es muy pequefio.

¢) En la gréfica pueden verse las gréaficas de las funciones que relacionan la distancia al horizonte, tomando o
no el término h2. Estas funciones son:

d=+h>+2-6371-h y D=.,2-6371-h

80001 pistanciaal e

horizonte .
4500 e

4000

3500 S

dy = /R +2-6371h i

3000
2500
D=+2-6371-h
2000
1500

1000

500
Altura (h) del

observador

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

En la gréafica pueden verse las gréaficas de las funciones de las distancias al horizonte:

d, =4h*+2-637h y d,=6371-arccos [ﬂj

6371+ h
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5000 Distancia al

horizonte
4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

6371

ds = 6371 - arcos (m

)

Altura (h) del
observador

200 400 600

d) Debemos resolver la siguiente ecuacion:

50=J2-R-h =

502

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

2500
2-6371

=2-6371-h h = ~ 0,1962 km.

Tendriamos que subir a unos 200 m de altura.

e) Desde una altura h se puede ver un casquete esférico de altura R - (1 — cos a), donde a = arccos(

w

R +

Teniendo en cuenta que el area de un casquete esférico viene dada por la formula A = 2nRh, tenemos:

A=2nR-R {1— cos (arccos(R

Tomando la altura del Everest h = 8848 m =

A=276371

UNIDAD 6: Numeros complejos

R
R+ h

|

+

)] e

8,848 km, tenemos:
[ 8371

— "'~ | ~353696km?.
6371+ 8,848
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1. Las soluciones de las ecuaciones dadas son:
Q)X -4x+5=0 = X =2+1yXx,=2-1i
b)2x3+32x=0 = X =0X, =4iy x; =—4i

2. El vector resultante de girar 90° el vector v (4, 3) es el vector u (— 3, 4). Puede verse en el dibujo.

5.
Q=(3.4)
P=(4,3)

u=(-3 4)
14 e v=(4,3)

3 2 1 o 1 2 3 4 5

3. Los puntos de interseccion de la hipérbola con las rectas vienen dados por los sistemas que siguen:

2 2
X y©
9 16 ~ = No tiene soluciones. Por tanto, no hay puntos de corte.
x=0
2 2
__y_:]_ x1:_3;y1:0
<9 16 = . Los puntos de corte son P (- 3,0) y Q (3, 0).
X,=3,y,=0
y=0
2 2
XY 4
19 16 = No tiene soluciones. Por tanto, no hay puntos de corte.
y=5X
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Todo lo anterior pude verse en el dibujo.

4. El radio del hexagono mide 2 V2, su apotema mide J6 y el area seré:

1. Si cada punto representa una lampara, la solucién quedaria del siguiente modo:

oo @
a
.
.
.
o s
n2

—-Nn
2 .

2. Si hay n calles, el nimero méaximo de cruceses C, , =

Luego si hay 66 farolas habra 66 cruces y se cumplira:
n® —n
2

=66 = n*-n-132=0 = n=12

El pueblo tenia 12 calles como minimo.
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3. Esta es una de las disposiciones en que quedd la cava.
Como méximo pudo robar:
60 — 42 = 18 botellas.

La disposicion de 42 botellas admite muchas formas diferentes,

ACTIVIDADES-PAG. 148

1. Los resultados en cada uno de los apartados son:

a) 24 = (-4/3 + 4i)* = -2048 - 2048 /3 i = 4096 ,_
3

b) i'%® - (-2) (-4+/3+4i)° =524288 i = 524288

) s

c) inverso de z = =____ -
) (43 + 4i) 16 16

NN

8

-5z

6

20

20

d) Para hallar 3/z resolvemos la ecuacion 23 = - 4~/3 + 4i y obtenemos las tres soluciones de esta

ecuacién como vemos en la imagen.

En la imagen tenemos la resolucion, con Wiris, de esta actividad.

E WIRIS CAS

Foiicion | Operaciones |S|’mb0\os | Andlisiz |Matric:es |Unidades | Combinatoria |Geometr|'a |Grieg0 |Pr0gramaci6n |F0rmato |

BlE |=x@
h| & o e

Ak 2% | P

El

] (-4-\/3+4i)* = -2048-2048-\/3-i
| norma (-2048-2048 /3i) => 4096
2m

argumento (-2048-2048-+/3 -i) = -5

|1193. (=2) - (=4-/3+41)° = 524288.i
| norma (524288i) = 524288

1
argumento (524288i) =» )

1 V3

ey =Y
(-4-/3 +4i) 16 16

NER 1
norma( W E) — E

V3 5-1
argumento( 6 E) = <

ﬂ resolver(z3=(-4-1/3 +4i))| = {{z=-1.9696+0.3473-i},{z=0.68404-1.8794 i} {2=1.2856+1.5321 -} }
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2. Con Wiris resolvemos la ecuacion y como vemos en la imagen obtenemos las cinco soluciones
de la misma.

Sus afijos son los vertices de un pentagono regular cuyo dibujo tenemos en la misma imagen y cuya
area se calcula con el comando &rea(poligono) y en este caso vale 9,5106 unidades cuadradas.

B WIRIS CAS
B X B
8% 6

Ak 528
[a

2

| resalver(25=(16-16-1/3 i)) = {{z=-1.8271-0.81347-i},{z=-1.3383+1.4863-i},{2=0.20906-1.989-i},{z=1+17321-i},{z=19563-0.41682-}}

P : =poligono (punto (1,1.7321) ,punto (- 1.3383,1.4863) ,punte (- 1.8271,-0.81347) ,punto (0.20906, - 1.989) ,punto (1.9563,-0.41582))

=+ poligono(punto(1,1.7321) ,punto(-1.3383,1.4863) ,punto (- 1.8271,-0.81347) ,punto (0.20906,-1.989) ,punto (1.9563,-0.41582))
|dibujar(P,{color=negro,Ilenar=cierto,color_relleno=verde}) =3 tablero1
| area(P) => 95106

[ =

1. Los resultados de las operaciones son:
a) 521 - /372 = -5,20 — 4i

b) z’ -z, =-997.66 - 3384i

c) el inverso de (z1 - z2) =-0,08 + 0.07i

2. EI complejo 272 = 24/2i en forma polar es 4 _ y el complejo 5, en forma bindmica es

4 3
-5 543

2 2

1. Las soluciones de las operaciones son:

a)(-3+2i)+(4-3i) =1-i C)(-2+3i)—(3-4i)=-5+7i e)3i—(-6+2i)=6+i
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b) (1 +5i)+(2—-2i))=3+3i d@-7i))—(-2+2i))=5-09i H5+(-2+i)=3+i

2. Las soluciones de las operaciones son:

a) (3+2i)-(-2+4i) =-14+8i C)2+i)-(-2-1)=—3—4i
2+ 5i 14 23. 1-3i 4 3.
b) - =—— 4 —1 d —=—— — —1
3-4i 25 25 1+3i 5 5

3. Latabla completa:

e) (1 3i) - (1 +3i) =10

-1+51 4 7.
) Y
—3+1 5 5

Complejo Opuesto Conjugado Inverso
5 1
5+1i -5-1i 5-1 2_6 2_6
1 1
_ - _ - _ _ - —_— e — _I
1+1 1-i 1-i 2 9
1 1.
. _ _ . _ . - _I
2+2i 2-2i 2-2i 4 4
1 3.
1-3i 1+3i 1-3i 10 10
4. Las soluciones de las operaciones son:
a)u?=-7-24i c) (U—v)>’=8-6i
3
b) Wl = - 2 2i o UYL 97 o071
w
5. El valor de las expresiones es:
17
i*®.@1-i" 2 2
|298 1 so1 2 3 s 40
b)i“l—im:? eyl ~+1 "+ +1" 7 =0
; 02
C)l+i+if+id+. +i%00=1 (2(1 ) 12:)3 Jflfol) =11+ %i
+177) -1
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6. Las respuestas a las cuestiones son:
a) Operamos (2 + bi)? = (4 - b?) + 4bi. Como tiene que ser real se cumplira:
4h =0, entonces b = 0.

b) Operamos (3 + 2i) - (- 5 + bi) = (- 15— 2b) + (3b - 10)i. Como el afijo tiene que estar en la bisectriz del
primero y tercer cuadrante se cumplira:
-15-2b=3b-10 = b=-1

c) Operamos y obtenemos:

(a+3i) - (2—bi) = 23— 14i 2a+3b=23 2a+3=23 |a=HB=5
a+3i)-(2-hi)=23-14i = =
6 — ab = ~14 ab = 20 a-2p -8
2 3
. i .15 8.
Hay dos soluciones, los complejos 4 + 51y > +§| :

6a’ — 4
9a% +1

d) Operamos 4 + Za_u _ (4 + 2§|) (3a —-I) _ 124a N
3a+i Ba+i)(3a—-i) 9a°+1
imaginario puro se cumplira:

i . Como tiene que ser un nimero

124a =0, entonces a = 0.
9a° +1
7. La tabla queda del siguiente modo:
Afijo Forma Forma polar Forma trigonométrica
bindémica

@2 2+2i (2v2),6 242 (cos 45° + i sen 45°)
(1,-1) 1-i V2319 V2 (cos 315° + i sen 315°)

(2J§ 2) 243 +2i A 4 (cos 30° + i sen 30°)

(v2,-v2)| —v2-+2i 2005 2 (cos 225° + i sen 225°%)
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ACTIVIDADES-PAG. 151

8. Las representaciones graficas pueden verse a continuacion:

4 4 F 3
F {3,2} t 18/
- l; 3
-+ rs) Ho = ~+= - 5 - e
, 1
871
-2 + 3 y A y 4
i hsov
e

2 t
> , 307, 907 .
ol T o ” ¥] - 0 -

5 - &f
4 & 4 4
Pprae
. 1 180° /j 225° 270°
1807

G ey e e

1

2oz 12700

9. Las soluciones son:

a)225°-320°=6450=6-(COS45°+iSen45°)=6-(g+igJ=3\/§+3\/§i

b) 1676 : 4ago = 4,00 = 4 - (cOS 30° + 1 sen 30°) =4 -

C) 12930 3330 = 4600 = 4 * (COS 600 + i Sen 600) == 4 -

3
2

N |~
+

d) (L, = e =1-(cos 90° +i sen 90°) =1-(0 +i)= i

+

.1
I_
2

N|$|

=23 +2i

=2 +2./3i

e) (422§ )2 = 164, =16 - (cos 90° + i sen 90°) =16 - (o 4 i)=16i
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f) [6(cos 130° + i sen 130°) ] - [3 (cos 80° + i sen 80°)] = 18 - (cos210° + i sen 210°) =

g) [4 (cos 20° + i sen 20913 = 4° - (cos 60° + i sen 60°) = 64 - (% +i %} 32 + 32 J/3i

1 .43

4 (cos 330° + 158N 330°) _ 5 . (cos 3000 + i sen 300°) = 2. (E - 7} ~J3i

2 (cos 30° + i sen 30°)

10. Expresando los complejos a forma polar y operando, obtenemos:

a) (_ 1- |)7 ) (_ 2+ 2i)5 = (\/52250 )7 ) (\/§135°) = 2? 225 +5.135% 2;500 - 204890°

—_— ——iJ =( 300)20 :120-3300 :16600’ :1120"

S - PU e A T BN
c)(l +|).\/§| BN TR TR =L

4-403i) (8..)
— |
d) (Wj :( 300)} = (42701 )6 = 42 270~ 4096180"

23O°

_ AV
e)i* - (_ 4 — 4\/§|) =Ly - (82409)7 = 8450 = 8lsp

.. (343 3.
)1 " (T - E'j =Ly "3a30 = 35000 = 3400

11. En el célculo de las raices obtenemos:

) Ui =3/Lop =Lgp. 360« =L r100.¢; CON Kk =0;1y 2. Las raices son: Laos; lisee Y Loroe
3

9 943,

b) /= + > I =1/9%0 =360 360 .k = 3300+ 18 . ; CON K =0y 1. Las raices son 3z y 32100,
2

¢) 3/~ 27 =3/27,50 = 3160 1560 .« = 3600+ 12001 ; CON K =0; 1y 2. Las raices son 3ee; 31s0° Y 3a00°
3
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d) 5,/ _\/32 =320 = 2900, 360k = Z1p . 720.1> CONK =0;1,2,3 y 4.

5

Las raices son: 21g0; 2900; 21620, 22340 Y 33060

e) 31—-i = 3\/\/53153 = Q/Ew = Q/Elospmoo.k; conk=0;1y 2

Las raices son: §/2105; /2 226 y 8235

[1-i .
f)31+i:34/—|:3 :|_2700 :1M:190°+12m-k;conk:0;1y2
3

Las raices son: lop; 1210 Y lazoe

0) 4l+i= ‘{/\/5450 = %/5%46(” =8 21015 cop.;CONK=0; 1 2 y 3.
Las raices son: E{/5110 155 2/51010 15 5 E{/51910 15y %281" 15",

h) 4 _§+%i =4Lise =Lisp . 0004 ;conk =0;1;2y3.

4
Las raices son: 1s7s; lizzse; 12175 Y laozse

')g/__(algoo Log.aep-k =lip o001 CONK=0,12;34y5.

6

Las raices son: liso; 17se; ligse; liose; losse Y laise

-5_-_5
)] %f% :%/5-:3100 =1p . 360k =l CONKk=0;1y2.
3

Las raices son: 1o lioee Y Loace.
12. El célculo de las raices se describe a continuacion y la representacion grafica puede verse en los dibujos.

. C1e 9 A Cc=(1,120° B =(1;60°)
8[1=810 =15, 5.« =lew.;CONKk=0;123 4y5.
6
Las soluciones son: 1o, leoe; 11200 ligoe; loace y 13000
: _ A= (1;0°)
Graficamente obtenemos los vértices de un hexagono -
regular centrado en el origen de coordenadas. D=(1:
F =(1; 300°)
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b) 3/—1=3Lgs = 1180’+360° k =Lew.1op sCONKk=0;1y 2.

3
Las soluciones son: lee; ligee Y Laoge.

Gréficamente obtenemos los vértices de un tridngulo
equilatero centrado en el origen de coordenadas.

B=(1; 1480°

C) 4V16i =14 16900 = 290°+360’-k = 222150' +90°'k; con k = 0, 1, 2 y 3
4
Las soluciones son: 22255 211250 220250 Y 229250 =(2: 112.5°
Gréaficamente obtenemos los vértices de un cuadrado

centrado en el origen de coordenadas. 2 2259

>
va

(2 292.5%)

; 108°)
Nh(z 36°)
)/(2 324)
; 2452°)

d) %/_ 32 = §/32180’ = 2180, 360k = 222,5°f + 900k CON k=0,123y4.
Las soluciones son: 23g; 21080, 21800, 22520 y 23240

Gréficamente obtenemos los vértices de un pentdgono
regular centrado en el origen de coordenadas.
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e) ?\’/_ 271 = %/272701 = 3270’+360’-k :190°+120’-k; conk =0;1 y 2.
3
Las soluciones son: 3ge; 32100 Y 33300

Gréficamente obtenemos los vértices de un tridngulo equilatero centrado en el origen de coordenadas.

(3; 330°)

13. Sustituyendo en la ecuacion original cada una de las raices, operamos y obtenemos:

a) (2+3i)2-8-(2+3i)+13=(-5+12i) — (8 + 12i) + 13=(-5-8 + 13) + (12— 12)i = 0
(2-3i)2-8-(2-3i)+13=(-5-12i) - (8- 12i) + 13=(-5-8+13) + (- 12+ 12)i = 0

b) 2+3i)*-3-(2+3i)?+9-(2+3i)+13=(-46+9i) - (-15+36i) + (18 + 27i) + 13 =

= (-46+15+ 18+ 13) + (936 + 27)i =0

(2-3i)°~3- (2+-3i)2+9 - (2-3i) + 13=(- 46 - 9i) — (- 15- 36 i) + (18 - 27i) + 13 =

=(-46+15+18+13)+(-9+36-27)i=0

14. Toda ecuacion de segundo grado se puede construir del siguiente modo a partir de sus soluciones:
22-S-z+P=0

siendo S la suma de sus soluciones y P el producto.

{S=i+(—i):0 )
a) ] ) - = z2°+1=0
P=i-(-i)=-1"=1

S=(2+2i 2-2i)=4
{ (2+2) +(2-2]) = 2°-4z+8=0

P=(2+2i)-(2-2i)=8

S=(2+3i 2-3)=4
{ (2+31) + ) = 722 -4z+13=0

P=(2+3i)-(2-3i)=13
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d){245°=‘/§+‘/Ei {Sz(ﬁJ”/Ei)Jr(ﬁ_ﬁi)ZZE = 22 -2J2z2+4=0

231502\/5_\/Ei - P:(\/E+\/§i)'(\/§—\/§i)=4

15. Las soluciones de las ecuaciones son:

1+ /-3 _1+43i Zo =~

1
a)?+z+1=0 = z= = = 2
1
2

2 2

b)2-622+102-8=0 = (z—-4)-(2°-22+2)=0 = z,=4;z2,=1+iyz,=1-i

0)z*+1=0 = z=4-1=41sp =Lligp. 0.k =Llusrso0.« CONKk=0;12y3.
180+ 360k

Dando valores a k, obtenemos: zo = 1sse; 71 = 113s0; 22 = 12250y Z3 = 13150,
2+ +2+22+2+1=0 =

V3 .

. 1
= (Z+1)'(Z4+22+1):0:> Z:—:L‘22=_%+7|E]_1203; z =_E_

Resolviendo las ecuaciones de segundo grado, obtenemos:

20 =11soe; Z1 = Leoo; Z2 = Loawe; Z3 = Liooe Y 24 = L3000

0)2-64=0 = 7=864=8/64p =200, 300« =260« CONKk=0;1;2;34yb5.

6

Dando valores a k, obtenemos: Zo = 200; Z1 = 260"; Zo = 21200; 73 = 20400 Y Zs = 2300.

f)z*+81=0= z=4%4-81=48l,, =350.360.k = us.op.x CONKk=0;12Yy3.
180+ 360k

Dando valores a k, obtenemos: zo = 34s0; z1 = 31350} Z2 = 32250y Z3 = 3a1se.

16. Las soluciones de las ecuaciones son:

SRV N BV B

1
2
2 2 1
2

Q)22+z+1=0 =z =
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V12 + [12 —16 + 2i z =3+i=2.,
b)2-122+4=0 =z = =2J§_2I:J§ii =S %

2 2 22:\/5_ I =255
—i+4i*=8 —i+.-9 —ij+3i . =i=1.
C)Z+iz+2=0 =z = = _-1£3 - {7 90
2 2 Z,=—21=2,0
28 £ ,/784 — 108 + 22 =27
d)z6-2823+27=0 =7° = :28_26: !
2 2 23 =1
Para cada una de las soluciones anteriores:
=27 = z:"'i/f:32700 =30k = Zy =3¢ 2, =350 Y Z, =30

=1 = Z:%/i:vloo =loo = Zo=Les Zi=Lie Y7, =1y

3 _ 1 _ _ _ _ . _ _
e)Z+1=0 = 3-1=3/L5p =345, 360k =lowr120.k = Zo =Lgps 23 =Ligp ¥V 2, =150

3

2-64i=0 =
= 3/64i =364, =

490°+360’ kK = 430°+12(.‘P-k = = 4300; Z, = 41500 yz,= 42700
3

17. Las demostraciones quedan:
® (cos o+ isen a)?=(cos?a—sen?a)+ (2 sen o cos o) i =cos2a+isen2o =

cos 2a = cos? a — sen® «
sen 2a =2 sen o - CoS &

® (cos o+ isen a)* = (cos* a + sen* o — 6 cos? a - sen? a) + (4 sen a cos® o — 4send a - CoS a) i =

. cos 4o = cos* a + sen* a — 6 cos® « - sen’ a
= CoS 4a +15enda = . .
send4a =4 sen a -cos” o —4 sen’ o - CosS «

18. Las soluciones de las cuestiones son:

(@a+bi)+(c+di)=5-3i a+c=5 a=4 (a=4
a+bi. . b+d=-3 b=—4 b=1
a) - imaginario puro = — 0
c—di bd +4c =0 c=1 c=1
a=4 a=4 d=1 d=-14
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Los nimeros complejos son: 4 —4iy1+iobiend +iy1-4i.

b) Sea z el nUmero complejo buscado. Se cumple: — =—Z

De aqui obtenemos que z> =-1; z= *i.

c)Seaz=a+hi #0.Se cumple: 2> = Z.

De aqui obtenemos:
. . a’-b’=a
(a+bi) =a-bi =
2ab=-D

Resolviendo el sistema anterior obtenemos los nimeros complejos:

V3. 1 /3

2=1; 2= ——+—1;23= ————I

2 2 2

ACTIVIDADES-PAG. 152

19. Queda:
37 =51 = 7=125i° = 7z =—125i

Las otras raices son:
%/_ 125i = %/1252700 = 590° 20k =

. -5/3 5.
= Z, =540 =51; Z; =5, :T_EI:
20. a) Las potencias sucesivas son:
z=1+i=(2), 22 =L +1i)? =2i =2,
2t =(L+1)* =4y 2° =(L+1)° =(42) 556

2/ =(1+D) =@V2)ys 2" =(L+1)" =164

Z, = 5330° =

2° =1 +1)° = (2V2),4

2° =(L+1)° =8,

Los afijos se encuentran en una espiral que se aleja del origen de coordenadas.
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(2.53; 135]3 2, 90°)
; . (1.41: 457
@ 1807, o (16;07)
(s.ea‘gézs":)\ !
e s e e
. . . 1 3.
b) Las primeras potencias del complejo U = Z+ TI son:
2
=1+ﬁi=(1) O E R 1)
4 4 2 ) oo 4 4 4 )0
3 4
., (1 3. 1) . (1 3. 1)
uw=—+—I| =|= u' =|=+—I1| =|—
4 4 8 )50 4 4 16 ),
5 6
s (1 43, 1) s (1 43, 1)
w=|-+—i| =|— uw ==+ —i| =|—
4 4 32 )30 4 4 64 )50
7 68
. (1 V3. 1 ) s (1 3. ( 1 )
u' =|=+—i| =|— uw=|=-+—i| =|—
4 4 128 ), 4 4 256 ) 4500

Los afijos se encuentran en una espiral que se acerca del origen de coordenadas.

(025,120 -~

v

1
1
I
1
]
|
1
|
|
|
|
I
1
1
|
1
|
-

(0.13; 180%)

04
0.35 -

03 -7

0.25
02

0.15

0.05

20%)
s (0.02; 07)

=0

r

T ” 05:607)

-0.15

0

-0.05 [} 0.05
.

(0.03; 300°)

01
~ <y 005
(0.06; 240°)

02

0.25
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. . . 3 1.
¢) Las primeras potencias del complejo w = 7+ EI son:

V3 o1 , (3 1.

= —+ —I —1300 W ==+ _I =160°
2 2 2 2
IR oY

W3: 74‘5' =1900 W4 = 7+E| :].1200
N NN

W5 = 74‘5' :1150) W6 = 74‘5' :]'180"

(11207 - - 44" goi)\ (1;60%)

Los afijos se encuentran sobre una circunferencia de . \\\ -
centro el origen de coordenadas y radio 1. (; 15, 051 £11.20)

:‘" \,‘

(1;180°) | o \
15 M 05 0 05 i 15
\‘ ]'
(1: 210")b‘\ -0.5 1 ///
~ \.\ . ) _ . e
(1, 240°) -7
21. Los Vvértices del primer pentagono regular son: 2o
218"; 2900; 2162"; 22340; 2306° 21690 1 2180
Las coordenadas cartesianas de los vértices son:
(1.90; 0,62); (0, 2); (—1,90; 0,62); (—1,18; —1,62); (118, -1,
29340 23060
21080
5 Los vértices del segundo pentagono regular son:
36°
2180q 236"; 2108"; 21803; 2252"; 2324°
Las coordenadas cartesianas de los vértices son:
23940
T (1,62;118) (- 0,62; 1,90); (— 2, 0); (— 0,62; —1,90); (1,62; — 1.18).
29500
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22. Los vértices del cuadrado son:
290"; 21803; 2270’; 2O"'

Las coordenadas de los vértices son;
(0, 2); (- 2,0) (0, - 2); (2, 0)
23. La solucion queda:

e Se obtiene el numero complejo girado 90° es decir, si el nimero complejo tiene como afijo (a, b)
obtenemos, al multiplicar por i, el nimero complejo de afijo (- b, a).

e Al dividir por el numero complejo i, se obtiene el mismo numero complejo girado 270°.

a + bi =b — ai. Su afijo es (b, a).
|

24. Los vértices del cuadrado son: (3, 4); (-4, 3); (-3,-4) y (4, - 3).

25. Quedaria del siguiente modo:

Sea el complejoz=a+bi.

Su modulo es ;:i
1 1 a b . az +b? |z|
— = - = — | s
z a+bi a*+b* a*+b?

-b
Su argumento tg & = — (es el opuesto del argumento de z)
a

Graficamente el inverso de z se obtiene por una homotecia de razén k = ﬂ y angulo (- arg z).
z

26. Los Vértices de la figura se obtienen de la siguiente expresion:

3\’/_ 64 = S{/641803 = 4180’ +360°K :4600 +120° K = 4600; 4180’; 4300°

3
Calculamos el lado L mediante el teorema del coseno:
L2=42"+42_2.4-4-c0s120° = L=6,93u.

El perimetro mide 3 - L = 20,78 u.

3
Eldreaes A= —— % = % L? =20,78 2.
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27. La solucion queda:

+4=0 = Z=41/—4=41/41800 Z\/EM :\/_45°+90°K

Los vértices son: \/5450 =1+1i; «/51350 =—1+1i; \/52253 =-1-1i;

28. Sean los complejo (a+ b i) y (a—bi). El tridngulo que se forma es el de la figura.

Para que sea equilatero se debe cumplir que /a® + b? =2b.

Para que su area sea 2/3 se debe cumplir 2b2' a =243,

Resolviendo el sistema obtenemos:

a?+b®>=2b a® =3b’ a=++6
g =
ab = 243 ab =23 b=++2

Los complejos son: (\/€+«/§i)y(\/€—x/§i) 0 (—\/g—x/ﬁi)y(—\/6+«/§i).

29. a) Calculamos el lado L del pentdgono mediante el teorema del
COSeno:

L2=22"+22-2-2-2-¢c0s72° = L=235u.
El perimetro mide 5 - L = 11,76 u.

Calculamos la apotema:

cos 36° = a_2p = ap=2-c0s36° =162 u.

11,76 - 1,62

El reaes A = =953 u?

b) Calculamos el lado L del hexagono mediante el teorema del coseno
L2=22"+22-2-2-2-c0s60° = L=2u.
El perimetro mide 6 - L =12 u.

Calculamos la apotema:

V239 =1—i
&
(&,
5 5 b
0 a
b
{g,—4

200

C
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cos 30° = a_; = ap=2-c0s30°=173u.

12 -1,73

El dreaes A = =10,38 u?

c) Calculamos el lado L del octégono mediante el teorema del coseno:
L2=22"+22-2.2-2-c0s45° = L=153u.
El perimetro mide 8 - L = 12,25 u.

Calculamos la apotema:

C0s 22,5° = a_2p —  ap=2-c0s225° =185 u.

=11,32 u?

El d&reaes A= w

ACTIVIDADES-PAG. 153

a) Las soluciones de la ecuacion z’ = 1 son:

2'=1=2=71, = z=1;,,4, CONk=0,1,2345y6

7
Las siete soluciones son: z, =1,, z, =1,,, 2, =1,,,2; =1,
7 7 7 7 7 7

b) Hallamos las raices del polinomio 722 — 27 cos (27”] + 1, es decir, las soluciones de la ecuacion
722 -2z cos(z—”j +1=0.
7
Las soluciones son:
2 cos [Zﬁj + \/4 cos’ (2”) -4 cos (2—”) + 1 sen (2—7[) =1, =17
7 7 2 | . 2 7 7 =
=CoS|— |*+isen | —
7 7

2 ) (2@ . (27;)
cos| —|—t1sen|—|=1,,, =1
! [

Observamos que coinciden con las soluciones z; y zs de la ecuacion z’ = 1.

7 =

Los otros factores cuadraticos con coeficientes reales son:
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(2-22) - (2-25)=22—(22+25) 2+ 22 - 25= 2% — 22 cos(%)Jrl
— 2 _ 2 671'
(z—23)-(z-24)=2°—(z3+23) 2+ 23-24= 2° — 2Z COS E2 +1

¢) La factorizacién buscada es:

Pr(2)=72"-1=(z-1) - [22 -2z cos(%)+l} .

(22 — 27 c0S (477? + 1) : (22 — 27 coS (67”] + 1]

Las siete raices del polinomio P7 (z) = z’ — 1 estan situadas sobre
la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio .
unidad, y son los vértices de un heptagono regular. !

Todo lo anterior puede verse en el dibujo.

d) Las factorizaciones de los polinomios Py (z) = z"— 1 con n impar son:

Ps(@)=2"-1=(z-1) - (Z+z+1)

et st [ ()] [ -]
Pr(9)=2"-1=(z-1)- [22 - 2z 005[27”J+1j : (22 ~2z 003(47”)+1) : [22 -2z cos(67”j+lj

Ph(2)=2"-1=(z-1)- (22 -2z cos[z—”J+1] L (22 ~ 22 cos[—(n _nl)”j+1]

n

Las factorizaciones de los polinomios P, (z) = z"— 1 con n par son:
P(2)=2>-1=(2z-1)-(z+1)

Pi(2)=2-1=(2z-1)-(z+1)-(22+1)

Pe()=2°-1=(z-1)-(z+1)- (Zz -2z cos[%)+l} : (22 -2z cos(%)+l}

Pe(2)=2°-1=(z-1) - (z+1)- (22 -2z cos[%)+l} (2+1) - [zz -2z 003(37”)+1J
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Pn(z)=z“—1=(2—1)'(2+1)'( -2z cos[znj+1) (22 - 27 cos(%)+l}

e) Las factorizaciones de los polinomios Q. (z) = z"+ 1 con n impar son:

Q:(@2)=2+1=(z+1) (z22-z+1)

s s3] (3]
Q7(Z)=Z7+1=(Z+1)- (22 — 27 COS[%)-FJ.] . [ZZ _ 27 003[377[)"'1) ( _ 27 COS(57}+1]

()=2"+1= (Z’fl)[l2 ~ 2z cos (%) +1j (22 — 2z cos (%) +1j...(z2 — 2z cos [—(n _nz)”] +1j

Las factorizaciones de los polinomios Qn (z) = z" + 1 con n par son:

Q@)=22+1

Q(2)=z*+1= 22—22008(%j+1 22— 22c0s[ 3] 41

Qs (0)=2°+1= zz—chos(%j+1 22 —22c0s[ 3] 41 -(22—22003(%)+1j

Qs(2)=2%+1= zz—chos( j+1 22 — 22 cos[ZE ) 41 -[ZZ—ZZCOS(%)+1]-

. ( -2z cos(7—j+1J
8
h(2)=2"+1= (22 _ 27 COS(%) _,_1} ) [ _ 27 COS(3n j"'lj (Zz _ 97 COS((n —nl)lz'j +1J
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f) Las raices de los polinomios P, (z) = 2" - 1y Q, = z" + 1 estan situadas sobre la circunferencia con centro
en el origen de coordenadas y radio unidad, y son los vértices de poligonos regulares.

En los dibujos pueden verse las raices de los polinomios Ps = 28 — 1y Qs = 2 + 1, respectivamente.

1z
127;/_\ 1§ 2
Lz L3
1, Lo
17T 1117’
6 6
1% \_/ 1%
15
7
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UNIDAD 7: Geometria analitica en el plano

ACTIVIDADES-PAG. 154
1
1. Elvalordeaes a = — g

2. Las ecuaciones de las rectas son:
ax+y-7=0
b)x-y+3=0

3. El baricentro de un triangulo de vértices A (X1, Y1), B (X2, y2) ¥ C (X3, y3) tiene de coordenadas:
Gz[xl+xz+xs y1+y2+y3j

3 3

En nuestro caso queda G = (— % ?j

4. Calculemos las longitudes de los lados del triangulo:
d(P,Q)=+32=442 d(P,R)=6 d (Q, R) =20 = 24/5

El perimetro mide:
Perimetro = 4+/2 + 6 + 2./5 = 1613 u. |.

ACTIVIDADES-PAG. 169

1. Podemos resolver el problema mediante ecuaciones, pero es un camino muy complicado. Intentaremos
representar la situacion:

Finca grande Finca pequefia
3 3 3 3 3 3
b A — \ — S ]
Y dia ¥ dia 14 dia media cuadrilla Sin segar
toda la cuadrilla media

cuadrilla

Superficie finca grande = x Superficie finca pequefia = %

Las condiciones del problema nos muestran que si toda la cuadrilla trabajé durante la mitad del dia en la
finca grande y solo la mitad de la cuadrilla el otro medio dia. Entonces la mitad de la cuadrilla vendimid la

tercera parte de la finca grande en medio dia, es decir, % Luego en la finca pequefia durante media dia
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vendimiaron el equivalente a la finca grande, es decir, % = 2X6’ luego quedd sin vendimiar % de la

finca pequefia que la vendimi6 un trabajador al dia siguiente.

Si un trabajador vendimia % en un dia y se vendimiaron el campo grande 3% mas el pequefio

(3% - %) todos los trabajadores en 1 dia, entonces el primer dia se hicieron:
3X 33X X 6x 2x 8x X
—_ | — — — =——|——=—=8-—
3 6 6 6 6 6 6
Es decir, en la cuadrilla habia 8 vendimiadores.

2. Hay que ver que x*> —1= 12.

x—1:éyx+1zi
x> =(x-1)-(x+1) = Alserxprimo>3 = 0

x—l=iyx+1:é

En ambos casos, X> —1=3-4=12.

3. Hacemos el siguiente diagrama:

Paginas
numeradas 1-9 10-99 100 - 999 1000 - 1025
Digitos
usados 9 180 2700 100
Total digitos 9 180 +9 180 + 9 + 2700 = 2889 2889 + 100

En total hacen falta: 2889 + 100 = 2989 digitos.
100 digitos son 25 paginas, entonces hacen falta 999 + 25 = 1024 péaginas.

El libro tiene 1024 paginas.

4. Por medio de ensayo y error dirigido se obtiene:
e Con la informacion referida a los Reyes (R) y las Damas (D) llegamos a que puede ser RDD o DRD.

e Con la informacion referida a los Corazones (C) y las Picas (P) llegamos a que puede ser PCP o
PPC.

Juntamos los resultados obtenidos y Ilegamos a que la solucion es: Rey de Picas — Dama de Picas — Dama de
Corazones.
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1. Procedemos como en el apartado de vectores en el plano y operaciones entre ellos y obtenemos:

2. Seguimos los pasos:
a) Repite los primeros apartados de la construccion de vectores.
b) Con la herramienta Angulo, dibuja el angulo entre los dos vectores.

c) Arrastra el punto B o el punto C y observa como varia el valor del &ngulo.

B =(4,3)
v=(2 -1)
C=(6,2)

2 1 AHXO,0M 2 3 4 5 6 7 8

116 |



=

SOLUCIONARIO

EDlItEI Matematicasl
3. i) Los pasos a seguir son:
a) En el Campo de Entrada introduce los puntos P=(3,4)y Q =(-2, 6). .Q\
d=5.39
b) Dibuja el segmento PQ y muestra su valor. También puede dibujarse
el vector de extremos P y Q y determinar su longitud. P
¢) Arrastra el punto P o el punto Q y observa cémo cambia el valor de la
distancia.
4 3 2 o 1 2 3 4

ii) Seguimos los pasos indicados:
a) En el Campo de Entrada introduce larecta r = 3x + 4y = 12.

b) Arrastra el origen de coordenadas para dejarlo como
aparece en el dibujo. 8

c) En el Campo de Entrada, introduce el punto P = (7, 8)

Yy muestra su valor. I3+ dy = 12

d) Dibuja una recta perpendicular desde P a r. Halla el
punto Q, interseccién de las dos rectas.

e) Oculta la recta perpendicular. Dibuja el segmento PQ
y muestra su valor.

f) Arrastra el punto P o haz doble-clic en la Ventana

Algebraica sobre la recta, y modificala y observa como
cambia el valor de la distancia.

iii) Realizamos las etapas que siguen:

a) En el Campo de Entrada introduce las rectas rl: 4x + 3y = 12 y:

y
r2: 4x + 3y = 20.

b) Dibuja un punto P sobre la recta rl. Traza la perpendicular
por P a la recta r2. Halla el punto Q, interseccion de las dos
rectas.

c) Oculta la recta perpendicular. Dibuja el segmento PQ y
muestra su valor.

d) Arrastra cualquiera de la rectas, el punto P 0o haz doble-clic -4
en la Ventana Algebraica sobre la rectas, y modificalas y
observa como cambia el valor de la distancia.
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ACTIVIDADES-PAG. 172

1. a) El extremo del vector es el punto de coordenadas (8, 4).

b) El origen del vector es el punto de coordenadas (4, - 8).

2. Las soluciones de los diferentes apartados son:

2) ‘\7‘:/2_6 : \W‘:s; ‘ﬁ‘le

.- .. 5 o
b) cos (V,W):%; COS (V,U):13?/52_6: \/2_6 ; COsS (W,U)=§
o) v, w)=48° 10" 47 (v, u)=11018 36" (w, u) =590 29" 23"

d) v+ w+u=(3 20
e)3v =3 (L, 5)=(3, 15).

f) Un vector normal a W= (-3 4)es n (4,3).

3. La solucién de cada apartado es:

A v-w=|v -‘Vv‘-cos(&, W)=4-6cos 45° =12 y2 =16,97

- —

b)v-W:\7

-Vv-cosQ,Vv:3-3-cos60°:g=4,5
] -cos . ) .

O V-w=(3 —4) (-12,—5) = —16

d) v-w= (=3, 4)- (15, — 20) = — 125

4. Existen tres soluciones que son los puntos D1 (2, 4); D2 (- 4, - 2) y D3 (4, 0).

5. Hay dos valores posibles: X1 =-3cony1 =9y x2=-3cony,=-9.
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: (2 V2 J2. 2
6. Las soluciones son los vectores unitarios PR y|l——, ——|.

7. La demostracion aparece a continuacion:

Como Vv y w son unitarios, entonces |V

=‘Vv‘=1.

Calculemos el producto escalar de (v + w) por (Vv — W):

@aw-(vow)=v-v-wow=|v[ —|w]*=o0.

Al ser su producto escalar nulo, podemos decir que son ortogonales.

8. El vector que une los vértices Ay B es \E =(3, - 4).

Mediante los vectores perpendiculares y paralelos al vector v, =(3, — 4) obtenemos las dos soluciones del
problema como se observa en el dibujo.

6.

F=(1,-4)

Cualquiera de los dos cuadrados tiene de lado 5 unidades y de area 25 uc
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9. Las ecuaciones de las rectas aparecen en la tabla:

Ecuacion Ecuaciones Ecuacion Ecuacion Ecuacion
Vectorial paramétricas continua general explicita

a | xY=@4-2+t(-1,3) | (x=4-t X—4 y+2 y=-3x+10
y=—2+3t -1 3 3X+y-10—0

b) U= (4 6) {

X=—2+ 4t x+2:y+5 y:§x—2
xy)=(-2,-5+t(4,6) | [y=-5+6t | 4 6 |X-2y-4=0 5
G:(1,3) X=—3+t x+3:y—4 ) i
X (X, y)=(-3,4)+t(1,3) {y:4+3t 1 3 3x-y+13=0 y=3x+13
(X, ¥)=(0,0)+t(1,1) X =t X_y X-+y=0 y=x
¥ y=t 1 1
u=(20) x=1+2t | x-1_y+3 y+3=0 y=-3
e) (X!y):(11_3)+t(2,0) y=— 2 0

10. Dos puntos de esa recta son P (0, 4) y Q (4, -2). Un vector director pude ser \71 =(4,-6)o

v, =(2.-3).
Con estos datos obtenemos las ecuaciones:
X = 2t
Ecuacion vectorial: (X, y) =(0,4) +t-(2,—3)  Ecuaciones paramétricas: { 43t
y=4-
. . X -4 . . 3
Ecuacion continua: — = y_3 Ecuacion explicita: y = — > X+4

11. Las ecuaciones de las rectas pedidas son:

e Eje OX: Pasa por el punto (0, 0) y uno de sus vectores directores es V= @ 0).
La ecuacion serd: y = 0.

e Eje OY: Pasa por el punto (0, 0) y uno de sus vectores directores es V= 0,7).
La ecuacidn sera: x = 0.
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e Bisectriz 1°" y 3* cuadrante: Pasa por el punto (0, 0) y forma un angulo de 45° con el eje OX, es decir:
m =tg 45° = 1.

La ecuacion sera: y = X.
e Bisectriz 2° y 3° cuadrante: Pasa por el punto (0, 0) y forma un angulo de 135° con el eje OX, es decir:
m=tg 135°=-1.

La ecuacion sera: y = - X.

12. La posicidn relativa de los pares de rectas es:

a) Secantes b) Coincidentes c) Paralelas

ACTIVIDADES-PAG. 173

13. Los vectores directores y normales son, respectivamente:
au=(—-34)yn=(473)

b) u=( 4) yn=(4 -1
Ou=(-13)yn=(31)

du=@1-1yn=(1)

14. Los angulos de las rectas son:
a) 0° b) 81°52" 12" c) 90°

15. Los valores del pardmetro a en cada caso son:

2 3
) ) 3 ) 2

16. El perimetro del rectangulo mide 30 unidades lineales.

17. La distancia del punto A (3, 2) alarecta r:5x-12y -4 =0es:

3-12-2-4
d(Ar)= -3 |=g=1unidad lineal .

/5% + 122

18. La longitud del lado del cuadrado es la distancia que separa a las rectas paralelasr: 4x +3y -5=0y s:
8x+6y+7=0.
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Esta longitud es la distancia entre el punto P (2, - 1) perteneciente a la rectar, y la recta s:

8-2+6-(-1)+7
d(P,s):| i ()+|—£=1,7.

Jgt+e2 10

El area del cuadrado es 1,72 = 2,89 unidades cuadradas.

19. Las rectas pedidas son:

a) Paralela: 7x —2y =0 Perpendicular: 2x + 7y =0
b) Paralela: 3x +y+1=0 Perpendicular: x -3y +7=0
c) Paralela: 5x + 2y -23=0 Perpendicular: 2x —5y + 14 =0

20. El punto de interseccion es (-2, 3). Larectaesx -y +5=0.

21. El valor de m en cada uno de los apartados es:

. -3 -6 _. .
a) El valor de las pendientes de las rectas es m;, = s y m, = —. Si son paralelas las pendientes
- m
deben coincidir:
-3 -6
m=m = —=— = m=-10.
-5 m
. - -6 . .
b) EIl valor de las pendientes de las rectas es m;, = = y m, = —. Si son perpendiculares sus
- m
pendientes cumplen my - my = - 1:
-3 -6 18
m-m=-1 = ——=-1 = m=—.
-5 m 5

¢) No existe ningun valor de m para que sean coincidentes.

d) Si el punto P (6, 5) pertenece a la recta 6x + my = 1, se cumplira: 36 + 5m =1, es decir, m=- 7.

22. La recta mediatriz es 5x —4y + 9 = 0.

23. El puntoes P (3, -4).

24. El punto de la recta que equidista de los dos del enunciado es (0, 4).

25. El punto proyeccion es (0, - 2).

26. El punto de la recta 2x + 3y — 13 = 0 mas cercano al origen de coordenadas es (2, 3).
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ACTIVIDADES-PAG. 174

27. a) Laecuacion de la recta que pasa por los vértices A (- 3, 2) y B (1, 6) es:

= y-2=Xx+3 = y=X+5 = Xx-y+5=0

La mediatriz del lado AB pasa por su punto medio M (- 1, 4) y es perpendicular al lado AB. Su ecuacion es:
y—4=-(x+1) = y=-x+3 = XxX+y-3=0.
b) La mediana desde C es la recta que pasa por C (4, - 3) y M (- 1, 4). Su ecuacion es:

y+3 x-4

7
= = +3= Xx—4) = 7x+5y-13=0.
4+3 -1-4 y ( ) Y

5

c) La altura desde el vértice C (4, - 3) pasa por este punto y es perpendicular a la recta AB. Su ecuacion es:
y+3=-(x—-4) = y=-x+1 = X+y-1=0.

El punto, P, de corte de la altura con el lado AB es la solucién del sistema:

-y=-5 =-2
Xy = X = P(-273).
X+y=1 y =3

28. La solucion queda:
a) El simétrico del punto B (2, 5) respecto del origen de coordenadas es B” (- 2, - 5).

b) El simétrico del punto A (4, - 1) respecto de larectax + 2y —7=0es A" (6, 3).

29. Las respuestas son:

a) Todas las rectas paralelas a la dada tiene por ecuacion 3x + 4y + K = 0. Basandonos en esto, calcularemos
el valor de K que cumpla las condiciones dadas.

Tomamaos un punto de la recta 3x + 4y — 1 = 0, por ejemplo P (- 1, 1), entonces:

|3-(—1)+4-1+K|:3 N @:3 L K4l-15 = {K:14

3+ 42 K =16

Hay dos rectas paralelas que disten 3 unidades de la dada y son las rectas de ecuaciones:

3X+4y+14=0 3X+4y-16=0
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b) Todas las rectas perpendiculares a la dada tiene por ecuacién 4x - 3y + K = 0. Si distan 6 unidades del
origen de coordenadas, se cumplira:

K =30
K=-30

4-(0) -3 -0+ K| K|
=6 = —
VA% + (=3)° 5

Hay dos rectas perpendiculares que disten 36unidades del origen de coordenadas y son las rectas de
ecuaciones:

=6 = |K|=30 = {

4x-3y+30=0 4x-3y-30=0
30. El vértice C es el punto C (4, 8) y el area del tridngulo isdsceles es 13 unidades cuadradas.

31. Las coordenadas de los puntos notables son: ortocentro (— 2, —%) circuncentro (4, %) y
baricentro (2, 2).

Puede comprobarse que los puntos anteriores estan sobre la recta de Euler, de ecuacion 4x — 3y — 2 = 0.
32. Los vértices Ay C son los puntos A (0, 7) y C (8, - 1).

33. El vértice C por pertenecer a larectaes C (a, - 3—a).
base =d (A, B) =5

< base -altura
Area=——>—" lura = d (C, 1) = 2=
altu = , = |——
SR
Operando:
_ a=20 C (20, -23
6=1.5.2% - ja-g-12 = = C )
2 J5 a=—-4 = C(-4,1)

34. La solucion queda:
El punto C, por pertenecer a la recta, sera de la forma C (a, - 2a — 2).

A la vista del dibujo se debe cumplir:

_—

Ve V=0 = (a-3-2a-2:(-23)=0 =  2x+y+2=0

— a=0 = C(0,-2). s \ =

carretera
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35. Los Vvértices del paralelogramo buscado son: A (4, 6); el punto B es el punto en el cual se corta la recta y
=5x + 2y laparalelaax+ 3y + 10 = 0, pasando por A (4, 6).

Es decir:

{y:5x+2 —~ B(7)
X+3y—-22=0

{y:5x+2 S C(1-3
X+3y+10=0

=5Xx —14

y — D(2,4)
X+3y+10=0

El area vale 32 unidades cuadradas.

36. El vértice C estd en la interseccién de la recta perpendicular a AB por B y la bisectriz del 4° cuadrante.

V—AE; = (4,—-4) = larecta perpendicular tiene por vector w =(4,4) ypasaporB (7,1) =

_ - X+y=0
= x=r_y-1 = X-y-6=0 = y = C 3 -3).
4 4 X—y-6=0
5 A=(3,5)
. . 4
El vector Vy. = (-4, —4) es paralelo e igual a V,; , s
luegoD (-1, 1)
Area del rectangulo = base - altura=d (B, C) - d (A, B) = D=(1,1 A=
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
= 42 + 42 . [4% 1 (—4)? =321, .
-3 C=(3-3)
-4 x+y=0

37. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos M (0, 4) y N (3, 0) es:

y-0 x-3 4
s ~_2 - =——(X—-3) = 4x+3y-12=0
4-0 0-3 y 3( ) y

Como el lugar de la estacion, punto P, estd a la misma distancia de M y de N, este punto estara en la
mediatriz del segmento de extremos M y N. La ecuacion de la mediatriz es la recta perpendicular a la recta

gue pasa por Ay por B, que pasa por el punto medio del segmento de extremos My N, Q(g 2} :
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3 7
Sea P (a, Za - gj un punto cualquiera de la mediatriz, su distancia al punto Q serd 10 km. Imponiendo

esta condicion obtenemos:

3Y (3. 7 .Y
d(P,Q)le = \/(a—EJ +[Za—§—2) =10

Elevamos al cuadrado y operando, obtenemos la ecuacién 100a% — 468a — 5727 = 0. Las soluciones son:
a=10,26 ya=-5,58.
Con las soluciones anteriores obtenemos dos posibles ubicaciones de la estacién de distribucion:

P1 (10,26; 6,82) y P2 (- 5,58; - 5,06).

ACTIVIDADES-PAG. 175

Existe una amplisima bibliografia sobre la relacion entre matematicas y arte. Ofrecemos algunos textos
significativos.

CORBALAN, Fernando. (2010) La proporcion aurea. El lenguaje matematico de la belleza. RBA.
Barcelona.

FERNANDEZ, I. y REYES, M. A. (2006) Geometria con el hexagono y el octgono. Proyecto Sur. Granada.

LIVIO, Mario. (2006) La proporcion aurea. La historia de phi, el nimero mas sorprendente del mundo.
Aviel. Barcelona.

MARTIN CASALDERREY, F. (2010) La burla de los sentidos. El arte visto con 0jos matematicos. RBA.
Barcelona.

MEAVILLA SEGUI, V. (2007) Las matematicas del arte. Inspiracion ma(r)teméatica. Almuzara. Cérdoba.
VV. AA. (2005) Geometria en los Reales Alcazares de Sevilla. Junta de Andalucia. Sevilla.
VV. AA. (2009) La proporcién: arte y matematicas. Grad. Barcelona.

VV. AA. (2009) Matematicas en la catedral de Burgos. Caja Circulo. Burgos.

126 |



EDI%EI Matematicasl! SOLUCIONARIO

UNIDAD 8: Lugares geométricos. Conicas

ACTIVIDADES-PAG. 176
1. El lugar geomeétrico es la mediatriz de ecuacion x — 5y + 3 =0.
2. El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices.
Hallamos dos mediatrices:
Mediatriz del lado BC: x -2y +2=0
Mediatriz del lado AB: x-2=0
El circuncentro es el punto (2, 2).
3. Si se corta por un plano paralelo a la base se obtiene una circunferencia. Si el corte es por un plano oblicuo

se obtiene una elipse. La orbita de la Tierra en torno al Sol es eliptica.

4. El vértice de la parabola es el punto (- 3, 1).

ACTIVIDADES-PAG. 193

1. Los pasos a seguir son los siguientes, llamando AB a los montafieros que suben y abc a los que bajan.

1.0 /\ 2.8 /a\
AR abc AB be
3.2 /a\ 4% N
AB be a AB be
52 VAN 6.2 A
a AB be a AB c
7.0 AN 8.2 A\
a ABc¢ ab ABc
N\ 10.2 /D
ab AB < ab AB
11.2 AN 12.2 VAN
ab TAB abe AB

2. Seflalamos las monedas con C y X.

Consideramos el caso que s6lo tengamos 9 monedas. En este caso hay 5
caras, C, y 4 cruces, X.

Si la abeja parte de una moneda marcada con C, puede hacer el recorrido:
CXCXCXCXC

Pero si parte de una moneda marcada con X, no puede: XCXCXC...falta
una C.
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En nuestro caso hay 13 caras C y 13 cruces X. Si la abeja parte de una moneda marcada con C, es posible el
recorrido, pero si la abeja parte de una moneda marcada con X no es posible.

3. La solucién queda:

Sea el numero M el namero inicial. Se cumpliré:
(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 100(x — z) + (z — X)

Si X >z, entonces z — X < 0y hay que escribir la expresidn anterior de la forma:
(x—z-1)-100+100+(z—x)=(x—-z-1)-100+9 10+ (10 +z—x)

La primera cifra de este nimero es: X —z — 1.

La segunda cifra de este nimero es: 9.

La tercera cifra de este nimero es: 10 + z — x.

Observamos que (x —z + 1) + (10 + z — X) = 0, es decir, la primera cifra méas la tercera siempre da 9 y la
segunda también da 9. Luego siempre se cumple el resultado del problema.

ACTIVIDADES-PAG. 195

1. a) Sigue los pasos:
a) En el Campo de Entrada introduce los puntos A= (-9, -2); B=(1,8)y C = (-5, - 10)

b) Con Circunferencia dados Tres de sus Puntos, dibuja s B
la circunferencia que pasa por los puntos A, By C. o (c pr 2= 10
c) Con la herramienta Mediatriz determina el centro Tl
como interseccion de la mediatriz de los segmentos de 2
extremos AB y AC.
-12 12
d) Dibuja el radio DB con Segmento entre Dos Puntos y

llamalor.

e) En el Menl Contextual de los objetos, elige
Propiedades; en la ficha Bé&sico escoge Muestra
Rétulo:Nombre & valor.

f) Arrastra el punto A, B o C y observa como va
cambiando la circunferencia y sus elementos. Todo ello
gueda reflejado en la Ventana Algebraica.

b) Sigue los pasos:
a) Introduce el punto C (3, 2) y larectaa: x — 2y = 5.

b) Traza la perpendicular a la recta a que pasa por C y determinamos el punto A como interseccion de
la recta dada y la perpendicular anterior.
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¢) Con Circunferencia dados su Centro y uno de sus
Puntos, dibuja la circunferencia de centro el punto C y 2 3P (y-2P=T2
gue pasa por el punto A. 4

d) Dibuja el radio CA con Segmento entre Dos Puntos
y llamalo r.

e) En el Menu Contextual de los objetos, elige
Propiedades; en la ficha Basico escoge Muestra 5 4+ 3 2 -
Rétulo:Nombre & valor.

A=(42,-04)

f) Arrastra el punto C y observa cémo va cambiando la
circunferencia y sus elementos. Todo ello queda
reflejado en la Ventana Algebraica.

2. a) Sigue los pasos:
a) En el Campo de Entrada introduce la ecuacién de la elipse, tecleando x"2/25+y~2/169=1.
b) Con los comandos Foco[c] y Vértice[c], dibuja los elementos correspondientes. Obtendras como
focos los puntos A (0, 12) y B (0, -12) y como Vvértices los puntos C (0, -13); D (0, 13); E(5,0) y F
(-5, 0).

c) En el Ment Contextual de todos los objetos, elige Propiedades; en la ficha Basico escoge Muestra
Rétulo:Nombre & valor.

1D=(0,13)

2

(0, 1

E=(5,0)
6 8

C=(0,-13)
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b) Sigue los pasos:
a) En el Campo de Entrada introduce la ecuacion de la hipérbola, tecleando x*y=8.
b) Con los comandos Foco[c], Vértice[c] y Asintotalc], dibuja los elementos correspondientes.
Obtendras como focos los puntos A (4, 4) y B (- 4, - 4); como Vértices los puntos C (2,83; 2,83) y D (-
2,83; - 2,83) y como asintotas las rectasa: x =0y b :y=0.

c) En el Ment Contextual de todos los objetos, elige Propiedades; en la ficha Basico escoge Muestra
Rétulo:Nombre & valor.

4 JATGH

C=(2.83,2.83)

3. a) Sigue los pasos:

a) Introduce el punto F (3, - 2) y la recta
d:y=3.

b) Con Paréabola, dibuja la parabola de foco
F (3, - 2) ydirectrizy = 3.

8 10 1 12 13

c) En el Men0 Contextual de los objetos, elige
Propiedades; en la ficha Basico escoge Muestra
Rétulo:Nombre & valor.

cix?-6x+10y=-4
d) Arrastra el punto F y observa como va
cambiando la gréfica y la ecuacion de la
parabola. También puedes mover la recta
directriz. Todo ello queda reflejado en la
Ventana Algebraica.

E R T T T N - = S T,
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b) Sigue los pasos:

a) Introduce los puntos F=(3,3) y A=(-1,3), siendo V (1, 3) el punto medio de FA. Dibuja el punto V
con la herramienta Punto Medio.

b) Dibuja una recta que pase por A'y F. Traza la recta perpendicular a la recta anterior pasando por A.
Esta es la directriz de la pardbola. Con Parébola, dibuja la pardbola de foco F (3, 3) y directriz la recta
perpendicular.

c) En el Menl Contextual de los objetos, elige Propiedades; en la ficha Bésico escoge Muestra
Rétulo:Nombre & valor.

d) Arrastra el punto F y observa codmo va cambiando la gréafica y la ecuacion de la parabola. También
puedes mover el punto V. Todo ello queda reflejado en la Ventana Algebraica.

c:y?-8x-6y=-17

ACTIVIDADES-PAG. 196

1. Sea P (X, ¥) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir que la suma de los
cuadrados de sus distancias a A y a B deben ser 12 unidades: d? (P, A) + d? (P, B) = 12.

Expresando las distancias: (x — 4)? + y? + x2 + (y + 3)2 = 12.
Operando, obtenemos la expresion 2x? + 2y? — 8x + 6y + 13 =0.

2. Sea P (x, y) un punto geneérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir que sus distancias
a Ay a B deben coincidir: d (P, A) =d (P, B).

Expresando las distancias: /(X — 6)° + (y + 3)% =+/(x = 2% + (y - 5)? .
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Elevando ambos miembros al cuadrado y operando obtenemos: x — 2y — 2 = 0, que es la ecuacién del lugar
geométrico buscado.

Podiamos haber hecho el problema viendo que esta definicion de lugar geométrico se ajusta a la mediatriz

del segmento AB

3. En este caso el lugar geométrico son las bisectrices de las rectas dadas:

x—(1+\/§)y—2\/§=0yx—(l—«/i)y+2\/§=0.

4. La ecuacion del lugar geométricoes (x + 2)? + (y—2)2=820 x>+ y?+ 4x — 4y - 56 = 0.

5. En la tabla aparecen los resultados pedidos.

Apartado | Centro Radio Ecuacion
a) (4,5) 6 (x-4)°+(y-5)°=6°
b) (7.1 5 (X-7)*+(y-1)=5
c) (1,-4) 13 (X=1+(y+4)>*=13
d) (1,4 2 (X—1)%+ (y—4)*> =22
e) -2.4 8 (x+2*+(y-4)7°=64
f) (5.2 /68 (X-5)*+(y-2)*=68

6. Las respuestas son:
a) El centro es el punto C (- 3, 4) y el radio vale 4.

b) La ecuaciones (x + 3)>+ (y—4)?=1

7. Latangente en el punto P (4, 0) es la recta 4x + 3y = 16.

La tangente en el punto Q (- 4, - 6), diametralmente opuesto al punto A, es la recta 4x + 3y = - 34.

8. La ecuacion de la circunferencia es (x — 3)2 + (y — 5)? = 42,

La ecuacion de la recta tangente es 5x — 12y + 97 = 0.

9. La circunferencia tangente a los ejes coordenados tendrd por centro C (a, - a) y su radio valdra |a|
unidades. Como ha de pasar por el punto P dado, podemos escribir:

d(C, P) = radio = \/(a +6) + (~a—4) =a
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Operando obtenemos dos circunferencias:
C1 = centro (-3,07; 3,07) y radio 3,07 cuya ecuacion es: (x + 3,07)% + (y — 3,07)? = 3,072

C2 = centro (- 16,93; 16,93) y radio 16,93, cuya ecuacion es: (x+ 16,93)? + (y — 16,93)? = 16,932

10. Las soluciones son:
a) El eje radical es la recta x = 0.

b) La potencia pedida es 52.

11. Los resultados son:

a) La distancia del centro C (- 3, 1) alarecta 8x + 6y + 19 = 0 es:

B3 +6-1+19 1

=_— <2 =radio
8% +6° 10

d

Por tanto, la recta r es secante.

b) La distancia del centro C (-3, 1) alarecta4x -3y + 15 =0 es:

g _[43-31+15 o

—=0<2=radio
V4 +(-3)°
Por tanto, la recta s es secante.
12. Los resultados aparecen en la tabla:
Apartado Focos Semiejes Excentricidad
a) F'(-6,0) F(6,0) a=10,b=8 e=0,6
b) F”(-18,76;0) F(18,76;0) | a=20,b=6,93 e=0,94
) F’(-24,0) F (24,0 a=25b=7 e=0,96
d) F’(-2,83;0) F(2,83;0) a=3,b=1 e =094

13. Los puntos de corte de la elipse de abscisa x =2 son P (2; 4,33) y Q (2; - 4,33).
La tangente en P es la recta 0,72x +y = 5,77 y la normal tiene por ecuacion 1,39x —y = - 1,55.

La tangente en Q es la recta 0,72x -y = 5,77 y la normal tiene por ecuacion 1,39x +y = - 1,55.
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ACTIVIDADES-PAG. 197
14. Las ecuaciones pedidas son:

2 2 2

X2
a) N y_ = ) - y_
100 36 100 64
2 2 2 2
) Y 1 PYEAS A
12 16 676 576
2 y2
15. Se obtiene la elipse de ecuacién reducida — + — =1
169 25

Tiene los focos en los puntos F ~ (- 12, 0) y F (12, 0). Sus semiejes son a = 13 y b = 5; y su excentricidad
vale e = 0,92.

2 2
16. La ecuacion reducida de la elipse es: X + Y _ 1
400 256

La recta tangente a la elipse en el punto P (10, 8\/5) es 4+/3x + 15y = 160+/3.

La recta tangente en el punto Q (10«/5,8\/5) es 4X + 5y = 80+/2

17. Los resultados aparecen en la tabla:

Apartado Focos Semiejes Excentricidad Asintotas
a) F”(-10,0) F(10,0) a=8,b=6 e=125 y =+ 0,75x
b) F"(-13,0) F(13,0) a=5b=12 e=26 y =+ 2,4x
c) F”(-15,0) F(15,0) a=12,b=9 e=125 y =+ 0,75x
d) F”(-10,0) F(10,0) a=6,b=8 e=1,67 y =+133x

18. La ecuacion de esta hipérbola corresponde a una hipérbola equilatera referida a sus asintotas.
Su asintotas son: y =0y x =0. Sus ejesson:y=xe y=-Xx
Para determinar sus focos:

2
%:25 — a’=50 = a=5/2 =c=10 susfocosson:(S\/E,S\/E)y

(-5+/2,-5+/2).
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2 2
19. Laecuacion reducida es — — Yo 1
9 16
Sus vértices son los puntos A” (-3,0) y A (3, 0). 101
Los focos son los puntos F“ (-5, 0) y F (5, 0). &
y=—x
. 4 4
Las asintotas son las rectas: y = §X ey=- §X' +1
La ecuacion de la recta tangente en el punto , _ ,
P(—%, 2jes 4/5x + 3y = — 24,
La gréfica es: ks
20. Las ecuaciones reducidas son:
2 2 2 2
X y X y
Q) — ——=1 by ——=—=1
) 576 49 ) 9 81
16
X2 2 2 2
) S A A A |
10,97 14,03 36 36
2 y2
21. Es la hipérbola de ecuacion — — =— =1
225 64
22. Las ecuaciones de las parabolas son:
a) (y-5?=8(x-1) c) (y+3)°=-20(x+2)
b) (x +2)*=16 (y - 1) d) (x+3)?=-4(y+2)

23. No existe ninguna parabola de eje paralelo a OY que verifique esas condiciones.
Si fuera la ecuacion de una parabola de eje paralelo a OX seria:  x =ay? + by +c.

Imponiendo que pasa por los puntos (6, 0), (12, -1)y (6, 2), obtenemos el sistema:

c=26 a=2
a-b+c=12 = <b=-4
4a +2b+Cc=6 c=256

La ecuacién es x = 2y? — 4y + 6.
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24. Los elementos de la parabola son:
Eje:x=-2. Directriz: y = 5,25

Foco: F (-2; 4,75) Vértice: V (- 2, 5).

25. Los puntos de corte son las soluciones del sistema:

{y=x2 —6X + 4 {P (4, —4)
=
y=—x Q@ -1)

La tangente en el punto P (4, - 4) es larecta 2x —y = 12.

Latangente enel punto Q (1,-1) eslarectadx +y = 3.

26. a) Los elementos son:

Eje:x=2 Directriz: y=0,5 Vértice: V (2, 3) Foco: F (2;5,5)

- (o

i V=(23)
21 i
1
1
:
L ! Directriz:y = 0,5
0 :
6 -4 -2 o & 4 68 8 10
1
1
1
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b) Los elementos son:

Eje:y=-5 Directriz: x=5,5 Vértice: V (3, - 5) Foco: F (0,5; - 5)

........................................................

Directriz: x=5,5

¢) Los elementos son:

Eje:x=0 Directrizzy =3 Veértice: V (0, 1) Foco: F (0, -1)
4
Directriz.y=3
2.
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27. a) Los puntos de corte de la circunferencia con la bisectriz del primer y tercer cuadrante son:

x> +y? —2x-6y=0 x=0,y=0 (0, 0)
o -
y =X X=4,y=4 (4,4)

Los puntos de corte de la circunferencia con la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante son:

x> +y> —2x-6y=0 x=0,y=0 0, 0)
= =
y=—X X==-2,y=2 (-2,2)

El area del tridngulo de vértices (0, 0); (4, 4) y (- 2, 2) es 8 unidades cuadradas.

b) Los puntos de corte de la elipse con la bisectriz del primer y tercer cuadrante son:

x? +5y? — 20y =0 x=0,y=0 (©.0)
e 10,0 = (2w
y= 3773 3’3

Los puntos de corte de la circunferencia con la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante son:

x? +5y? —20y =0 x=0y=0 (©.0)
{ R IR g [
y= “T3 VT3 3’3

El area del triangulo de vértices (0, 0); (% %} y [— % %) es % =11,11 unidades cuadradas.

c) Los puntos de corte de la pardbola con la bisectriz del primer y tercer cuadrante son:

y:x2—4x x=0,y=0 (0, 0)
= =
y =X x=5vy=5 (5,5)

Los puntos de corte de la parabola con la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante son:
y = x? — 4x x=0,y=0 (0, 0)
= =
y=—-X Xx=3 y=-3 3,-93

El area del triangulo de vértices (0, 0); (5, 5) y (3, - 3) es 15 unidades cuadradas.
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28. Sea P (x, y) un punto del lugar geométrico buscado. Se cumplird 2 - d (P, B) =d (P, A).

Expresando las distancias y operando obtenemos la ecuacion:

2. J(x+22+(y-1)?= J(x=52+(y-3? = x +y*—-2x-14y+42=0

La conica obtenida es la circunferencia de centro el punto C (l, 7) yradio I = 8.

29. La circunferencia buscada tiene su centro en el punto C (4, 6) y su radio es r = 2. Su ecuacién es:
(X472 +(y-6)>=2

La recta tangente a la circunferencia y paralelaa x =2 es x = 6.

30. Las circunferencias dadas son tangentes. El punto de interseccién de ambas circunferencias es

42 16 . , . L
=5 ) La ecuacion de la recta tangente sera la recta que pasa por el punto de interseccion y es

perpendicular a la recta que contiene a los centros de ambas circunferencias. La ecuacion es 4x — 3y = 24.

31. Se trata de la hipérbola equilatera que vemos en el dibujo.

Sus elementos son:
Vértices: A (8,49; 8,49) y B (- 8,49; - 8,49)

Focos: F (12, 12) yF " (-12,-12)
Ejes:y=xey=-X

Asintotas: y=0yx=0
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32. El lugar geométrico tiene por ecuacion 6x + y? — 6y + 30 = 0. Se trata de una parabola de eje paralelo a
OX.

Sus elementos son:
Vértice V (-3,5; 3)
Foco: F (-5, 3)
Directriz: x =-2
Eje:y=3

Directriz. x=-2

33. El foco de la parabola es el punto F (0, 20) y la directriz es la recta de ecuaciény + 20 =0

La ecuacién de la parabola es x? = 80y. Determinamos los puntos de la parabola que estan a una distancia b
del eje OX, resolviendo el sistema:

{xz = 80y {x:i 80b X
= =
y=b y=b X

Como el didmetro de la antena mide 106 cm se tendra:

~/80b; y=b _ P, (- V80D, b)
J80b; y =b Pz(m,b)

2809

2+80b =106 = +80b=53 = 80b=2809 = b =3511cm.

34. Los puntos de corte de la parabola y la rectason: P (4,4)y Q (— 1, %)

La ecuacion de la recta tangente en el punto P esy = 2x — 4.

. 1 1
La ecuacion de la recta tangente en el punto Qes y = — > X — rk

Ambas rectas son perpendiculares.
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35. a) Aplicando la definicion de excentricidad de una elipse y operando:

c
e =

- — c=e-a=0,017-149,60 -10° = 2,54 -10°

A partir de la relacién a2 = b? + ¢? obtenemos:

b=,a?-c® = b=,/(149,60-10°)2 — (2,54 -10°)> =14958 - 10°.
La longitud del semieje menor de la 6rbita es 149,58 - 10° km.
b) Como el Sol esté situado en uno de los focos de la elipse, la distancia maxima (afelio) y la minima
(perhielio) que separan a la Tierra del Sol son, respectivamente,a+cya—c.

Tenemos los valores de las distancias:
Omax = 149,60 - 108 + 2,54 - 10° = 154,14 - 106 km.

dmin = 149,60 - 10° - 2,54 - 10° = 147,06 - 10° km.
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UNIDAD 9: Sucesiones. Limites

1. Los términos pedidos son:

2

n- +n

a) &, =

:1,3,6,10y 15.

b) b, =3-2""2: g,s, 6,12y 24.

)¢, =(-D"*"*-n:1,-2,3,-4y5.

d) dl =1; d2 :1, dn+2 :dn+1 +dn:1,1,2,3y5

2. a) Las sumas parciales y la suma total son:

n? +n

1=1,1+2=3,1+2+3=6,1+2+3+4=10,...,1+2+3+4+ ... +n= >

b) Las sumas parciales y la suma total son:
_2n® +3n% +n

12=1,12+22=512+22+32=14,12+ 22+ P+ 42=30, ..., 12+ 22+ F+ 42+ ... +n? 5

3. Obtenemos:

1% clavo = 0,01 euros.
2° clavo = 0,02 euros.
3% clavo = 0,04 euros.
4° calvo = 0,08 euros.

32° clavo = 0,01 - 2% euros.

Por el caballo pedia la suma de todos los términos anteriores:
0,01-2% .2 -0,01
2-1

S = =0,01- (2% —1) euros.

La sucesion es una progresion geométrica de razon r = 2. En total pedia 42 949 672, 95 euros.

1. Veamos que paran =1 se cumple: 2 =12+ 1.
Supongamos que se cumple paran=p: 2 +4 + 6 +...+2p=p+p.

Veamos qué ocurre paran=p + 1:
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24446+ 4A2p+2p+ D)= +p) +2p+1)=p*+3p+2=(p+ 1)+ (p+1)

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.

3 -1
2. Veamos que para n = 1 se cumple: 3° + 3' = =4,
3rtt g
Supongamos que se cumple paran=p: 3° + 3" +...+ 3" = —
Veamos qué ocurre paran=p + 1:
30 +3 4. +3° 4307 :&_1+3”+l ¥
2

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.
3. Veamos que paran =1se cumple: (2-1)2-1=0=8
Veamos que paran =2 se cumple: (4 -1)2-1=8=8

Supongamos que se cumple paran=p: (2p-1)*-1= 8

Veamos qué ocurre paran=p + 1:
(2p +17 —1]-1=(@p+1)-1=[2p-1)+ 2F -1=

—@2p-12+4@2p-+4-1=[2p-1)-1]+8p=8+8=8

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.

4.Veamosque paran=1secumple: S;=a;=(1+ D! -11=21-11=2.- 11 -11=11 .- 2-1) =1 -1=@a
Supongamos que se cumple paran=p: Sp=ar+az +...+ap = (p + 1)! - 11

Veamos qué ocurre paran=p + 1:
Spr1=[artazt+...ta]+ap+l=(pP+1)!-1U+@pP+1)- -(p+t1)!=

=(L+p+1)- (p+1)!-11=(p+2)! 1!

Queda probado que la igualdad es cierta para todo nimero natural.
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1. a) Introducimos las sucesiones tecleando (sin espacios intermedios):

ain):=(1-4n)/ (1 +4n)

y después con las expresiones:
Suma [a(n), n, 1, 20]
Suma [b(n), n, 1, 20]

Suma [c(n), n, 1, 20]

b(n):=(4n+1)/(4n)

Obtenemos los resultados que pueden verse en el grafico.

T

]

)

15
3.5

[=ls

X

X =

» CAS - Célculo Simbolico

[

-1

-

a(n):=((1-4n)/(1+4n))

—4n+1

caln) =

Suma[a(n),n,1,20]

20105165954218656540148

~1004459377747252792275

b(n):=((4n+1)/(4n))

Sumalb(n).n,1,20]

1297395455
62078016

c(n):=(-2)
- ¢(n) := -2

Sumalc(n),n,1,20]
- —40

b) Los limites de las soluciones del enunciado son:

. - (1-4n w i
lim (a, ) =lim (1+ 4nj =—1; lim(b, ) =lim

[

4n +1

Como las sucesiones son convergentes, los limites pedidos son:

lim(an+ bn) =0

lim (an - bn) )= -2

lim(2-a)=-2

cn):=(-2)

lim (4 - by) =4

lim (a, -

jzlyll’m(cn)zll’m(—Z):-Z

by =-1
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lim @ - ¢)=2 lim(@: by)=-1 lim(an: c)=1/2 lim \Jo, =1 lim (o> )=1

Los resultados anteriores pueden verse en las imégenes:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas

4 | Limite[a(n)-b(n).n, 0]

?\
a]

Wy

15
3.5

-

x

X =

» CAS - Calculo Simbdlico

a(n):=((1-4n)/(1+4n))

0| » —2

g | Limite[a(n)/b(n).n,ee]

1 - —1 L
—4dn+1
v aln) = e g | Limite[2*a(n),n,co]
o - —2
b(n):=(4n+1)/(4n)
2 T
An+1 Limite[a(n)/c(n),n, 0]
2 = b(n) = —— 7 )
S 2
3 | c(n):=(-2)
- ¢(n) := =2

4 | Limite[a(n),n,e0]

ol . -1

5 | Limite[b(n),n, o]
-1

g | Limite[c(n).n,c0]

O —>—2

7 | Limite[a(n)+b(n),n, o]

Q —»0

g | Limite[a(n)*c(n),n,o0]

ol 52

4 | Limite[4*b(n),n, o]

ol 5 g

5 | Limite[sqrt(b(n)).n,eo]
-1

g | Limite[b(n)*(a(n)),n,ss]

o -1

7 | Limite[a(n)*b(n).n, o]
- =1

1. Las sucesiones son:
a)l1,2,4,1,2,4,1,2,4,1,2,4...

b)2,7,12,17,22,27,32,...,5n—3.

c)4,38,16,32,64,128,256,512,...,2"*!

g2 5 10 17 26 37 50 65

"4 9'16° 25 36" 49" 64"

n2

+1
2
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€)0,7,26, 63,124, 215,342,511, ..., (n*—1).
f) 1,2,3,5,8,13,21,34, ........

g) 3,6, 12, 24,48, 96, 192, 384, ..., 3 - 21

h) 0,8; 0,88; 0,888, 0,8888, 0,88888, ...

i) 1,3,7, 13,21, 31,43,57, ..., (N2 +n + 1).

2. Los términos de las sucesiones son:

a) 0,5, 14, 27, 44 y 65.

c)—2,4,-8,16,-32y 64
d) 6, 18, 54, 162, 486 y 1458

111 1 1 11

g) 2,9, 28, 65, 126 y 217

1 3 7 15 31 63
h)_v_l_y_!_y_

2 4 8 16 32 64
3. Los términos de las sucesiones son:

a)21,-1,-4,-8y-13

02,35 11 2L 43
2 4 8 16
4. Las sucesiones son:

a)(a)=(2,1,0-1,...,3-n)

b) (br) = (-1,0,1,2, ....,n—2)
3579 2n+1
C)(Cn)=( j

2’34’57 n+1
d)(dn)=(2,-2,2,-2,...,(-1)"*1.2)
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) (e)=(-1,-2-2-3-4,-4.)

)=(1-3,-5-7,...,-2n+1)

5. La acotacion de las sucesiones queda:

a) (an) acotada superiormente por g e inferiormente por 0.

b) (b,) acotada superiormente por — 1 e inferiormente por — §
c) (cn) acotada superiormente por 3 e inferiormente por %

6. Las respuestas son:

2n
n+1

<2

a) (an) estad acotadaentre 1y 2: 1<

Demostracion:

1< & ni1<2n e 1<n ciero
n+1

2n .
<2 & 2n<2n+2 < 0<2 cierto

n+1

-1 2-n_1
b) (bs) esta acotada entre - 1 y 1 . —< <-—.
33 3 3n 3

Demostracion:

_1£2—n & —-3n<6-3n < 0<6 < cierto
3 3n
2-n 1 )
7;—35 < 6-3n<3n &< —-6n<<-6 <©6Nn>26 < n=>1 cierto
n
c) (cn) estd acotada entre -3y 0: — 3 < — % <0.

Demostracion:

—33—% <o -3 <-3 < 3n=3 < n=>1 cierto

3 3
— —<0,comon >0, entonces— — < 0.
n n

7. Las sucesiones son:

a) (a,)=|- LR 1, -1 - E — i, ... | . Estrictamente decreciente.
2 2 2 2

b) (bn) =2; 2,1; 2,1 ; 2,11; 2,2; 2,2; 2,22...). Creciente.

c) (cn)=(+1;+1,2; +1,22; + 1,222...). Estrictamente creciente.
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d) (d,) = 2 =1, 3, g, g, g, j Estrictamente decreciente.
n+1 3456

e) (e,) = (n2 - 2) =(-1,2,7, ...). Estrictamente creciente.

f) (f)) =(-1,-1,-1...). No es mondtona, es constante.

8. Las soluciones son:

a) (a,) = 1-3n . Estrictamente decreciente.
" 4

Vamos a probar que an > an +1:

1-3n >1—3(n+1)
4 4

< 1-3n>1-3n-3 < 0>-3

Con lo que, como esta desigualdad es siempre cierta, queda probado que an > an + 1.

n2

n? +

b) (bn):(

J. Estrictamente creciente.

Vamos a probar que b < by + 1:

n’ (n+1)° n’ (n+1) -2n-1
. < . & - 5 <0 & — . <0
n+1 (h+1>+1 n+1 (n+1f+1 (N> +1) -(n*+ 2n + 2)

La ultima desigualdad es siempre cierta.

c) (c,) =[(— 1) + nZJ. Estrictamente creciente.

Vamos a probar que Cn < Cn+1:

D" +n°<(=D"""+(n+1)* < (-D"+n’<(-D"-(-D+n*+2n+1 < 0<2n

Esta desigualdad es siempre cierta, puesto que n > 1.

148 |



EDl%‘EI Matematicas! SOLUCIONARIO
9. Las sucesiones buscadas son:
2n -3 3n 502 +n-—6
a,) + (bn) = + B L L
(@) * (Bn) ( n n+2J ( n® +2n j
2n-3 3 ) (-n"+n-6
n n+2 n? + 2n
3n 2n - 3 n>-n+6
b - a = et =
(Be) - 2 [n+2 n j (n2+2nj
ll(a)_l_Zn—3_2n—3
2 " 2 n ) U 2n

_(2n-3 3n ) (6n°—9n
(an)-(bn)—( - 'n+2j_(n2+2nJ

(an) - (bn) =

2n -3
(a,) _ n | (20 +n-6
(b,) | 3n _( 3n? J
n+2
3n
b,) | n+2 | _ 3n?
(a,) |2n-3 _(2n2+n—6J
n

10. Las respuestas son:
n+5
n

<6.

(an) estd acotadaentre 1y 6: 1<

(an) es mondtona estrictamente decreciente. Veamos que a, > an + 1

n+5 n+6 n+5 n+6 5

> = — = >0
n n+1 n n+1 n?+n
+5

A partir del tercer término: <3 & nz=3

n
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11. Los limites son:

a)lim@Bn-2)= +

b) Il'm(4n2—6n+7J =+

2n+1

c) lim [— Zj =0
n

d) Il'm(4n+2+ Zj=+oo
n

e)lim(-n*-n)= -

f)|im[Jn_3—J§]=+oo

(-3 i [2300)
9) Ilm(n+2-n j[0-+oo]_llm(n+2j_

- 4 . ([ —4n
i) Ilm(n+2-(—n)J[O-+oo]=I|m(n+2]=—4

-2n+1

k) lim(2n -5)"n =0

] 1 2n_
1) lim (Ej =0

m) lim273=0
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an® +5

r)..'m[zl " 2o

n- + 6n

12. Los limites son:

2 e
a) lim 31— 41 [f} -0

6n® +5

2 A2
d) lim [,/4n2 +3n - 2n] o0 — o0] = lim an” +3n — 4n [S} _3
Jan? +3n +2n L] 4

3 _ 3 3 _ 2 _n3.n2 3 902
e) lim (n 2 S ] [0 — o0] = lim (n 2)(n +h-n-n {f}zlim n-ent -2 =0
n n

n’ +1 2.(n? +1) © n* + n?

o lim |(n+ 2)° — (n = 2)} |[oo — 0] = lim (—n° + 7n* —8n +12) = — oo

9) |I’m(\/n—3—\/n—6)[oo—oo]=|l'm 0

3
\/n—3+\/n—6_

-12n+3 o] —12
h) lim | y/9n% + 7 — 3n + 2) | [;0 — o] = Iim [—}z—z—z
| [ ’ " }[ =0 Jon? +7 +(@n+2) Lw

5 51\/2 3[oo_oo]=|im\/2n+5;\/2”_3=+oo
n+5-.,2n-

) tim | =70 F}— 1.1
4n® +n* +2 | 4 2

i) lim
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2n? +5 » 3 ) . R
. 2n°+5 |n°-2n° +3 —4n* +2n% + 30
3 2 1 . _1 f
, n° —2n° +3 n im { ~ :I lim
k) I|m ( . 3 j —e n -3 —e n* —3n — e—4
n3
2 _g\rean
1) 1im | 20 26 g2 29
5+n
2 \/ﬁ o0

m) Il’m(\/n+\/_—\/n—\/ﬁJ[oo—oo]:I|’m

n) 1im [\/n+3 -(\/n—5—\/n—1)]

—4n -12

=lim

1)

—1im (Jn* =2n =15 — /n + 2n = 3[ro — o0] =

o0

\/n+\/ﬁ+\/n—\/ﬁ

o0

Jn?—2n-15+./n* +2n -3

2}

o0

n? +n
2
0)I|’m(1+2+2 +n):Ilm 22 _ lim ! t”[f}:l
n n 2n © 2
5+ n°
. [2n* +5 " +2n
p) lim| — =27 =+
n°+8
. (2 4 2n (2444 ...+2n n> +nfow
Q) lim| =+ —+..+—|=Iim 5 =1 5 — =1
n n n n n 0
. n+1 Jan+1-4n |im[(m—ﬁ)-(L”—1j)
nlim| —— =e " =e" =+
n
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13. Los metros de perforacion del tanel sig
dias se perfora:
aa=3ma=3-1

Teniendo en cuenta la suma de n términos de una progresion geométrica, S = —

3-1,05" -3
105-1

6000 =

uen una progresion geométrica de razon 1,05 ya que los primeros

05m,a3=3-1,05°m,a2=3-1,05m...

n

&' ~4& , obtenemos:
r-1
3-105" =303 = 105" =101 =
109101 _ 5, 59 ~ 95 dias
log 1,05
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14. Los limites son:

n? -5

2 _ 3n+2 _4
a) lim [WJ [1°°]=e o

3n% +2

(2] 3]

c) lim

R

-4
5

o0

a n+1 n n+1l 0 n+l o n
d) lim B gy (DT 0" (04D ”':n'mwznm(””J
(n+)! n! n"-(n+1! (n+1)-n!-n" n

15. Las sucesiones asociadas a los cuadrados son:

Lados 1 1 1 1 1 1\t
2 2 242 4 (ﬁ]
4 2 1 n-1
Perimetros 4 T 2 Ny 1 4 (_j
2 J2 2
2
i 1 1 1 1 1\ !
Areas 1 2 4 8 16 (Ej

Las sucesiones asociadas a los cuadrados son:

Lados 1 1 1 1\t
T 3]

2 3 3 1\
Perimetros 3 3 N 3 16 . 3 (Ej

, E A B | BB AT
Areas 4 16 64 256 | 1024 4

153 |



EE?LEI Mateméticasl! SOLUCIONARIO

16. Las respuestas a los distintos apartados son:

a) El primer cilindro ha de tener la altura de longitud doble que el radio de la

base. La segunda esfera tendra por radio el radio de al base del cilindro en el que I
se encaja. "' Ao
- _g= . 2 2 2 10
Primer cilindro: r” +1r° =10° = n=—m.
J2

2
Segundo cilindro: r; + 1) = [%} = r,=5m @

Tercer cilindro: 1} + 17 =5 = r, =

-
m

N | ol

S
S

La sucesion de los radios de los cilindros es: (r, ) = (

5
151_1
J2

|
s||o

10 5 5 5
{10' NI AE) m]

b) La sucesion del radio de las esferas es: (R, ) =

La sucesion de los vol(imenos de las esferas es: (V, ) = 40007 20007 ‘500z 250% J es una sucesion

3 "3v2° 3 "32

. .1
geométrica de razén ——.

22

La sucesion de los volimenes de los cilindros es: (V, ) = [% 2507, 1250 1250

V2 V2’

j €S una sucesion

- N2
geometrica de razon T

17. Operando, obtenemos, en cada caso:

a) El valor del limite es:

lim [(n2 + a-n)}/2 —(*-a n)%} [0 — o0]= lim Zarl/nz — [OO} =a

\/nz +an + ®

Por tanto, con a # 0 obtenemos a =

N |

2

n2+nl "
o Fle

n- +1

b) El valor del limite es: lim {

Tenemos que si con a # 0 obtenemos a = - 1.
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18. La respuesta a las cuestiones es:

a) Para realizar la tabla pedida, en Vista A B
hacemos aparecer Hoja de Calculo. 1 Profundidad Luminosidad
0 100
Escribimos en ella lo que aparece en la tabla 3 =A2+1 (Enter) | =B2-(20/100)*B2 (Enter)
adjunta.
A | 8 |

Aparecen los valores 1y 80, respectivamente.

1 | Profundidad Luminosidad
. . 2 0 100
Seleccionamos cada una de estas dos celdas y desde el vértice inferior 3 - o0
derecho, y con el boton derecho de raton presionado, arrastramos hacia . l

abajo hasta el valor que deseemos.

En la tabla que sigue aparecen los diez primeros valores.

Una vez realizada la tabla, seleccionamos ambas columnas y con ~ Hoja de Calculo
el boton derecho del ratén desplegamos el mend y elegimos Crea  f+ \ N |/ | B @ | O~ | v

lista de puntos. A B
o ) ) 1 | Profundidad Luminosidad
Aparecen los puntos dibujados en la Vista Grafica (sera —2 0 100
necesario ajustar los ejes para poder ver los puntos). T ; 50
. . . 4 2 64
También podemos ver en la Ventana algebraica la lista de ——
dichos puntos. | 3 212
6 4 40.96
T 5 3277
8 6 26.21
0 9 7 2097
% 10 8 16.78
ol . 11 9 13.42
12 10 10.74
. 13
60
50 .
40 *
20 =
10 ’ . .
0 .
a 2 4 [} 8 10 12
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Podemos encontrar la curva que se ajuste a los puntos dibujados y su ecuacidn, tecleando en la Ventana de
entrada:
Si[x>0,AjusteExp[listal]]

Obtenemos la funcion de expresion:
f (x) =100 - e %2*

La curva puede verse en el dibujo de abajo.

10

100
%0
80
70
60
50
40
30

204

b) La intensidad de luz que tiene el buzo al bajar 0,5 metros sera: 100 - (0,80)%%° = 89,44,

También la podemos calcular con la funcién anterior, es decir, f (0,50) = 100 - e¢%22-050) = 89 58,
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c) Si baja a 20 metros la luz que detectara sera: 100 - (0,80)° = 1,15
También, f (20) = 100 - e 02220 =1 22

Gréficamente podemos hallarlo cortando la
curva con la recta x = 20 y determinando el

P=(20,1.15
punto de corte que es P (20; 1,15). (20, )

10 12 14 16 18 0 22 24 26

N

x=20

d) Para determinar la profundidad a la que
puede bajar y aun detectar cierta luminosidad la podemos calcular de la forma que sigue:

100 (0,80)* =0,2 = (0,80)* = 02 _ 0,002 = x-In080=1In0,002 = x= In 0,002 _ 27,85
100 In 0,80
100-e 922 =02 = g 022X = 02 _ 0002 = —-022x-Ine=1In0,002 = x= In 0,002 28,25
100 - 0,22

Gréficamente podemos hallarlo cortando la curva con la recta y = 0,2 y determinando el punto de corte que
es Q (27,85; 0,2).

Q= (27.85,0.2)

10 15 20 25 30 35
Para representar graficamente una sucesion, por ~ Destizader o
. 3n 2 . @ Nimero HLTLETE
ejemplo a, = ———, creamos un deslizador . 0
n< +n ® Angulo

ioi s © Entero -
con las condiciones que aparecen en el grafico. O Aleatorio

Intervalo | Deslizador | Animacion

Nombre: n
Minimo 1; Méaximo 50 e Incremento 1.

Min: |1 Max: |50 Incremento: 1|

I Aplica ” Cancela ]

En el campo de entrada introducimos: (n,(3n"2)/(n"2+n)) y aparece un punto. En el Mend contextual del
punto activamos Propiedades del objeto, Basico y Muestra rastro.

157 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicasl

SOLUCIONARIO

Movemos el deslizador y van apareciendo los puntos de la sucesion que tienden al limite 3.

51

n=6

y=3

o]

...-ooootoo-.uooooooooooooo
e ?®

(AR EEEEEEEEE L S

ACTIVIDADES-PAG. 225

30 35

40 45 50

Explica la formacidn del copo de nieve: Dibujamos un tridangulo equilatero, dividimos cada lado en tres
partes y sobre la parte central, dibujamos otro tridngulo equilétero, en el siguiente paso sobre cada uno de los
6 tridngulos equilateros repetimos el proceso e iterando obtenemos esta curva.

Consideramos que el triangulo equilétero inicial tiene de lado a unidades.

NUMERO DE | PERIMETRO | AREA
CURVA
1 3a az-./3
4
2 12a/3 a’+/3 a’+/3
4 +3 36
3 48a/9 az+/3 a’+/3 a3
4 43 36 41p 814
4 192a/27 223 a*+/3  a’+/3  a?.3 a*+/3  at+/3
4 43 36 412 814 443 4 43 36 4157294
enésima 4”_ia 23 1+1 4 n-1
3 4 319
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Como vemos en la tabla la sucesién de los perimetros es una sucesion geométrica de razén 4/3. Por lo que su
n-1

lim

a =+
n— +o 3n_2

.La sucesion de las areas es una sucesion geométrica de

n-1
a’+/3 1+l(ﬂ) a’+/3
s\e) |7

longitud es infinita pues

lim
razon 4/9. Su superficie es finita pues: "~ ** 4

La propiedad que tienen estas curvas es que siendo su longitud infinita encierran una superficie finita.

La curva “Anticopo de nieve” es la que vemos en el dibujo:

AV

Es la configuracion opuesta al copo de nieve. Se forma del mismo modo pero metiendo los tridngulos hacia
adentro.

Se obtienen los mismos resultados que en la anterior y tienen la misma propiedad.

UNIDAD 10: Propiedades globales de las funciones

ACTIVIDADES-PAG. 226

1. El dia 31 de julio ocupara una superficie de 1- 1,08%! = 10,87 cm?

2. La gréfica buscada podria ser la siguiente:

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 [} 8 10 12 14 16
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3. Las caracteristicas de las funciones aparecen en la tabla.

Caracteristicas a) b) C)
Dominio R R R
Recorrido [0, + ) [-1, 1] R
Simetria Eje OY Origen de No tiene
coordenadas
Acotacion Acotada inferiormente Acotada No acotada
Maximos en
Minimos en P Minimo en (0, - 1)
Extremos (-2,0)y(2,0) (— + k7, 1) con
relativos Maximo en (2, 3)
Maximo en (0, 4) kez
Minimos en
(3—7[ + krz, - 1)
4
conk e Z
Periodicidad No tiene Periodo T=n No tiene
Tendencias
Six>-wo=f(X) >+ SiXx>-—wo=f (X) >+
No tiene
Six>+wo=f (X) >+ SiXx>+wo=f (X)>—w

ACTIVIDADES-PAG. 241

1. Designamos los colores por: rojo (R), verde (V), azul (Z) y amarillo (A); y las cuatro formas por: cuadrada
(C), circular (O), triangular (T) y pentagonal (P).

Por ensayo Yy error las colocamos en un tablero 4 x 4, cumpliendo las condiciones que marca el enunciado.

Una solucion es:

RC VO : ZT | AP
ZP | AT {RO | VC
AO: ZC i VP | RT

VT {RPiACiZO

Podemos encontrar hasta 72 soluciones distintas.

2. El nimero total de amanitas ha de ser multiplo de 9 menos 1, es decir, 8 amanitas. Haciendo el problema
mediante ecuaciones:

8 .
—X+—=X => X =8 amanitas
9 9
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3. El enunciado del problema nos muestra que el nimero de cajitas de zumo debe ser un nimero impar. Por
ensayo y error dirigido obtenemos:

Hay 7 cajitas de zumo.

El 1° amigo se bebe 7/2 + 0,5 = 4 cajitas. Quedan 3 cajitas.
El 2° amigo se bebe 3/2 + 0,5 = 2 cajitas. Queda 1 cajita.
El duefio de la casa se bebe 1/2 + 0,5 = 1 cajita.

Luego, efectivamente, habia inicialmente 7 cajitas de zumo.

Este problema se puede resolver también por medio de ecuaciones.
4. Sea n un namero real.

Veamos si n? (n?-1) = 12

n(n>-1)=n-n-(n-1)-(n+1)
Sin=3,entoncesn—1= 2 y tambiénn + 1; porloquen - (n-1) - (n + 1) es multiplo de 12.
Sin-1=3,entoncesn = 2 porloquen- (n-1) - n-(n+1)es muiltiplo de 12.

Sin+1l= 3 , entonces n = 2 porloquen-(n-1)-n-(n+1)es miltiplo de 12.

Por tanto en todos los casos se cumple n? (n? — 1) = mdltiplo de 12.

ACTIVIDADES-PAG. 243
1. a) Introducimos en la pantalla que aparece, después de pulsar la tecla, la expresion:
“XN2+12* X -36

Pulsamos la tecla para representar la funcion, y modificamos las opciones de la pantalla
con la tecla . Obtenemos la gréfica del dibujo.
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b) Procediendo como en el apartado anterior y tecleando e”(X+5), obtenemos:

c) Procediendo como en los apartados anteriores y tecleando In(2*X-5), obtenemos:

2. a) Escribimos en Y1= la expresion:
XM2-1D)*X<1D)+@2/IX)*(X=>1)

y obtenemos la gréfica:
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b) Escribimos en Y1= la expresion:
(-X+1)*(X <£0)+(2™"X) * (X>0)

y obtenemos la gréfica:

3. a) Representamos la funcion f (x) = 2 + x - 2x* —x3 y con () =2+x-2-x
las opciones del mend que ofrece la tecla

2nd CALC .
obtenemos, como vemos en la imagen,
que la funcion tiene tres cortes con OX en los puntos (- 2, 0);

(- 1, 0) y (1, 0); un maximo relativo en (0,22; 2,11) y un
minimo relativo en (- 1,55; - 0,63).

Maximun
X=0.22 Y=2.11

Zero
X=1 Y=0

Minimun
X=-155 Y=-0.63

2

b) Para la funcion g (x) = Xz —
X°+1

procedemos como en el apartado anterior y obtenemos, como

vemos en la imagen, que la funcion tiene dos
cortes con OX en los puntos (- 1, 0) y (1, 0) y un

minimo relativo en (0, - 1) Y1=(XA2-1)/(XA2+1)

Minimun
X=0 Y=-1
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c) Para la funcién h (x) = x2 - e* procedemos como en los

apartados anteriores y obtenemos, como vemos en la imagen,

Y1=X"2*e"X

que la funcion tiene un corte con OX en el punto (0, 0); un
maximo relativo en (-2; 0,54) y un minimo relativo en (0, 0).

Maximun
=2 Y=0.54

Minimun
X=0 Y=0
ACTIVIDADES-PAG. 244
1. En la tabla aparecen los resultados.
3x -1 b X)=.x+1 2X
Valores a) f(x)= )9 () c) h(x) =
2X J1-X
-2 Si No Si
-1/2 Si Si Si
0 No Si Si
1/3 Si Si Si
1 Si Si No
J3 Si Si No
2 Si Si No

2. Las respuestas son:
a) Domf=R; Imf= (— oo,O]

b) Domf=[-25;25] Imf={-2,-1,0,1, 2}

c) Domf= (-0, 0) U (2, + ) Imf= (O,+oo)

3. Los dominios de las funciones son:
a) Domf=R
b) Domf=R-{0, - 2}
c) Domf=[-2,2]
d) Domf=R

e) Domf= (-2, +)

fyDomf=R
g) Domf=R
h) Dom f = (=0, 0) U (3, + )

i)Domf=R-{k-mk € Z}
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4. a) Siempre se verifica que -1 < cos 2x < 1 por tanto si sumamos 2 en todos los miembros se mantiene
ladesigualdad -1+2 < 2+cos2x < 1+2,dedonde, 1 <2+cos2x < 3, porloque la funcion dada
esta acotadaentre 1y 3

b) Por un lado > 0 siempre, pues esta funcion racional siempre es positiva.

X +3

_ 2
Por otro lado vamos a ver que 26 <2 26 -2= 22x < 0 siempre.
X°+3 X°+3 X°+3

Por tanto 0 < < 2 es decir esta acotada por 0 y 2.

X°+3

5.a) Domf=R—-{-2,2};Imf=R.

Estrictamente creciente en (— 00, — 3,46) U (3,46 T+ oo) .

Estrictamente decreciente en ( —3,46; 3,46) — {— 2, 2} .
Tiene un méaximo relativo en (- 3,46; - 5,2) y minimo relativo en (3,46; 5,2).

b) Domf=R; Imf= (-0, 0]
Estrictamente creciente en (oo, 0) .

Estrictamente decrecienteen ( 0, +) .
Maximo relativo (0, 0).

6. a) Se han de verificar las siguientes inecuaciones: 2 < x> +6x+7 < 7.

Las soluciones son todos los valores de x pertenecientesa [- 6, — 5] U [- 1, 0] .

En el dibujo vemos también la solucion: _ 5
\f(:r:) = a°+6ax+T 81
B=(67) _Jb=(0,7)
hiz) = 7
4l
3]
A=(-5,2) C=(1.2)
glx) = 2 -
1
0
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 2 1 0 1 2
-1
-2

b) Se ha de verificar que (X + 2)2+ 6 (X +2) + 7> x> + 6X + 7.

De donde obtenemos x > - 4.
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7. Las gréaficas pueden ser como las que aparecen el los graficos que sigue.

a)
5-.
4
3-
2-
1.
. 0
N 2 3
_1-
b)
4.
2.
-6 -4 -2 0 2 4 6
c)
3-
2_
1-
0
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8. Las caracteristicas de las funciones aparecen en la tabla.

Caracteristicas ay=f(x b)y=g(x)

Dominio R R

Recorrido [0, + ) [-1, 1]

Acotacion Acotada inferiormente Acotada

Monotonia Decreciente en (_ o0, o) U (2, + o) Decreciente en

Creciente en (0, 2) (o0, 1) U (L + )
Creciente en (-1,1)

Extremos Minimo en (0, 0) Minimoen (-1, -1)
relativos Méximo en (2; 0,54) Maximo en (1, 1)
Simetria No tiene Respecto del origen de coordenadas

9. Las respuestas son:
a) Simétrica respecto al origen de coordenadas.

b) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

c) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

d) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

e) Simétrica respecto al origen de coordenadas.
f) Carece de simetria.

10. Ambas funciones son periddicas, entendiendo que continGian de igual forma a izquierda y derecha. La
funcion y = f (X) tiene de periodo T = 2 y la funcién y = g (x) tiene de periodo T = 5.

11. Las respuestas aparecen a continuacion.

a) (F + h)(x) = );2“2( Dom (f +g) =R - {+2,-2]
b)(f-h)(x)=ﬁ Dom (f- h) =R - {+2}

. _ X+2 MN=B.
c)(f.g)(x)_—(x_z)_BZX Dom (f- g) =R - {+2}
d) F-1(x) = ZXX_+12 Dom (f-)=R- {+1}

(x2 +4x+8)e>

T Dom ((f-h) - g) =R - {+2,-2}

e) (f-h)-9) (%)=

fl@+h ()= e” - Dom (g +h) =R - {+2,-2}

x2 -4
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9g () =In (\/;) Domg = (O,—I—oo)
12. Las funciones y valores pedidos son.
2x+11
a) (fog) (x) = m c)(hoh oh)(X)=x
b)(9og) (-4)=2 d) (hof) (1) =4/5

ACTIVIDADES-PAG. 246
13. a) El pardmetro vale a = - 3.

b) El parametro valea = - 3
14. Las funciones inversas pedidas son:
3
a) f ‘1(x):§x—6

3
1- 2x

by f '(x)=

¢ f *(x)=log,(x—-3)

d) f’l(x):i/;_z
3

gy XE=2
e) f(x)= 3

1 X3
f)f = (x)= 5

2—X
15. Resolvemos la ecuacién | = y obtenemos x=1;Xx=-2;Xx= 34417
X \ X+1 2

16. a) Llamando x a la longitud de la base, la funcion que nos permite hallar el area es A(X) = x (20 — Xx).
El dominio de esta funcion es (0, 20) y el recorrido (0, 100]

b) Llamando x al nimero de estudiantes que van al museo la funcién que da el precio a pagar por cada uno
deelloses: P(x) =600/ x.

El dominio de esta funcion es [1, 50] y el recorrido es [12, 600]

17. La funcion buscada es f (r) = 450 r — (n +4) r?
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18. a) La simétrica respecto a OY quedaria:

b) La simétrica respecto del origen seria:

400 si 0<x<30
19. La funcion buscada es f(x) =<12x si 30<x<60
50+8x si x>60
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20. Las respuestas a los apartados son:

a) El beneficio es de 338,56 €.

b) La funcién beneficio es B(X) = @ X— L — §
9 100 3

c) El beneficio es nulo si vende aproximadamente 1 kg o 164 kg.

ACTIVIDADES-PAG. 247

Ofrecemos bibliografia sobre la relacion entre matematicas y deporte.

BOLT, B. y HOBBS, D. (1991). 101 proyectos matematicos. Labor. Barcelona.
CORBALAN, Fernando. (2007) Matematicas en la vida misma. Grao. Barcelona.
CORBALAN, Fernando. (201) Matematicas de cerca. Grad. Barcelona.
ORTEGA, Tomas. (2005). Conexiones matematicas. Grad. Barcelona.

SORANDO MUZAS, J. M. (2012) Matematicas y deporte. Sugerencias para el aula. Revista NUmeros.
Volumen 80.

SORANDO MUZAS, J. M. http://catedu.es/matematicas_mundo/

VV. AA. (2013). Matematicas y deporte. Revista UNO. Grad. Barcelona.
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UNIDAD 10: Propiedades globales de las funciones

ACTIVIDADES-PAG. 226

1. El dia 31 de julio ocupara una superficie de 1- 1,08%! = 10,87 cm?

2. La gréfica buscada podria ser la siguiente:

-8 -16 -14 12 10 8 6 -4 -2 |0

3. Las caracteristicas de las funciones aparecen en la tabla.

4 6 8 10 12 14 16

Caracteristicas a) b) C)
Dominio R R R
Recorrido [0, + ) [-1,1] R
Simetria Eje OY Origen de No tiene
coordenadas
Acotacion Acotada inferiormente Acotada No acotada
Maximos en
Minimos en s Minimoen (0, - 1)
Extremos (-2,0)y (2, 0) (Z + k7, 1] con
relativos Maéaximo en (2, 3)
Maximo en (0, 4) kez
Minimos en
[3—7[ + krz, — 1)
4
conk € Z
Periodicidad No tiene Periodo T == No tiene
Tendencias
Six>-wo=f(X) >+ SiXx>-—wo=f(X) >+
No tiene
Six>+wo=1f (X) >+ Six>+wo=1f (X) >—»
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ACTIVIDADES-PAG. 241

1. Designamos los colores por: rojo (R), verde (V), azul (Z) y amarillo (A); y las cuatro formas por: cuadrada
(C), circular (O), triangular (T) y pentagonal (P).

Por ensayo Yy error las colocamos en un tablero 4 x 4, cumpliendo las condiciones que marca el enunciado.

Una solucioén es:

RC VO ZT i AP
ZP | AT | RO | VC
AO: ZC i VP i RT

VT {RP i ACiZO

Podemos encontrar hasta 72 soluciones distintas.

2. El nimero total de amanitas ha de ser multiplo de 9 menos 1, es decir, 8 amanitas. Haciendo el problema
mediante ecuaciones:

8 8 .
—X+—=X = X =8 amanitas
9 9

3. El enunciado del problema nos muestra que el nimero de cajitas de zumo debe ser un nimero impar. Por
ensayo Yy error dirigido obtenemos:

Hay 7 cajitas de zumo.

El 1° amigo se bebe 7/2 + 0,5 = 4 cajitas. Quedan 3 cajitas.

El 2° amigo se bebe 3/2 + 0,5 = 2 cajitas. Queda 1 cajita.

El duefio de la casa se bebe 1/2 + 0,5 = 1 cajita.

Luego, efectivamente, habia inicialmente 7 cajitas de zumo.

Este problema se puede resolver también por medio de ecuaciones.

4. Sea n un numero real.

Veamos si n? (n?-1) = 12

n(n?~1)=n-n-(n-1) - (n+1)
Sin=3,entoncesn—1= 2 y tambiénn +1; porloquen - (n-1) - (n + 1) es multiplo de 12.

Sin-1=3,entoncesn = 2 porloquen - (n-1) - n-(n+1)es maltiplo de 12.
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Sin+1=3,entoncesn = 2 porloquen-(n-1)-n-(n+1)esmaltiplo de 12.

Por tanto en todos los casos se cumple n? (n? — 1) = maltiplo de 12.

ACTIVIDADES-PAG. 243
1. a) Introducimos en la pantalla que aparece, después de pulsar la tecla, la expresion:
-XN2+12* X -36

Pulsamos la tecla para representar la funcion, y modificamos las opciones de la pantalla
con la tecla . Obtenemos la gréfica del dibujo.

b) Procediendo como en el apartado anterior y tecleando e”(X+5), obtenemos:
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c) Procediendo como en los apartados anteriores y tecleando In(2*X-5), obtenemos:

2. a) Escribimos en Y1= la expresion:
(X2 -1)* (X <1)+ (2/X) * (X>1)

y obtenemos la gréfica:

b) Escribimos en Y1= la expresion:
(-X+1)*(X <0)+ (2™"X) * (X >0)

y obtenemos la gréfica:
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3. a) Representamos la funcion f (x) = 2 + x - 2x° — x3 y con
las opciones del mend que ofrece la tecla

2nd CALC .
obtenemos, como vemos en la imagen,
que la funcidn tiene tres cortes con OX en los puntos (- 2, 0);

(- 1, 0) y (1, 0); un maximo relativo en (0,22; 2,11) y un
minimo relativo en (- 1,55; - 0,63).

Maximun
X=0.22 Y=2.11

Zero
X=1 Y=0

Minimun
X=-155 Y=-0.63

2
L X® -1 _
b) Para la funcién g (x) = —; 1 procedemos como en el apartado anterior y obtenemos, como
X* +

vemos en la imagen, que la funcion tiene dos
cortes con OX en los puntos (- 1, 0) y (1, 0) y un

minimo relativo en (0, - 1) Y1=(XA2-1)/(XA2+1)

Zero I |
X=1 Y=0

Minimun
X=0 Y=-1

c) Para la funcién h (x) = x? - € procedemos como en los apartados anteriores y obtenemos,
como vemos en la imagen, que la funcion tiene un corte con OX en el punto (0, 0); un maximo
relativo en (-2; 0,54) y un minimo relativo en (0, 0).

Y1=X"2*erX

Maximun
=-2 Y=0.54

Minimun
X=0 Y=0
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ACTIVIDADES-PAG. 244

1. En la tabla aparecen los resultados.

3x -1 b) g (X) =x +1 2X
a) f (x)= c) h(x)=
Valores (X) 2% \/1Tx

-2 Si No Si
-1/2 Si Si Si
0 No Si Si
1/3 Si Si Si

1 Si Si No
\/§ Si Si No
2 Si Si No

2. Las respuestas son:
a) Dom f=R; Imf = (— 0,0]

b) Domf=[-25;25] Imf={-2,-1,0, 1, 2}

c) Domf= (-0, 0) U (2, + ) Imf= (O,+oo)

3. Los dominios de las funciones son:

a) Domf=R fyDomf=R
b) Domf=R-{0, - 2} g) Domf=R
c) Domf=[-2,2] h) Dom f = (=0, 0) U (3, + )
d) Domf=R i)Domf=R-{k-n;k € Z}

e) Domf= (-2, +)

4. a) Siempre se verifica que -1 < cos 2x < 1 por tanto si sumamos 2 en todos los miembros se mantiene
ladesigualdad -1+2 < 2+cos2x < 1+2,dedonde, 1 <2+ cos2x < 3, porloque la funcién dada
esta acotadaentre 1y 3

b) Por un lado > 0 siempre, pues esta funcion racional siempre es positiva.

X“+3

_ 2
Por otro lado vamos a ver que 26 <2 26 -2= 22x < 0 siempre.
X +3 X +3 X +3

Por tanto 0 <

< 2 es decir esta acotada por 0 y 2.
X“+3
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5.a) Domf=R-{-2,2};Imf=R.

Estrictamente creciente en (— 0, — 3,46) U (3,46 T+ oo) .
Estrictamente decreciente en ( —3,46; 3,46) — {— 2, 2} .

Tiene un maximo relativo en (- 3,46; - 5,2) y minimo relativo en (3,46; 5,2).

b) Domf=R; Imf= (-0, 0]
Estrictamente creciente en (oo, 0) .
Estrictamente decrecienteen ( 0, +) .
Maximo relativo (0, 0).
6. a) Se han de verificar las siguientes inecuaciones: 2 < x> +6x+7 < 7.

Las soluciones son todos los valores de x pertenecientes a [- 6, — 5] U [~ 1, 0].

En el dibujo vemos también la solucion:

\f’(:r) =2 462 +7 81

'l

A=(5,2) C=(1.2)

g(x)

]
\

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

b) Se ha de verificar que (x + 2)2+ 6 (X +2) + 7> X2 + 6x + 7.

De donde obtenemos x > - 4.
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7. Las gréaficas pueden ser como las que aparecen el los graficos que sigue.

a)

b)

5-.
4
3-
2-
1.
T 0 T
3 2 - 3
_1-
4
2.
-6 -4 -2 0 2 4
3-
2_
1-
T 0 T
6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3
_2-
_3-
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8. Las caracteristicas de las funciones aparecen en la tabla.

Caracteristicas ay=f(x b)y=g(x)

Dominio R R

Recorrido [0, + ) [-1, 1]

Acotacion Acotada inferiormente Acotada

Monotonia Decreciente en (_ o0, o) U (2, + o) Decreciente en

Creciente en (0, 2) (o0, 1) U (L + )
Creciente en (-1,1)

Extremos Minimo en (0, 0) Minimoen (-1, -1)
relativos Méximo en (2; 0,54) Maximo en (1, 1)
Simetria No tiene Respecto del origen de coordenadas

9. Las respuestas son:
a) Simétrica respecto al origen de coordenadas.

b) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

c) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

d) Simétrica respecto al eje de ordenadas.

e) Simétrica respecto al origen de coordenadas.
f) Carece de simetria.

10. Ambas funciones son periddicas, entendiendo que continGian de igual forma a izquierda y derecha. La
funcion y = f (X) tiene de periodo T = 2 y la funcién y = g (x) tiene de periodo T = 5.

11. Las respuestas aparecen a continuacion.

a) (F + h)(x) = );2“2( Dom (f +g) =R - {+2,-2]
b)(f-h)(x)=ﬁ Dom (f- h) =R - {+2}

. _ X+2 MN=B.
c)(f.g)(x)_—(x_z)_BZX Dom (f- g) =R - {+2}
d) F-1(x) = ZXX_+12 Dom (f-)=R- {+1}

(x2 +4x+8)e>

T Dom ((f-h) - g) =R - {+2,-2}

e) (f-h)-9) (%)=

fl@+h ()= e” - Dom (g +h) =R - {+2,-2}

x2 -4
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9g () =In (\/;) Domg = (O,—I—oo)
12. Las funciones y valores pedidos son.
2x+11
a) (fog) (x) = m c)(hoh oh)(X)=x
b)(9og) (-4)=2 d) (hof) (1) =4/5

ACTIVIDADES-PAG. 246
13. a) El pardmetro vale a = - 3.

b) El parametro valea = - 3
14. Las funciones inversas pedidas son:
3
a) f ‘1(x):§x—6

3
1- 2x

by f '(x)=

¢ f *(x)=log,(x—-3)

d) f’l(x):i/;_z
3

gy XE=2
e) f(x)= 3

1 X3
f)f = (x)= 5

2—X
15. Resolvemos la ecuacién | = y obtenemos x=1;Xx=-2;Xx= 34417
X \ X+1 2

16. a) Llamando x a la longitud de la base, la funcion que nos permite hallar el area es A(X) = x (20 — Xx).
El dominio de esta funcion es (0, 20) y el recorrido (0, 100]

b) Llamando x al nimero de estudiantes que van al museo la funcién que da el precio a pagar por cada uno
deelloses: P(x) =600/ x.

El dominio de esta funcion es [1, 50] y el recorrido es [12, 600]

17. La funcion buscada es f (r) = 450 r — (n +4) r?
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18. a) La simétrica respecto a OY quedaria:

b) La simétrica respecto del origen seria:

400 si 0<x<30
19. La funcion buscada es f(x) =<12x si 30<x<60
50+8x si x>60
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20. Las respuestas a los apartados son:

a) El beneficio es de 338,56 €.

b) La funcién beneficio es B(X) = @ X— L — §
9 100 3

c) El beneficio es nulo si vende aproximadamente 1 kg o 164 kg.

ACTIVIDADES-PAG. 247

Ofrecemos bibliografia sobre la relacion entre matematicas y deporte.
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UNIDAD 11: Funciones elementales

1. Las representaciones graficas aparecen a continuacion:

o f(X)=2x-5 4] 50
34 a.
21 ® _'.
1 30 .t

-2 -1 20

10

-10

-1 0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-2

eg(x)=x>+4x+5

350 '
00 -
gX)=x*+4x+5 250 L

200 .
150 "
100 .

1

0 0 *

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 .
ol ¢
-1 2 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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160
140
120
100+
80
80
40
20
o]
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
oh(x)=|2x-3|
[ ]
20
L
18
L]
16
.
14
[ ]
12
L]
10
.
8
L]
6
.
4
T 2
6 [ ] L]
Q
-1 -2 Q 2 4 6 8 10 12
-2
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2. Los resultados aparecen en la tabla.
Funcidén cuadrética Vértice Eje
a)y=x° (0,0) Xx=0
b) y = 4x? (0, 0) Xx=0
c)y=x2+4 (0, 4) Xx=0
d)y=(x—4)? (4,0) X=4

3. La correspondencia es:

a) con (I1) b) con (1V) c) con (1) d) con (1)

Las caracteristicas pueden verse en la tabla.

Caracteristicas a)y=2x?2 b)y=2x-2 c)y=log (x+2) | d)y=logz(x)+2
Dominio R R (- 2, + ) (0, + o)
Recorrido (0, + ) [-1,+ ) R R
Monotonia Crecienteen R Crecienteen R Creciente en Creciente en
(_ 2’ + OO) (0’ + OO)
Extremos
relativos No tiene No tiene No tiene No tiene
Acotada Acotada
Acotacion inferiormente inferiormente No acotada No acotada
Simetria No tiene No tiene No tiene No tiene
Asintotas y=0 y=-2 X=-2 x=0

ACTIVIDADES-PAG. 267

1. Cada dia asciende 30 m y resbala 20 m, en realidad asciende 10 m.

Luego al cabo de 27 dias ha ascendido 270 m, y ya el dia 28 asciende a la superficie, pues asciende 30 m y

270 + 30 =300 m.

El caracol tarda 28 dias en salir.

2. La solucién puede verse en el esquema:

Simplemente cambiando tres monedas, las sefialadas con los nimeros 1,

2y 3, el tridngulo se invierte.
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3. Llamamos X = \/1 + 41+ 1+... yelevamos al cuadrado: x* =1+ \/1 + 41+ Y1+

Operamos y obtenemos:

1++5
5

x> =1+x = x?-x-1=0 = x=

La solucion con sentidoes X = , que es el nimero de oro.

4. Comenzando el problema desde el final:

Ave 8%ledal+1=2

Ave 7@ (tiene 6), le da 3 + 1 =4 y le quedan 2.

Ave 62 (tiene 14), leda 7 + 1 = 8 y le quedan 6.

Ave 52 (tiene 30), leda 15+ 1 = 16 y le quedan 14.

Ave 42 (tiene 62), le da 31 + 1 = 32 y le quedan 30.

Ave 32 (tiene 126), le da 63 + 1 = 64 y le quedan 62.
Ave 22 (tiene 254), le da 127 + 1 = 128 y le quedan 126.
Ave 12 (tiene 510), le da 255 + 1 = 256 y le quedan 254.

Al principio tenia 510 granos de maiz.

5. Las pesas que necesitamos ha de ser de 1, 3, 9y 27 kg.
Las pesadas son:

lkg=1
2kg=3-1
3kg=3
4kg=3+1
5kg=9-3-1
6kg=9-3
7kg=9-3+1
8kg=9-1
9kg=9
10kg=9+1

Y asi sucesivamente.

La suma de los nimeros significa que las pesas se colocan en el mismo plato de la balanza, y la diferencia,
gue se colocan en platos diferentes.
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ACTIVIDADES-PAG. 269

1. En las siguientes imagenes podemos ver las gréficas de estas funciones:

0,1*x"2-12x+368

archivo  Opciones 1 funcidn 2 funciones 7

100 ¢
a0
g0
0k
g0
50 ¢
4t

iy 3

exp(2x-5)

Archivo  Opciones 1 funcién 2 funciones 7

Archivo  Opciones 1 funcidn 2 funciones 7
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2. La funcion f (x) = x* — 2x? - 2 es creciente en (-1, 0) U (L+) y decreciente en (—ao0,~1) U (0,1).
Tiene un maximo relativo en (0, -2) y dos minimos relativos en los puntos (-1, -3) y (1, -3) como
podemos ver en su gréafica.

7 B ]} 4 3 2 | 2 3 4 [} B T
1
3+
4 4+
5L
Intervalos de decrecimienta
b) La funcion g(X) = 3 (x - 2)° es 5T
creciente en R. Carece de extremos +4
relativos como podemos ver en su o
gréfica. ;
‘| -
7 G 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 E 7
-1
-2
-3
4 4+
5 4
Méximos

c) La funcion f(x) =x - €* es creciente en

(~1+c0) y decreciente en (—oo,~1)
Tiene un minimo relativo en el punto (-1,
-0,37) y carece de maximos relativos
como podemos ver en su grafica.

b inimos
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Los puntos de corte de las funciones f(x) y g(x) son (1,-3) y (1,64; -0,18) como podemos ver en la
imagen.

7 0 &5 4 a3 21 1 ! jﬂﬁq?tll_ﬁﬁ 4 5 [ 7

Puntos de corte

3. a) La gréfica puede verse en el dibujo.

/\ /-\ 1+ /-\
£.28719 -4,W4159 15795 1,5W4159 4,?3@_)&33-
SEE S

b) La gréfica de la funcion g(x) se obtiene a partir de la grafica de f(x) mediante una traslacion de
vector (0,5; 0).

.s,zﬁaﬁa -4,?12W9 -1,5?0?9\“ / 1,5?0?W9 4,?123\533-
2 &+
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c) La gréfica de la funcion h(x) se obtiene a partir de la gréafica de f(x) mediante una dilatacion
multiplicando sus ordenadas por 4.

(%)
"

35
"

62833 -472 G143 1 EVOVRE 1570786 3.4 4.2 B.283

ACTIVIDADES-PAG. 270

1. En cada caso queda:
a) Lafunciénes y = gx. c) Su ecuacion esy = - 3x.

b) Es la funcién lineal y = 2x. d) No estan alineados.

2. Las gréficas quedan:

a) f (x)=|x-1]

fesie =1

D) 9 09 =[x +
X

{x}

| a0 = It +2!

a3 t T t + + =

g X
[
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L
c) h (x) =|x| .

3. Las gréaficas y sus caracteristicas quedan:

a)y=1(x)
Y
2 / Domf=R
\ Imf= (-1 + o)
\ y=fid Estrictamente decreciente en (- 1, 1).
1 . .
e A Estrictamente creciente en (1, + )
- x A .
- \': No tiene extremos relativos.
Esté acotada inferiormente por — 1.
No es simétrica ni respecto al eje de ordenadas ni respecto al origen.
b)y=9(x)
Y e
! P Domg= (— o, 1] U[2, + )
J7 Img=R
e A . Estrictamente creciente en (— oo, ) U (2, + ) .
¥ { e { No tiene extremos relativos.
N No esta acotada.
= it No es simétrica ni respecto al eje de ordenadas ni respecto al origen.
¢) y=h(x)
ve
il Domh=R
Imh=1[-2, + )

Estrictamente decreciente en (- oo, 2)).

Estrictamente creciente en (5, + )

No tiene extremos relativos.

Esta acotada inferiormente por 2 y no estd acotada superiormente,

luego no estéa acotada.
No es simétrica ni respecto al eje de ordenadas ni respecto al origen.
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4. La representacion grafica es:

5. La solucién queda:

25

20

T(°C)

-0,8x + 22

-0,4x+18

-0,5x+20

X (cm)

a) Lafunciones P =6 + 1,8 - t, donde P es el precio a pagar en euros y t el tiempo en horas.

b) La grafica aparece adjunta.

c) La funcion sera:
116 11

f(x)=—P=—g(6+1,8-t)

100 10

Todas las ordenadas de la funcibn P =6 + 1,8 - t

guedan multiplicadas por 1,16.

ACTIVIDADES-PAG. 271

6. La respuesta aparece a continuacion.

a) f(x) =x?-9x + 18

5

et

ti

Domf=R

Imf= (= 2,25, + oc]

Estrictamente decreciente en (— oo, 4,5).
Estrictamente creciente en (4,5, + o)
Minimo relativo en (4,5; -2,25).

Esta acotada inferiormente por — 2,25.
Minimo absoluto es — 2,25.

Es simétrica respecto de su eje x = 4,5.
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b) f (x) = x*>—8x + 16

0

Domf=R

Imf= (0, + o]

Estrictamente decreciente en (— oo, 4).
Estrictamente creciente en (4, + )

Minimo relativo en (4, 0).
Estéa acotada inferiormente por 0. Minimo absoluto es 0.
Es simétrica respecto de su eje x = 4.

1

1

0

c)f(x)=x2—-2x+5

@

-~

y=fx)

o

IS

w

N

(=]

F3

Domf=R

Imf= (4, + ]

Estrictamente decreciente en (— oo, 1).
Estrictamente creciente en (1, + )

Minimo relativo en (1, 4).
Esta acotada inferiormente por 4. Minimo absoluto es 4.
Es simétrica respecto de su eje x = 1.

Domf=R

Imf= (- o0, — 2]

Estrictamente creciente en (— oo, 2).

Estrictamente decreciente en (2, + o)

Maximo relativo en (2, - 2).

Esta acotada superiormente por - 2. Maximo absoluto es - 2.
Es simétrica respecto de su eje x = 2.
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e)f(x)=-x2+6x-5

Domf=R

Imf= (- oo, 4]

Estrictamente creciente en (— oo, 3).

Estrictamente decreciente en (3, + )

Maéximo relativo en (3, 4).

Esta acotada superiormente por 4. Maximo absoluto es 4.
Es simétrica respecto de su eje x = 3.

Domf=R

Imf= (- oo, 0]

Estrictamente creciente en (— oo, — 2).

Estrictamente decreciente en (— 2, + o)

Maximo relativo en (- 2, 0).

Esta acotada superiormente por 0. Maximo absoluto es 0.
Es simétrica respecto de su eje x = - 2.

)

7. a) Imponiendo que pase por los puntos (- 1, 0) y (0, - 3) y tiene su vértice en (- 2, 1), obtenemos la funcién
g(x)=-x2—4x-3.

b) Imponiendo que pase por los puntos (0, 6) y (2, 2) y tiene en este ultimo su vértice, obtenemos la funcion f
(X) =x2—4x + 6.
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8. a). Hay infinitas soluciones. Todas las funciones cuadraticas de la formay =k - (x?—4) conk € R.

b) La representacion grafica de la funcion f (x) =x?>-5x + 6 queda:

61

] A la vista de la grafica tenemos:

: f(x)>0en(—oo,2)u(3,+oo)
2] f(x)<0en(2,3)

11 f(x)=0enx=2yx=3.

° 0o 1 23 4 5

N (2.5, -0.25)

¢) Buscamos los valores que hacen f (x) = x2—6x + 5 > 2, es decir, g (X) = x?—-6x+ 3 > 0.
Para calcular los intervalos observamos la representacion gréfica de dicha funcion:

Veamos los intervalos para los cuales la funcion g (x) = x> - 6x + 3 > 0.

En la gréfica se observa que:

9 () >0en (—00;0,55) U (5,45; + o) .

= (5.45, 0)

g(x)=0enx=0,55y x =5,45. ]

Luego f (x) > 2en (— o0; 0,55] U [5,45; + o)

6 7
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9. En cada caso:
a) Las representaciones quedan:
. - YA .
vA . * o ¢ =g}
1 y= i S 8
™ — ¥
+ " e : > o) p >
ol Tz S X 59w
—I?"‘B.h

b) En el primer caso hay que fabricar entre 20 y 80 unidades y en el segundo
caso entre 3y 7 unidades.

¢) En la funcioén f (x) el mayor beneficio se produce al fabricar 50 unidades y
este beneficio es de 10 000 euros.

En la funcién g (x) el mayor beneficio se produce al fabricar 5 unidades y
este beneficio es de 4 000 euros.

10. El precio de equilibrio se consigue cuando coinciden ambas funciones:

Ep+1oo:_gp+—16ooo = p=5000
50 3 3

214

El precio de equilibrio es de 5 000 €, y la cantidad de equilibrio es de 2 000 unidades.

11. En cada caso:

a) El precio de equilibrio es p = 30 euros y la cantidad de equilibrio es 240 unidades.

b) Si se pone un precio de 40 euros/unidad, él oferta 270 unidades y se demandan solo 220 unidades, es decir

se produce un exceso.

Si se pone un precio de 15 euros/unidad, la oferta es de 195 unidades y se demandan 270 unidades, es decir,

hay escasez de producto.
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12. Las representaciones graficas son:
: %
! 4
i.
3
\
‘i 41 f{X} - 2}(3
g = —2x3 %
_|1 “‘*\ 1
49
%
3
3
;
T
13. Las representaciones graficas son:
| fixp = 3x¢
i —

f
£
T
]
%
¥
4
4
3
i
+
3

]
%
]
]
13
1
i
k
i
¥

14. Resolvemos los sistemas y obtenemos:

x=0

= x*-x*=0 :>{

1

xX X
I
+ o

1 Los puntos de corte son: (0,0); (1,1) y (-1, 1).

. Los puntos de corte son: (0, 0); (1, 1) y (-1, - 1).
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y=x . x=0
C) = X"=-x"=0 = 1 Los puntos de corte son: (0,0) y (1, 1).
X

15. La correspondencia queda:
y=f(x)=x*-1cond)

y=9(x)=(x+1)" cone)
y=h(x)=—%x3cona)

y=i(x)=-x>+1conf)
y=j(x)=2(x—-1)%*conc)

y=h (x) =-2x*con b)

16. Las representaciones quedan:

&)

.
Vi
o

/

) ; 4

17. Las soluciones son:
a) Se verifica x* <1 en [-1,1]

b) Se verifica Xx° <32 en (- oo, 2]
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c) Se verifica — >4 en|— =, = | —-{0
) - [ ! 2} o

ACTIVIDADES-PAG. 273

18. Las gréficas son:

3
o | ‘:‘ il = 09, x
prmiooy
-vm—"/ . ’
¥ + = 4 >
F 3
jic = 4742 4 i = log X + 4
Z 14
I ] N
~ | e -
1
19. Las desigualdades son:
a) logs 2,5 < logs 3 c) log, 6 < log, 4 e)0,5°< 0,53
5 5
-2 2
1 1 1 1
b) 23> 22 d)| = > | = f) log, = > log, =
) ()5 () 100, L g,
20. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:
100= A - e° N A =|100201o
n :
2010=A-e®® Bz%zo,s
La funcién buscada es: N =100 - e%5t

Para que haya 14 850 ejemplares han de pasar t afios, y se debe verificar:

14850 =100 - €%t = t=10 afios.
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21. El sueldo de este empleado al cabo de t afios seray = 1,12" - X, siendo x el sueldo inicial.

. log 2 - , . .
e Si2x=1,12"- x, entonces t = Y = 6,12 afios tardara en duplicar su salario.
log 112
. ¢ log 4 « . . .
e Sid4x=1,12"- x, entonces t = oq 112~ 12,23afos tardara en cuadruplicar su salario.
091,
. ¢ log 6 N . . .
e Si6x=1,12"- X, entonces t = 50 112 = 15,8 afios tardara en sextuplicar su salario.
0g1,

22. Con un crecimiento anual del 2% al cabo de t afios, habré en la Tierra una poblacion de:

P =1,02! - 4 mil millones de habitantes.

log —

De este modo: 10 = 1,02! - 4, entonces t = = 46,27 afios.

log 1,02

Al cabo de 46,27 afios la poblacién sera de 10 mil millones.

23. Las soluciones son:

a) En el afio 1600 hay una unidad de madera.

En el afio 1800 habia (1 + 50% de 1)? = 1,52 unidades de madera.
En el afio 1900 habia 1,5 unidades de madera.

En el afio 2005 habia 1,5*% unidades de madera.
b) La funcién es y = 1,5, siendo t el tiempo en siglos a partir de 1600.

¢) En el afio 1500 habia 1,5 = 0,667 unidades de madera (u. m.)

En el afio 1400 habia 1,52 = 0,444 u. m.
En el afio 1450 habia 1,5 %° = 0,544 u. m.

En el afio 1000 habia 1,5-¢ = 0,087 u. m.

d) Para que haya el doble de madera que en 1600 se ha de verificar:

2 _15 — t— 1092

= 1,710 siglos , es decir, en el afio 1600 + 171 = 1771.
log 1,5
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Para que haya la mitad de madera que en 1600 se ha de verificar:

l =15 t= log 0,5 = —1,710 siglos, es decir, en el afio 1600 - 171 = 1429.
2 log 1,5

e) Si consideramos la madera en un tiempo t como 1,5' y queremos saber cuanto tiempo t* ha de pasar para
que la madera se triplique, 3 - 1,5', obtenemos:
15" "' =3.15" = 15" =3 = t"=2710 siglos.

Es decir, cada 2,710 siglos o 271 afios, la madera se triplica.

24. Para ver en qué momento vende el mismo numero de ruedas de cada tipo resolvemos la ecuacion:
4171 =2" = 2272 =2" = 2t-2=t = t=2afios

Al cabo de dos afios.

Vender més ruedas S que N para los valores de t que verifiquen la inecuacion:

4171520 = 2272520 = 2t-2>t = t>2afios

A partir del 2° afio se vende mas ruedas de calidad S que de calidad N.

ACTIVIDADES-PAG. 274

25. a) {2—” 4—”}
3 3

(53 (22)
4 2 4 2

¢) En todo el intervalo [0, 2]

o0 5] |5 2]

26.a)seny=-1/2; y=210°+360°k; y = 330° + 360° k

3
b) cosy = % 7y =300+ 360°k; y=2330°+360°k

c)tgy=-1; y=135°+180°k
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27. El vector traslacion es v = (4, 3) por lo que la funcién g(x) es: g(x) = (X - 2)? + 2.

28. a) Se obtiene al trasladar la gréafica de la funcion y = x* mediante el vector V= ©, -2).
b) Se obtiene al trasladar la grafica de la funcion y = log. x mediante el vector V= (-1/2,0).
¢) Se obtiene al trasladar la grafica de la funcion y = x? mediante el vector V= (5,3).

d) Se obtiene al trasladar la grafica de la funcidn y = cos x mediante el vector V= (/2 ,0).

e) Se obtiene al trasladar la gréfica de la funciony = 1/ x mediante el vector V (- 4, 6).
f) Se obtiene a partir de la grafica de la funcidén y = cos x con periodo 8m.

g) Esta funcién es y = (x + 3)2 — 2 y se obtiene al trasladar la grafica de la funcién y = x? mediante el vector
V=(-3-2).

h) Se obtiene al trasladar la grafica de la funcion y = e* mediante el vector V= (-2, 4).

i) Se obtiene de dilatar la grafica de la funcién y = sen x al multiplicar sus ordenadas por 2.
29. a) El precio de equilibrio se da cuando ambas funciones coinciden, es decir:

fo(p) = fa(p); 6p+2225 =240-0,4p% p=25€
y la cantidad de equilibrio es fo (2,5) = f4 (2,5) = 237,5 €

b) fo(p)> fa(p)+ 120; se cumple la desigualdad para p>12,5 €

5
-0 -8 6 f-4 2 ] 2 8 8 10 /12 14 16 18 22 24 26 Jf28

5

-10

a) La longitud maxima es de 10 m y se produce a las 0 horas y a las 16 horas. La minima es -10 m y se
produce a las 8 horas y a las 24 horas.

30. La gréfica de esta funcion es:

i . . t . - . t
b) Resolviendo la inecuacién 10 cos (%} > 5 0 a partir de la gréfica de la funcion  cos [”—j -

1
E > 0 que esta representada en el dibujo:
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~10 B8 &2 2 |o 2 - 8 _10—12 14 16 18 J0——22 24 26— 78

-10 |

15 |

obtenemos la solucion:

telo, 2|2 X
3 3 3

2, (7910"
3l.ayM= —log | ——— | =09.
) 3 9(2,5-104J

b) 8,7 = gIog % ; entonces E = 2,81 - 10 J.
3 25-10

c¢) Hallamos el cociente
7,910
2,8110"

El terremoto de Japon fue 2,8 veces mas potente que el de Lisboa

d) Resolvemos las inecuaciones: 5 < gIog LL‘
3 2,510

J < 7 y obtenemos

7,91 - 10" < E<7,91-10% .

ACTIVIDADES-PAG. 275
Las propiedades de esta grafica son:
No esté definida en el origen.

No tiene simetrias ni es periddica.
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No tiene cortes con los ejes coordenadas.
Las asintotas son las rectas x =0 (eje OY) ey =x + 1.
Tiene un minimo relativo y no tiene maximos relativos ni puntos de inflexién.

Las gréficas de las funciones pedidas son las que estadn dibujadas en trazo continuo de color azul. Van
acompafiadas de la gréfica de la funcién y = f (X) en trazo discontinuo de color rojo

a)y=1f (X

Se dibuja teniendo en cuenta que donde la f(x) crece esta decrece y donde decrece esta crece. Ademas los
cortes con OX de f(x) son asintotas verticales de esta otra.

-
-
——P

~
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b)y=f(-x)

Se dibuja teniendo en cuenta que esta grafica es la simétrica de f(x) respecto al eje de ordenadas.

2 4
1%
T = 3 o L2 T
5 -4 -3 -2 A37 [oN{ 2 3 4 5
R
o
‘.' 4
R -1
S
R
S
e
B4
'-‘I
s 21
o
o
o
o
P
& N
."')

0)y=-f(x)

Se dibuja teniendo en cuenta que esta gréafica es la simétrica de f(x) respecto al eje de abscisas.

H »
1 X
] 2
6 : ‘}.

1 g
\ %
' e
' {_f'

514 R
byst
' K

4 l‘ R
' /f:'
] &
1 c'_."

3l [ '/-__.

y=-f(
24
14
4 5
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dyy=|fx)]

Se dibuja teniendo en cuenta que esta grafica se obtiene de f(x) mintiendo la parte de ordenadas positivas y
las ramas de ordenadas negativas se hace su simétrica respecto al eje de abscisas.

e) La grafica de y =f ! (x) es la simétrica de la grafica de y = f (x) respecto de la recta bisectriz del primer y
tercer cuadrante, es decir, de larectay = x.

En este caso la funcion dada, y = f (x), no tiene inversa ya que dicha funcién no es inyectiva.
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UNIDAD 12: Limites de funciones. Continuidad

ACTIVIDADES-PAG. 276

1. Podemos decir lo siguiente:

a) Para la gréfica del apartado (I):
f (x) tiende a 1 cuando x tiende a — oo

f (x) tiende a + o cuando x tiende a — 2 por la izquierda
f (x) tiende a - o cuando x tiende a — 2 por la derecha

f (x) tiende a - o cuando x tiende a 2 por la izquierda

f (x) tiende a + o cuando x tiende a 2 por la derecha

f (x) tiende a 1 cuando x tiende a + o©.

b) Para la grafica del apartado (11):
f (x) tiende a 1 cuando x tiende a — o

f(x) tiende a 1 cuando x tiende a + .

c) Para la gréfica del apartado (I11)
f (x) tiende a 0 cuando x tiende a — oo

f(x) tiende a + oo cuando X tiende a + co.

d) Para la grafica del apartado (IV):
f (x) tiende a — oo cuando x tiende a — o©

f (x) tiende a + oo cuando x tiende a + oo.

ACTIVIDADES-PAG. 293

1. Basta con mover el cuadrado para ver que el area de la region limitada es la cuarta parte del cuadrado.

2. Basta conocer el lado del cuadrado que se forma dentro de la figura. La resolucion nos recuerda al
problema de los perros guardianes.

El &rea de la rosa de 4 pétalos es igual al area del cuadrado rayado mas 4 veces el area del pétalo. El area de
un pétalo lo puedes encontrar en el problema de los perros guardianes.

3. La representacion geométrica del problema asi como su resolucion quedan:

Los calculos quedan:

Area (x) = Area cuadrado — Area triangulo — 2 - Area sector =
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a a3
A 2
L2 gl ;8o
2 12 4 6
Area (rayada) = = Area circulo — Area triangulo rectangulo =
_zea a_a’(z
4 2 2 \ 2

Area (y) = Area triangulo rectangulo — Area (rayada) — 2 - Area (X) =

a’ r-a’ a’ 2 \/§ T 2 aZ\/§ 7-a’
= | = ——|-2-a*|1-—-Z |=-a%*+ +
2 4 2 4 3] 2 12
. . B 7-a? a? az\/§ 7-a’
Area (z) =2 - Area (rayada) — 2 - Area (y)= = 2 - - —|-2-a%*-a*+ + =
(2 (rayada) ) [ 2 2} ( > o ]
-a? 7 -a’ 7 -a’
== —a’ +2a’-a’\3- - —a?-a’J3+

4. Sean las figuras:

e En la figura (1) el area pedida es 2 veces el area de una de las aspas rayada en el dibujo adjunto.

Area aspa = Area cuadrado — 2 - Area (a) — 2 - Area (b)
Vamos a hallar el area de la zona (a).

El radio de esta zona es la mitad de la diagonal del cuadrado.

D = /102 +10% =10+/2, es decir, r = 5+/2
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Ahora hallamos el area de la zona (b). El radio de esta zona es el lado del cuadrado menos el radio de la zona
(a), es decir, r =10 — 5+/2.

Area (b) = %7[ - (10 - 5\/5)2 _ (- 55‘/5)” m?

El area del aspa queda:
Area aspa =107 — 257 —(75 — 50~/2) 7 =100 — 100 7 + 502
El area pedida queda:
Area pedida = 2 - Area aspa = 2 - (100 — 1007 + 50+/2 7) = 15,97 m?

e En la figura (2) el area pedida es igual al area del cuadrado de lado 10 m menos el area del circulo de radio
5Sm.

Area figura (2) = 102 — - 52 =100 - 251 = 21,46 m?

ACTIVIDADES-PAG. 295

1. En la imagen tenemos la resolucion, con Wiris, de estos limites.

3

lim, (1+4x) 2x° = +00
x—0

[ 1
lim (y9x?-2x-3x) = -—
X—++ix) 3

[ X2 =6x+5
lim — =+ 8
L—*ﬁ 2/ x-1-4 E
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2. Con Wiris representamos la funcion y vemos en la grafica que tiene dos asintotas verticales de
ecuaciones x =0 ; x = 0,5 y una asintota horizontal de ecuacién y = -1.

En la misma grafica estudiamos la continuidad y esta funcién es continua en R — {0; 0,5}
1-2-x2 1-2-x2

f(X) = ———— = X
(x) 2-x2-x 2:.x2-x

| representar(f(x), {asintota= {color=verde,anchura_linea=3}})

| tablero1:1
<‘E’] L e enm|@s>
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3. Representamos con Wiris estas dos funciones:

a) Esta es una funcién a trozos y hay que dibujar cada trozo en su intervalo, los dos dibujos dentro
del mismo bloque.

| dibujar(2-x-x2, 1..+00, {color=azul,anchura_linea=3}) =+ tablero1
| dibujar(27%, -00..1,{color=verde,anchura_linea=3}) =+ tablero1

A partir de la grafica vemos que esta funcién es continuaen R — {1}

| tablero1:1 .
<|B|LJE 2 e 11|k>

Y
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b) Para representar la parte entera se escribe dibujar(suelo(x/4))

La representamos y a partir de la grafica vemos que es una funcion es continua en
R—{x=4-k/keZ}

”dibujar(suelo(%),{color=rojo,anchura_linea=3}) =3 tablero1

| tablero1:1

BlE2 e D ews s 8B B

ACTIVIDADES-PAG. 296

1. Las soluciones pueden verse en la tabla.

Apartados Gréfica a) Gréfica b) Gréfica c)
a) Dom f R R R
b) Im f [0, 1) R [0, + )
c) f(0) 0 2 1
df() 0 2 0
e) lim f(x) 1 1 1
x—0"
f) lim f(x) 0 1 1
x — 0%
g) lim f (x) No existe 1 1
x—0
h) lim f(x) 1 2 1
X —>1
i) lim f(x) 0 2 2
x —>1"
j) lim f(x) No existe 2 No existe
x—>1
k) lim f(x) No existe -0 + o
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) lim f(x) No existe + o0 + o0
X —>+ ©

m 2. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a)Domf=R;Imf=[—1,+oo); Il'rr_l f(x)=3; lim f(xX)=+ o; I|'m3f(x)=2;f(3)=3;
f(0)=0yf(2)=0

42 1 10 =© =8 7 & 5 -4 3 2 1 1 3 4 5

b) Il'mlg (X) = 2; g (x) estrictamente creciente en (— o0, 1); Img = (- oo, 2].
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¢) Domh=R;: Imh=R; lim h(x) =—o0; lim h(X)=3; lim h(x)=+o; lim h(x)=0
X — 0" X = — o X =+ o

x >0

d) lim jo)=lim j () =lim j () =3
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e) Domk=R; Imk= (— o0, 2]; Iimzk(x) =+o00; lim k(x)=1; lim k(x)=-1
En esta actividad son incompatibles las condiciones: Imk = (— 00, 2] y I|'m2k (X) =+ ©

Por lo que no existe una funcion cuya grafica verifique esas condiciones.

3. La asociacion es:

a) con (I1) b) con (111) c) con (1)

ACTIVIDADES-PAG. 297

4. Las soluciones son:

a) lim f(x)=—o h) lim g(x)=1
x—> -1 Xx—> -1
b) lim f(X)=+ o i) lim g(x) noexiste
X — -1 X ——1"
c) lim . f (X) no existe j) lim g(X)=+o
X —> — X —>—o0
d) Asintotas horizontales: y = 0 k) Asintotas horizontales: y =0
Asintotas verticales: x =- 1 Asintotas verticales: x = -1
e) lim f(x)=0 ) lim g (X) no existe
X —> -0 X —>1
f) lim f(x)=0 m) lim g(x)=-1
X —>+ x —1"
0) I|'m0 f(x)=0 n lim g(x)=0
X —> X —>+ o

m 5. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Asintota verticalenx=-2; lim f(x)= lim f (x) =2
X —> — o X —> + oo
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l-----------------K’----- -

b) Iimlg(x)zl; lim g(x) =—o0; Iirr;ﬁg(x):—oo; lim g(X)=+

x — 3"

X —>+ ©

-9

-y -

c)h(-4)=2; lim h(x) =—o0; lim h(x) =+ w; I|'m2 h(x) = 2; Il'rr; h(x)=-1
X—-—2" X— 27 x —2*

X—> -2
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-10

-1

-4

-5

-5

-7

-8

-9

= 4+ o0

t ()

Ve

= 1m
x — 3"

t(x)

=2; lim
X —>3

t(x)

lim
X —> 2

lim ht(x) = — oo;
X — 0"

:1,

d) t (0)

12

11

10

X1

2

3

-4

5
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6. Los valores de los limites son:

. . 1
) fin,5 =5 ) Jim =0
b) lim x %=0 i) I|'m1x8=1
1 1
lim =—=— Ky lim x°=-
C) X—>-3 X4 81 )X~>07 *
. 7 .1
d lim x'=—-o ) lim — =+o00
X —> — x—> 0 X
. . 1
e) lim (-5 =-5 m) lim — =+
X — — o x—>0" X
. 1 ,
f) Iim — =+ n lim = =—o
x— 0" X x—>0 X
. 1 . .
g lim — =0 0) lim x" =+
X—> —o ¥ X—> -0
h lim = — oo ) lim x = 2
x— 0 )(:I'1 - P X—2 -
ACTIVIDADES-PAG. 298
7. El valor de los limites es:
a) lim f(x) =2 e) lim f(x) =1
X — 2" X —> 4"
b) lim f(x) =1 f) I|’m4f(x)=1
x = 2+ X =
c) I|'m2f(x) no existe g) lim f(x)=—o0
d) lim f(x) =1 h) lim f(x)=—-o
X — 4" X —> + o
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Todo lo anterior puede verse en la grafica que sigue.

8. Los limites valen:

3_
a) lim (3%2 + 5% —2) = + folim X 2XrL_
X+ x—>-=  BX° + 2X
b) Iim (-x*+5x-4)=-o g) lim &+3 E
X —> + X =+ ®© / -5 2
. 3/x3 +4x% -2
¢) lim (3x* —6x*> —5)=- h) lim =— o
o x> 3/8x* —5x + 3
4x* -7
o im g s i VT 1
X —> - 002)( —4x + 6 X = + o0 4X 2
3x* +5x -7

e) lim - =—
x>+ —3x° —3X + 4

9. Los limites valen:

x? -1 coJl-x-1 1

lim ——————=-1 lim Y™~ ~—-_=
)X—>1x —4x% +3x g)HO X 2
oy lim X F2X g h lim =% _4

x>0 2x3 + 3x? + 2X x>4 [x =2

xX*-4 4 e x—42 V2
o lim —*~ — % A
x—2 5x? —7x—6 13 x>2 X° -4 16
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d) lim

X > -

e) lim ————
L x® + x?

x> —5x +6
x>3 x> —6X +9

f) lim

10. Los limites son:
2

a) lim
x->1 x =1

d) lim

x—>0

2
=

lim

X—>+

e)

f) lim !

no existe, ya que:

X2 + 2X

2 2
— X+
X+1

no existe (los limites

laterales son diferentes)

X2 +1
x-1

lim

X -1

—ooy lim

, 24+ X . 2+ X
=+o vy lim =
X

x — 0"

X — 0

2(x2 + 2x)

= lim
3x3

Xx—>0

j[oo-o]

1][00.012

o)

2.x% +1
lim L{f}=2
o0

x+1
2
[00-0]=|im X —X

X —>+

1

El

x+2_

Xx—>0

. X (X —

0
xX* +2 x=>0 x% (X + 2)(x* + 2) {6}_

)

no existe, al ser los limites laterales:

x>0 x% (X + 2)

(x* +2)

Xx—-1 Xx—-1

lim > =
x>0 X (X+2) (X +2)

11. Los limites valen:

+ 00

lim =
ey X(x+2) (x* +2)

a) lim ( 4x* —2x+3—2x)=—%

X — +o0

b) tim [x (Vx+3 - Vx|

X—>+®©

3
2
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12. Los limites son:

a) Es una indeterminacion del tipo 1 . El valor del limite es:
2x i [4ax+2 o 10x 5
lim (4X+2j :exgnl“’zx [‘“‘—3 1j:exﬂ"lw4x3 2

X—>+©

4x — 3

b) Es una indeterminacion del tipo 1 . El valor del limite es:

2x* +1 Iim 2x2+1_[3x—7_1j 14
lim 3xX-7 3x PREL ™ o™ =e—§
X —> + 3x
2 3x
, X -
c) Ilm( j =2"" =4+
x>+o| X +5

d) Es una indeterminacion del tipo 1 “ . El valor del limite es:

; 2 x? lim xz-(lﬁ-;—lJ
lim 1+5— =e " * J=e"" =+
X

e) Es una indeterminacion del tipo 1 . El valor del limite es:

X2 2 2 3 2
- p X 2x° — 6x . - 5x% + 5x
] 2x* - 6x )2 xﬂ"lm?[iz_ . ‘1] L T S
||m (22 5 —e 2x X -5 —e 4x 2x 10:e
X —> + o X p— X —_
f) Es una indeterminacion del tipo 1 . El valor del limite es:
-3 _
5 — 3x X lim (x—3)-[5 3*—1] [ _1 1
I’  AXot 4 — 3x _ AXo+re—3X+4 3 _
Im|——— =€ =€ =€ °=—F
X = + 0 4 _ 3X %
g) Es una indeterminacion del tipo 1 “ . El valor del limite es:
2 6X
3 2 lim <. (1+3x-1) lim ==
lim (1 + 3x)x =e* =g 0% =g
x—0
h) Es una indeterminacion del tipo 1 * . El valor del limite es:
X2 +3 2 2
- (x*+1)x-t x"'L“lxx:f'[xx:ll‘l] i, O
lim . =e =gt Gt g
x—=>1 X +
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2_ X+ 3
) tim [ 21 _pe
2x° +1

13. El valor del parametro, en cada caso, es:

a)a=1 b)a=4

14. A la vista de la gréafica podemos asegurar que:

c)a=1

a) La gréfica es continua para cualquier nimero real excepto para x = 0.

b) La gréfica es continua para cualquier nimero real excepto para x = 0.

c) La gréfica es continua para cualquier nimero real.

15. Los resultados son:

M a) lim f(x)=1  ef(0)=3
x— 0"
b) lim f(x)=3  ff(L)=0
x — 0" '
c) )!l'ml f(x)=0 g f3)=-

d) lim f(x) =-6

La funcion es continua para cualquier nimero real
excepto para x = 0.

Todo lo anterior puede verse en la grafica adjunta.

(an a lim f(x)=-2 e)f(0)=-4
X — 0"
b) lim f(x) =-4 Hf@a) =-3
x — 0%
c) )!l'mlf(x)=-3 g9)f@)=5

d) I|'m3 f(x)=5

La funcion es continua para cualquier nimero real excepto para x
=0.
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16. Los valores del parametro a para que las funciones sean continuas es:

a)a==6 bya=1

ACTIVIDADES-PAG. 300
17. a) La funcion f (x) es continuaen R —{- 3, 3}.
b) La funcién f (x) es continua en [- 2, 2].
c) La funcién f (x) no es continua en x = 4.
d) La funcion f (x) es continuaen (=3, + o).
e) La funcion f (x) es continuaen R.
f) La funcidn f (X) no es continua en X = 2 pues no esta definida.

g) La funcion f (x) es continua en R.
h) La funcion f (x) es continuaen R - {% +k - %}

18. La funcion dada es discontinua evitable en x = 3. La redefinimos y queda:

5x>—45 .
—— s x#3
f(xX)=4 2X—6
15 si x=3

19. a) En este momento hay 4000 aguilas. Al cabo de 8 afios habra 7368 aguilas y al cabo de 12 afios habra
7556 aguilas, es decir, habra aumentado el nimero.

b) Calculamos  lim

X >+ ©

(16t+12

=8 , es decir se estabilizara en 8 000 animales.
2t+3

20. 1. La funcién exponencial es N (t) =70 - 1,1

. - 700
I1. La funcién logisticaes N(t) = 50
1+9.e 100
. . 700
a) Resolviendo las ecuaciones 140=70-1,1' y 140= = obtenemos que con el modelo
1+9.¢ 100

exponencial han de pasar 7,28 horas y con el modelo logistico han de pasar 5,4 horas.
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b) La tabla pedida es:
t Exponencial Logistica
0 70 70
1 77 80,03990464
2 84,7 91,31109437
3 93,17 103,903478
4 102,487 117,8960781
5 112,7357 133,3515017
6 124,00927 150,3098548
7 136,410197 168,7824405
8 150,0512167 188,7457263
9 165,0563384 210,1361945
10 181,5619722 232,8467645
15 292,4073719 359,4821809
20 470,9249965 483,6809455
25 758,429416 577,9589089

En las tablas anteriores observamos como el crecimiento con la funcién exponencial es al principio mas lento

gue con la funcion logistica y al pasar las horas es al contrario.

c) Calculamos  lim (70-1,1t):+oo lim Lz?OO

X —> + © X— + © 15t

1+9.¢ 100

Al pasar las horas el crecimiento exponencial es infinito y en cambio el logistico tiende a 700 que es el

namero total de individuos. EI modelo logistico se ajusta mas a este tipo de fenémenos.

ACTIVIDADES-PAG. 301

. 2 2 2 2
a) Las funciones y = — connparson: y =—, y=—,y=—..
X" X X X
Sus principales caracteristicas son:
e Dominio: R — {0}.
e Recorrido: (0, + o0)
. . : 2 2
e Simetria respecto eje OY, yaque f (= X) = Cx) =—=1f(x)
- X X
e Asintotas: x =0 ey =0, al cumplirse:
lim i—+oo lim — =+ lim i=O lim i=0
x—>0 X" x—o0t x" x >—o X" x—>+w x"
. . . ., —2n
e Creciente en (— oo, 0) y decreciente en (0, + o). La primera derivadaes y* = —
X
, . . . .. 2n(n+1)
e Convexa (concava hacia las Y positivas) en R — {0}. La segunda derivadaes y* = ———
X
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Algunas de las graficas son:

5 -4 -3 -2 A 0

5,
44
3,

2

flx) = 20
2,
1_
0

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

_1-

. 2 . 2 2 2
Las funciones y = — connimparson: y =—, y=—,y=—
x" X X X
Sus principales caracteristicas son:
e Dominio: R — {0}.
e Recorrido: R — {0}
2
e Simetria respecto del origen de coordenadas, ya que f (— X) = X =-—==1(x)
— X X
e Asintotas: x =0 ¢y =0, al cumplirse:
lim i:—oo lim i=+oo lim i=O lim i=0
x>0 X" x—>0" x" Xx—>—w y" x>+ x"

- 2n

n+1

X

e Decreciente en R — {0}. La primera derivadaes y~ =

e Concava (concava hacia las Y negativas) en (— oo, 0) Convexa (concava hacia las Y positivas) en

2n(n + 1)

n+2

X

(0, + ). La segunda derivadaes y~ =
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Algunas de las graficas son:

b) Estudiamos las principales caracteristicas de las funciones y = —, siendo k un valor cualquiera.
X

b1) En el caso k = 0, lafuncién y = x% = 0 es una funcion constante y no comparte las caracteristicas de
la familia de funciones.

b,) En el caso k > 0 las caracteristicas de las funciones coinciden con las descritas en el apartado anterior.

bs) En el caso k < 0, por ejemplo k = - 3, tenemos dos opciones distintas:

. -3 -3 -3 -3
(1) Las funciones y = — connparson: y = —-, Yy =—-, Yy = —— ...
X X X X

Sus principales caracteristicas son:
e Dominio: R — {0}.

e Recorrido: (— oo, 0)
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. . -3 -3
e Simetria respecto eje OY, yaque f (= X) = -=—2=f ()
=x" X
e Asintotas: x =0 ey =0, al cumplirse:
lim — =—w lim — =— lim — =0 lim — =0
x>0 X" x>0t X" x >—oo X" x>+ X"

e Decreciente en (— oo, 0) y creciente en (0, + o0). La primera derivadaes y~ =

Xn +1
. ) . : . . 3n(n +1)
e Concava (concava hacia las Y negativas) en R — {0}. La segunda derivadaes y =~ = - ———
X
Algunas de las graficas son:
21 2
1 1
0 0
0 5 4 0 4 5
-14 1
-2 -2
-3 _3
-44 -4
-5 -5
2
1
0
o] 1 2 3 4 5
-1
2 flay=~5
-3
-4
-5
. -3 . -3 -3 -3
() Las funciones y = —— connimparson: y = —, Yy =——, Yy = — ...
X X X
Sus principales caracteristicas son:
e Dominio: R — {0}.
e Recorrido: R — {0}
. -3 3
e Simetria respecto del origen de coordenadas, yaque f (— X) = X = —=-Tf(x)
- X X

e Asintotas: x =0 ey = 0, al cumplirse:
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lim _—3:+oo lim —3:—00 lim —3:0 lim —n?’:O

x—>0 X x—0" X" X—>-—o X X—>+0o X

e Creciente en R — {0}. La primera derivadaes y~ =

n+1
X

e Convexa (concava hacia las Y positivas) en (— oo, 0). Concava (céncava hacia las Y negativas) en

. .. —3n(n+1
(0, + ). La segunda derivadaes y~ = —3n(n+1)
Xn + 2
Algunas de las gréficas son:
4 4
3 3]
3 ) 3
2 fle)=— i fla) = =
1 1]
0 0
4 -3 -2 1 0 1 ) " P I - -
1 o
2 N
’ 3
4 N
4,
3~
3
N f@)y =
1_
o]
4 3 2 0 1 2 3 4

-4

c) Las respuestas a los aparatados aparecen a continuacion:

. - . k »
C1) La derivada de la funcion y = Ln esy =- % Sea P (a, _”j un punto de la funcion.
X X a

La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:
k kn
y-—=—-—-(x-3a = knx+a""
a a

y=k(n+Da
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Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:

n+1
k "ty =k 1 X = a
A:{nx+a y=k(n+Da _ . N A=(n+1a,0J
(x =0
|x=0 k(n+1)
: na1 = k(n+1) = B=|0—7—
knx +a" "y =k(n + 1a y=a—n a
Sea M el punto medio del segmento de extremos A 'y B; sus coordenadas son:
n+1 k(n +1)
—a+0 0+— =
X, + Xp n n+1 Ya+ Vs a" k(n+1)
2 2 2n 2 2 2a"

Para que el punto M coincida con el punto P debe cumplirse:

Xy = Xp nJrla:a:>n+1=1:>n+1=2n = n=1
2n 2n
Yu = Yo :>—k(n+1)=£n:—n;1:1:n+1=2:>n=1

2a" a

Como n debe ser mayor o igual que 2, el punto medio, M (en color verde), del segmento de extremos Ay B
no es el punto P (en color rojo). Esto puede observarse en los dibujos que siguen.

6
fla) ==
6 41 ik
5 ==,
flz) = 2 3
4
3 =(1.61,2.95) 24
=(1.43,1.22)
P = (2.14, 1.97)
2 1 P=(2.14,0.61)

< (1.28, 0.33
P=(2.14,011)

:1 0 ‘Il é \
A=(257,0)
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c2) El area del triangulo OAB es:

Area = O~ OB

2
Areazl-(n+1aj-k(nn+l) = Area:—k (anr_ll)
n a 2na

Observamos que el area del tridngulo depende de los parametros k y n que definen la funcion y de la variable
a que nos da la posicion del punto P sobre la grafica de la funcion.

. . iy iy 9
En las imagenes pueden verse las areas de los triangulos OAB para la funcion f (x) = —- en los puntos de
X

abscisasa=1,a=2ya=3.

9(2+1* 81

Sik=9,n=2ya=1, obtenemos: Area = ————"— = — = 20,25 u’.
2-2-1 4
2
Sik=9,n=2ya= 2, obtenemos: Areazg(z—Jr?_1 :8—1=10,125 u’.
2:-2-2 8
2
Sik=9,n=2ya= 3, obtenemos: Area:9(2—+1)_1:8—1 =6,75 u®.
2-2-3 12

Area = 20.25

Area=6.75
-1 olo 1 2 3
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d) Las respuestas a los apartados aparecen a continuacion:

d1) La derivada de la funcion y = Ln esy =- Sea P (a, Lnj un punto de la funcion.
na

nx n+1"
La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:
k k
- =———(x-a = knx+na""'y =k(n +1a
y n+1 y

na" a

Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:

nel. ~n+1
A:{knx+na y=k(n+ha _ |x==—a _ A=[n+1a,0j
x=0
x=0 k(n+1
B: ity _ =, _k+y = B=(O,(—n)]
knx + na" "'y = k(n + Da y = . na

Sea M el punto medio del segmento de extremos A y B; sus coordenadas son:

n+la+0 O+k(n+1)
_Xa+Xg n+1 YAt VYs na" _ k(n+1)
X == T 2 ~on ° Yu =TT 2 ~ 2na"

Para que el punto M coincida con el punto P debe cumplirse:

Xy = Xp n+1a:a:>n+1=1:>n+1=2n = n=1
2n 2n
Ym = Yp k(n+1): K = r“rl:1:>n+1:2:n:1

2na" na" 2

Como n debe ser mayor o igual que 2, el punto medio, M, del segmento de extremos A y B nunca coincide
con el punto P. Esto puede observarse en los dibujos que siguen.
B% 0,4.71

AO, 3.63 4

4
fle)= o5

M = (0.58, 2.35)

M = (0.97, 1.34)
P =(1.3,0.89)

olo 1/*(117,(?7 3
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d2) El area del triangulo OAB es:

Area = O~ OB

Area =
2

[

2
n:laj_k(n+l) - Area:k(n+1)

na" 2n%a" !

Observamos que el area del tridngulo depende de los parametros k y n que definen la funcion y de la variable
a que nos da la posicion del punto P sobre la gréafica de la funcion.

En las iméagenes pueden verse las areas de los tridngulos OAB para la funciéon f (x) = o en los puntos
X

deabscisasa=1,a=2ya=3.
Sik=5,n=2ya=1, obtenemos: Area =
Sik=5,n=2ya=2, obtenemos: Area =

ZXZXZXZX

Sik=5,n=2ya=3, obtenemos: Area =

M = (0.75, 3.76)

P=(1,251)

Area = 5.63

5(2+1)% 45

= =5625u?.
2.22.12°1 8
2
SEHD)T 45 e,
2.22.22°Y 16
2
M_Ezlgm u.

2.22.32°1 24

1B =(0, 0.84)

fl@) = =

T

I\

M = (2.25, 0.42)
P = (3, 0.28)

Area =1.88 2
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UNIDAD 13: Introduccion a las derivadas

ACTIVIDADES-PAG. 302

1. Las soluciones aparecen en la tabla.

[0, 3] [3, 6]
a) f1 (x) = 2x 2 2
b)fo(x)=2x+3 2 2
c) f5 (x) = X2 3 9
7 56
d) s (x) = 2% 3 =2,33 3 =18,67
2. El valor de los limites es:
2) Iim fL+h)-f (1)=6
h—0 h
h—0 h (x—=2)

1
3. La ecuacion de la recta que pasa por P (- 2, 3) y con pendiente — 5 es x+3y=7.

La ecuacion de la recta perpendicular a la anterioren P (- 2, 3) es 3x —y =- 9.

4. La ecuacion de la recta tangente ay = 2x% — 4x + 6 en el punto P (0, 6) es 4x +y = 6.

ACTIVIDADES-PAG. 319

1. Podemos representar el problema en un grafico.

En el gréafico estd muy clara la situacién del problema y la solucién del mismo.

Efectivamente, hay un punto por el que pasa a la misma hora, y es el punto (*) en el que se encuentran los

dos trayectos, el de ida y el de vuelta.

2. Cuando Luis estd en la mitad del camino,
comienza a andar, luego la otra mitad va a velocidad
mas lenta.

En cambio, Ana, al correr la mitad del tiempo, corre
mas de la mitad del camino, por lo que menos de la
mitad lo hace andando, asi llega antes Ana.

Qome

Lus

anda

cofre

ANA

arda

\if

Plaza Mayo

Pinarcilio
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3. El primer cirujano se pone el guante (A) dentro del otro (B), es decir, se pone (A) y encima se pone (B).
El segundo cirujano se pone el guante (B) por la cara que no ha tocado al herido.

El tercer cirujano se pone el guante (A) dandole la vuelta y encima de éste (B) con que han operado los otros
dos cirujanos.

ACTIVIDADES-PAG. 321

1. En la imagen vemos la resolucién de esta actividad

F(x) 1= (&) (€05(2X)7 .gen(2.x) = xi—e 02 X)) gen(2.x)

f => x—-4-(cos(2-x)-e5(2% " .gen(2.x)2) +2- (cos (2-x) -e0S(2:X) %)
2 2-

a(x) :=( \‘/; ) L U] \/;
Vx+2 Jx+2 =

g| = x—

2
(x+4) -/x+4-x

2. En la imagen vemos la resolucion de esta actividad.

a) Para la funcion y = f(x) obtenemos su derivada en x = - 1y la ecuacion de las recta tangente en x

=-lquees y :%x+%,y la de la recta normal y :3x+z .

b) Para la funcion y = g(x) _ 3-x 3-x
obtenemos su derivadaenx =0y la ) =532 ™ X 2.x-2
ecuacion de la recta tangente en X =

0 queesy=m; lade larecta F = tz;
normal no la determina al ser x = 0. —-Xc+4-x-4
1
— q, -—
F(-1) 3
1 1
t(x)=F(-1)- (x+1)+f(-1) = Xi = X+

7
(x+1)+F(=1) = x=3-x+ =

_“m=f'(—1) 2
_ g(x) :=4 -atan(y/2-x*+1) = x—4-atan(y/2-x*+1)
8-x3

Vo oy

g " (x*+1)-v/2-x%+1
| g'(0) = 0
| t(x)=g'(0) - (x=0) +g(0) => x—m

-1
n(xl—m-(x-ﬂhg(ﬂll
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ACTIVIDADES-PAG. 322

1. Las soluciones pueden verse en la tabla.

[- 21 3] [01 4] [21 5]
a)f(x)=2x+4 2 2 2
b)g (x)=7x—x3 0 -9 -32
¢)h(x)=x+6 1 oo V10 - /6 V11 - 48
=Y — =018 | — =016
5 4 3
dt(x)= 22 —i:—0,083 i=O,53 —l——0,19
X -1 15 36
2. Las soluciones son:
a) La gréfica la podemos ver en el dibujo. "
b) Las tasas de variacién medias son: o
TVM [1; 1,5] =30 m/s &
TVM [L: 3] = 24 ms K
TVM [1, 5] =16 m/s 50
¢) Los valores anteriores son las velocidades medias que “
alcanza el balén en cada uno de los intervalos citados. 30
10
3. Las tasas pedidas son:
2
we="emNl 1 o7ies TwM e ety TNl 1 o
e—-1 e—-1 e’ —e e’ —e

4. La velocidad media entre los instantes 2,5y 6 vale 13 m/s.
La velocidad instantanea en el instante 2,5 vale 6 m/s.

La velocidad instantanea en el instante 6 vale 20 m/s.
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5. a) Las tasas de variacion media del efecto son: TVM [0,2] =0,1768 y TVM [0, 4] = 0,125.

b) En la grafica podemos ver que en las cuatro primeras horas aumenta el efecto del fa&rmaco, no asi en las

siguientes.
1
a) f(x)=8+x b)g(x)=2-x? o)t(x)= —
X+1
1 i
0.5 1
0 B T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
6. El valor de las derivadas es:
a)f " (1)=-6 b)f'(2)=% c)f'(7)=§

7. Los resultados pueden verse en la tabla.

Funcién Tangente Pendiente Angulo con OX
a) f(x)=8+x y=x+8 1 45°
b) g (x) =2 — x? y=2 0 Qe
1 =-x+1 -1 135°
9tz - |
X+1

8. La recta tangente en el punto P (0, 5) es 2x +y = 5.

9. Los puntos de ordenada 5 son P (1, 5) y Q (5, 5).
Las rectas tangente y normal en el punto P (1, 5) son, respectivamente: 8x +y = 13y x — 8y = - 39.

Las rectas tangente y normal en el punto Q (5, 5) son, respectivamente: 8x -y =35y X + 8y = 45,
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i 1 . .
10. No hay ningln punto de la curva f (X) = 3 x® — 4 cuya tangente sea paralela a la bisectriz del segundo
y cuarto cuadrante (en esta curva todas las pendientes de las tangentes son positivas o nulas).
En el punto (0, - 4) la recta tangente seré paralela al eje de abscisas.

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.
121

104

ACTIVIDADES-PAG. 323

11. Los valores que se pidenson: f'(2) =0y f ~ (— %) =— 1 =-0,27

12. La funcion buscada es f (x) = 2x — 3.

13. Se corresponde con la gréafica del apartado b).

La grafica de f (x) tiene por ecuacion f “(x) = - 4x + 4, entonces f (x) = - 2x2 + 4x.

14. Las funciones derivadas son:
a)f’'(x)=5 )f " (x)=-3x*+2

X

X2 +4

b) £ (x) = 32x — 24 d) £ (x)=
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15. Las funciones y sus derivadas aparecen a continuacion. En las representaciones las graficas de las

funciones son las lineas continuas y rojas y las graficas de las funciones derivadas son las azules y
discontinuas.

a)f(x):—g f (x)=0
3
2_
14
f (x)=0

™ - T - -t 0 ™ - Ll - -
-5 -4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5

20 -1

f(ﬁ)—*g
_2.
b) f (x) = 8 -2x f x)=-2

®_~

c)f(x)=3x2+4x-1
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=15x2-10

(%)

5x3—10x + 3

d) f(x)

15¢-10

fix)

o~
12
+
x
=™
| N
I 8
—~ l
X =
N—r HI\J
\
Y—
N
—| +
x
1
=X
N—r
Y—
—~
(5]

x> -6

™M | N

)T ()

=3x

()
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16. Se debe verificar que: f'(x) = g"(x); es decir la ecuacién 3x? — 6x = 9 — 12x; de donde obtenemos las
soluciones 1y -3.

Para la funcion y = f (x) los puntos son Ax (1, 2) y Az (- 3, - 50), en ambos las pendientes de las rectas
tangentes valen — 3 y 45, respectivamente.

Para la funcién y = g (x) los puntos son B1 (1, 3) y B2 (- 3, - 81), en ambos las pendientes de las rectas
tangentes valen — 3 y 45, respectivamente.
ACTIVIDADES-PAG. 324

17. Las derivadas son:
a) D[x®] =7x8

0o Z]-- %

X X

c) D[3§/;]= c ;/%7

d) D[5x*+4 x-1] =10x + 4

e
e)D[X 1 _
4

X
2

3 6
D S -
" 2x — 5| (2x — 5)?

9) D

I 4 - 48x° - 72x
(x* +3x? —2f | (x* +3x* - 2)°*

h) D[(x -2 X2 )*] =3 - (1 —4x) - (x — 2x?)?

-1 2X
N D _
) [w/3+2x2 } (3 + 2x%) /3 + 2X?

18. Las derivadas son:
X |
) D{S“} _In5 5

Bx

4
b)D[2-3%] =4 -In3 - 3¥

c) D[eX -e” ]:eX +e”
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d) D5* 3% |=(3In5+5In3) .57 .3

- 2X
e) D|:e :|:_1e2x
2

4

f) D[(eZX + 1)4] — 8 . er . (e2X + 1)3

19. Las derivadas son:

14x
a) D[In (7x%3-1)] = ———
) Dlin (- 1) = -
6x>
b) D[In (2 -x%)%] = —
) Dlin 2] = = -
X+1

c) D[In (e*- 2x)] =

& Dfin Jax® o) X

4x% -9

2X
In3- (x* =1)

2 —5x 20
f) D| In =
2 + 5x 25x°* — 4

g) D[In (Inx)] =

e) D[logs (x*- 1)] =

X-In x

_18-3x°
9x — x°

. Jx -1 1
) D{In ( Jx +1ﬂ T X (x—1)

20. Las derivadas son:

h) D[In (x2 /9 — x2)

a) D[sen 3x] =3 - cos (3X)

b) D[3 sen x] = 3 - cos X
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c) Dj| sen (fj = 1 cos (fj
i 3)] 3 3

d) D| sen (ﬁJ :—%-cos (E)
i x| X X

e) D[sen x®] =3x?- cos x3

f) D[sen®x] =3 - sen? X - cos x
g) D[cos x#]=4-x5-senx*
h) D[cos (x + )] =-sen (X + n)

i) D[cos? (2x3 + 1)] =-12x2 - cos (2x3 + 1) - sen(2x® + 1)
j) DB/sen 3X] —sen (3x) - cos (3x)

K) D[tg (x* + 2)] = 2x + 2x - tg? (X2 + 2)

2
) D '_tg X 212+tg X

tg X

m) D[tg 3] =In 3 - 3*- [1 + tg? (3]

/) D[tg® (x +1)] =3 - tg? (x + 1) - 3 - tg* (x + 1)
_
2 (x-3)

J1-(x-23)*

o) Dlarctg /4x |- m

0) D[arcos (In x)] = —

p) D[arcsen (x - 3)?] =

21. Los valores de las derivadas son:

4
ax* —1 D1 3.5

2x% /1 + 4x* 10

a) f (x)=
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V8
b) g° (x)= Dg(0)=—
8 + x2 8
c)h”(x) =12 - cos 3x - sen 3x Dh(@)=0
dj (x)=- —( Xe )2 D j (0) no existe (la funcion j (x) no esta definida en el 0.
e —

ACTIVIDADES-PAG. 325

22.2) D[L— x) J1+ x|= 2‘1;”

1+ X

4
b) DR/3x° + 4]: S S
3/(3x° + 4)°

9 D 2x* +1| 8
2x? -1 (2x? —1)?

d) D[(7x? - 3).(5x - 4)° ] = (245x? — 56x — 75) - (5x — 4)*

e) D[In6 - 6*] =(In 6)? - 6

2x
f) D[SX -1/3+5X]:In5-5x f3e5 4 M5

2,3+5"

9) D

_4\/}} 8

| x+4 :«/;(\/;+4)2

X NG

M x? X 2
h)De }_e (2x° =1

2 _ . . 2
0 D{XZ }ZZX 2 2In3 X
3 3

DI +1)?-e*]=2(+1)- e (x+1)°

k) D[In X2 (4x — 1)]:

6x —1
4x% — X
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P27 - vx - @) ]= 202 iy o) + 22 k) + 2% -in Jx -1024x°

2/x 2x

m)DX2Inx+xInx?]=(2x+2) - Inx+ (x+2)

n) D[In (&% — 2x°] = i

2x° —e

ﬁ)D{ ! +|n( ! H:—LXZ
1+ X 1+ x @+ x)

0) D[sen 7x - 7] =72 - [7 - cos (7X) + 2 - In 7 - sen (7x)]

cotg x

p) D[In (In sen x)] = m

\ D[ 2.5en2x }_ 4 —8-cos(2X)
COS2X — 2 (cos (2x) —2)?

rD[x?-a¢-e*X]=x2"1.-a%-e*.[a+x-Ina+ax]

s) D[sen* x3 - cos® x#] = 12x? - sen® (x3) - cos (x3) - cos® (x*) — 12x3 - sen* (x3) - cos? (x*) - sen (x*)

) D[In [1 — cos XHZ 2
1+ cos X sen x

u) Dtg (2x— 72')] A4tg(2x — 7) - [L+tg? (2x — 7)]

arctg 1
X + 1 1+ X

1+ sen X 1— sen X COSX
—sen X

x)DIn[ X J]—sg
x2 +9 X” + 9X

1

\/1—x ]:\/1—2x2 (1 - x?)

y) D| arcsen

1+senx (L —sen x)? T 1-senx
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X°+1

X2 +1-x
Aol 2T 2
X2 +1+x 2

23. a) La velocidad media en el intervalo [2, 4] fue de 6 m/s.

b) La velocidad de la pelota fue de 12 m/s en el instante t = 2; esto sucedio a la altura de 12 m.

24. La derivada pedida es f@9 (x) = 310 . g~ %

25. La derivada es positiva para los valores de x pertenecientes a (— oo, 0) U (4, + o).

n+l (n—l)!

26. La derivada enésimaes f ™ (x)= (- 1) .
(x-1)

2015!

Por tanto, f 9 (x)=—
27. La recta tangente en el punto (8, 6) es 4x —y = 26.

28. La recta tangente es \/g X—-Yy =1.

ACTIVIDADES-PAG. 326
29. Hay dos puntos de coordenadas P (1,2) y Q (4, - 10).

Hallamos la pendiente de todas las rectas tangentes a esta circunferencia:

IX+2yY 4646y =0 = y = X+ 3

y+4

2 2 8
e La recta tangente en P es: y—2:—§(x—1) = y:—§x+§.
e La recta tangente en Q es: y+10=§(x—1) = y=—§x—3—:.

30. Los valoresson m=-3yn=4y lafuncién serdy = - 3x* + 4x + 3.
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31. La demostracién queda:
Sea la funcion y = e - sen bx , derivamos e introducimos en la expresion a demostrar.

y  =a-e*.senbx+b-eX.coshx = y’~~ =a?-e™.senbx+2ab-e*. cosbx—b?- e sen bx

Introducimos las derivadas en la expresion a demostrar:
2ay -y =a’-e™-senbx+bh?-e*.senbx=(a%+ b?)-eX-senbx=(a?+b?) -y

. , 1
32. Llamamos h a la altura del cono y r al radio de la base. EI volumen vendra dado por V = §7r r?.h.

Hemos de calcular dh/dt cuando h = 1,75 my dV/dt = 0,3.

Como h =r obtenemos V = 17[ - h3. Derivando obtenemos: av _ 7 -h?. %
3 dt dt
De donde % = iz = 0,031 m/min.
dt - 175

33. La recta tiene por ecuacién y=-2x + 9y lapardbola y=0,2x?>-2,8x+9,8.

34. a) El radio inicial es R (0) = 0,5 cm. Para que el radio sea de 2,5 cm han de pasar 2,13 minutos.

162 - t*
b) La tasa de variacion del radio respecto al tiempo viene dada por d—R: 6—t2
(t3 +12)
3 1 2 L2
c) El 4rea de lamanchaes A (t)=n-R? y d—A =2r: 63+ ot . 62t > yparaR =4;t= 3,48 minutos
dt t° +12 (t3 +12)

y latasa de variacion del area de la mancha es 16,83 m?/min.

35. a) N (0) = 600 avispas.
b) Hallamos N “ (5); N” (t) = 60 - e%%; N” (5) = 268,9 avispas/dia.

c) Hallamos t para que N” (t) = 13284,38 y obtenemos t = 18 dias.

36. a) Estas funciones se cortan en el punto P (2, 6).
b) La recta tangente a la primera curva en el punto P tiene por pendiente m; = 4y por ecuacion y = 4x - 2.

La recta tangente a la segunda curva en el punto P tiene por pendiente m, =9 y por ecuacion y = 9x — 12.
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Hallamos el angulo que forman estas rectas con la formula:

m _m 0
—1 2 yobtenemos & =7,70

Qa =
J 1+m, -m,

ACTIVIDADES-PAG. 327
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UNIDAD 14: Aplicaciones de las derivadas

ACTIVIDADES-PAG. 328

1. La funcién y = f (x) es creciente en (— oo, 1) U (3, + o) y decreciente en (1, 3). Tiene un maximo
relativo en el punto (1, 4) y un minimo relativo en (0, 3).

La funcién y = g (x) es creciente en (— oo, 0) U (1, + o) y decreciente en (0, 1). Tiene un minimo relativo
en el punto (0, 3).
2. Dos numeros cualesquiera que sumen 16 son X y 16 — X.

Su producto, P (x) = (16 — X) - x = 16x — x?, es una funcién cuadratica cuya gréafica es una parabola con un
maximo relativo en su vértice (8, 64).

Es decir, los nimeros pedidos son 8 y 8.

, . 16
Dos nameros cualesquiera cuyo producto es 16 son Xy —.
X

16 . g - .
Su suma, S (X) = X + —, es una funcion cuya grafica tiene un minimo relativo en el punto (4, 8).
X
Por tanto, los nimeros pedidos son 4 y 4.
., 3 . . . .
3.a) Lafuncion f (X) = — es siempre decreciente y no tiene extremos relativos.
X

b) La funcién g (x) = 12x — 3x? es creciente en (— oo, 2) y decreciente en (2, + ). Tiene un maximo
relativo en el punto (2, 12).

4. El nomero de enfermos 6001
aumento entre el dfa que comenz6 Namero de Max = (14, 512)

la epidemiay el dia 14. 5001 enfermos

El nmero maximo de enfermos se
alcanzé el dia 14 y fue de 512. 4001

Lo anterior puede verse en la

L gs 300
gréafica.

2001

1001

N° de dias

2 Jo 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3\ 32
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1. Organizamos los datos en una tabla:
Recibe Marca
Lunes X M
Martes X-M 12
Miércoles X+14 2M

Jueves 4M 10

Viernes 4 X+14-14

Sabado 20

Los discos que recibe menos los que marca son los 20 discos que le quedaron para el sdbado:

El lunes recibi6 12 discos.

X+X-M+X+14+4M+4-(M+12+2M+10+X)=20 =

= 3X+3M+18-3M-X-22=20 = 2X=24 = X=12

2. Sea v la velocidad del camion y w la velocidad del tractor.

La expresién queda: v+ w = 2 (v — w), es decir, v = 3w.

La velocidad del camion es el triple que la velocidad del tractor.

3. Llamamos Rs al reloj que mide 4 minutos y R al que mide 9 minutos.

e Para medir 1 minuto: ponemos ambos relojes a cero. Cuando pasan 4 minutos, damos la vuelta a R, y al
pasar otros 4 minutos, lo que queda de Rg es 1 minuto.

e Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por el procedimiento anterior. A la vez que logramos 1
minuto, el reloj R4 lo ponemos y quedan en él 3 minutos. En este momento ponemos a funcionar Rgy al
terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R, y al terminar éste Gltimo, quedan en el anterior

2 minutos.

e Para medir 3 minutos: esta explicado en el procedimiento anterior.
e Para medir 4 minutos: con el reloj Ra.
e Para medir 5 minutos: ponemos R4y Ry; al terminar R4, quedan en Rg 5 minutos.

e Para medir 6 minutos: esta situacion se explica en el procedimiento para medir 2 minutos.

e Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2 minutos los
tenemos en Ry. Ponemos a funcionar R4 y al pasar 2 minutos en Ry quedan otros 2 minutos en R.. Ponemos a

funcionar Rg y, al pasar los dos minutos en R quedaran 7 minutos en R.

e Para medir 8 minutos: ponemos dos veces Ra.

e Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Rg.
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e Para medir 2 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Rg por los procedimientos descritos ya
vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R4 obteniendo asi los 10 minutos.

4. En esta figura podemos encontrar los siguientes tipos de triangulos:

En cada figura podemos encontrar 5 triangulos iguales al rayado en la misma; por tanto, en total hay 5 x 6 =
30 tridngulos.

ACTIVIDADES-PAG. 345

1. Procedemos como se indica en el apartado representacion grafica de funciones y obtenemos las
gréficas que pueden verse a continuacion:

x?+3
XZ

a) f(x)=

f(x) = (6 + 3) /2
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b) g(x) =x* +1

g(x) = sqrt(x* + 1)

c) h(x) =x - sen (X)

h(x) = x - sen (x)

2
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2. Procedemos como se indica en el apartado representacion grafica de funciones y obtenemos las
graficas que pueden verse a continuacion:

—x2+2 six<0
a)f(x)={x+ Si X N

x2 -4 six>0

"4

gx)=x*-4

—x* six<-1

b) g(x)={x* -2 si-1l<x<1 2.
2—-x six>1
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3.a)f(x):%

1) Con la herramienta Deslizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréfica colocamos un
deslizador, y lo llamamos a. En el Menu Contextual del deslizador elige Intervalo entre — 15 y 15,
Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcion genérica f(x) = —, tecleando f(x) = a/x. Varia los

a
X

valores del deslizador y observa las variaciones de la gréafica.

—_— 4
3ﬁ
2.
1
__ 0
-6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
-1 ]
fix)=51/x 2]
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byf(x)=a \x—-b

1) Con la herramienta Deslizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréafica colocamos dos
deslizadores, uno detras de otro, y los Ilamamos a y b elige Intervalo entre — 15 y 15, Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = a - \/x — b tecleando la expresién

f(x) = a™* sqrt (x-b).

5-
a=2 4
_._ .
b=-1
_._ 3_
2
1]
f(x) = 2 sqrt(x + 1)
T T 0 T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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c)f(x)=a-b*

1) Con la herramienta Deslizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréafica colocamos dos
deslizadores, uno detras de otro, y los llamamos a y b escoge Intervalo entre — 15 y 15, Incremento 1
y en el del segundo escoge Intervalo entre 0 y 15, Incremento 1.

2) En el Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = a - b* tecleando f(x) = a * b, Varia
los valores de los deslizadores y observa las variaciones de la gréfica.

a=2 7
A i) ]
a=5 -
b=3 —— e 1
—— 6,
b=2
—— 6-
5]
5
4]
3]
2
1]
f(x) = 2 * 3%x
T T g T T T 0 T T * A
& -5 -4 3 2 1 Jo 1 2 f(x) =5 2"
-17 0
7 6 5 4 3 -2 4 |o 1 2
-2 | -1 |

4. Representamos las funciones y con la herramienta Intersecciéon de dos objetos o con los comandos
correspondientes encontramos los puntos de corte con los ejes coordenados, los extremos relativos y
los puntos de inflexion de las funciones:

A f(x)=x3-6x2+9x+1

Los puntos caracteristicos de la funcién son:
Cortes con los ejes: A(-0,1; 0)y B (0, 1)
Extremos: Maximo C (1, 5) y minimo D (3,1)
Punto de inflexion E (2, 3)

B

f(x)=x-6x+9x+1
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b) f (x) =x*—8x?+2

Los puntos de corte con los ejes coordenados son:
OX: A (-2,78;0); B (- 0,51; 0); C (0,51; 0) y D (2,78; 0).
oY:G(0,2)

Los puntos extremos son:
Méaximo: G (0, 2)
Minimos: F (-2, -14) y H (2, - 14)

Los puntos de inflexién son: 1 (- 1,15; - 6,89) y J (1,15; - 6,89)

f(x) =x*-8x2+2

J =(1.15, -6.§9)

F=(-2,-14) H= (2, -14)

o) f(x)=2-3x*-x3

Los puntos de corte con los ejes coordenados son:
OX: A (-2,73;0); G(- 1; 0) y C (0,73; 0).
OY:F(0,2)

Los puntos extremos son:
Maéaximo: F (0, 2)
Minimos: E (- 2, 2)

El punto de inflexion es: G (- 1, 0)
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f(x)=2-3x*-%

1. Las respuestas son:
a) La derivada es positiva en (— oo, — 2) U (0, + o).
b) La derivada nunca es negativa.

c) La derivada es positiva en (—1, + o).

d) La derivada es negativa en (— oo, 0).

2. Al estudiar la monotonia de las funciones, obtenemos:
a) La funcion es creciente en (— oo, — 2) y decreciente en (— 2, + o).
b) La funcion es creciente en (— oo, 1) U (3, + o) y decreciente en (1, 3).
c) La funcion es decreciente en R — {0}.
d) La funcion es creciente en (- 1, 1) y decreciente en (— o0, —1) U (1, + o).
e) La funcidn es decreciente en todo R.

f) La funcion es creciente en su dominio (- 3, + o).
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3. La concentracion aumenta parat € (0; 12,5), es decir, entre el afio 2000 y la mitad del afio 2013. A partir
de entonces la contaminacion disminuye.

Puede verse en la grafica.

200/ Concentracién
(Hg/m?) Max = (12.5, 183.75)

1801

1601

140

1204

1007

80+

60+

40+

201 Afios a partir

del 2000

T D T T T T T T T T T T T T T T T T
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 128 3\ 32 34

4. En la gréafica puede verse que el beneficio es nulo para una inversion de 3 6 5 millones de euros.
La empresa tiene pérdidas siempre que invierta menos de 3 millones a mas de 5 millones.
El beneficio (considerado positivo) aumenta con una inversion comprendida entre 3 y 4 millones de euros.

6«

Beneficio
5 p

11 Capital
invertido

0 1 2 4 6 7
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5. El nimero de visitantes disminuye ente las 14 y las 18 horas.
El nimero de visitantes aumenta entre la 10 y las 14 horas, asi como entre las 18 y las 22 horas.

Todo ello puede verse en la grafica.

40001
Max = (14, 3770) Q = (22, 3898)
3500 Min = (18, 3738)
P = (10, 3610)
30001

6. Los extremos de las funciones son:
a) No tiene maximo ni minimos, es siempre decreciente.
b) Tiene un méaximo en el punto (- 2, 32).
c) Tiene un maximo en (- 1, 11) y un minimo en (3, - 53).
d) Tiene un méximo en (0, 3) y minimosen (- 1, - 2) y (1, - 2).
e) Tiene maximo en (0, 2).
f) Tiene un méximo en (0, 0) y un minimo en (4, 8).
g) Tiene un minimo en (0, In 4).

h) No tiene maximo ni minimos, es siempre creciente

i) Tiene un maximo en (5?” 6,97) y un minimo en (% — 0,68).

7. Se debe verificar que f "(3) = 0. El valor de K es — 4.

8. Se debe verificar que f "(2) =0y que f(2) = 7. Los valores pedidos sona=4y b = 3.
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9. Los nimeros son 2y 4.

10. La solucién queda:
a) Funcion beneficio: B (t) = I (t) - G (t), es decir:

B(t)=(42t-3t) - (2t>?-8t+105) = B (t)=-5t2+50t-105
b) La derivada es B * (t) = - 10t + 50, que se anula parat=>5.
La derivada segundaes B " (t) = — 10y como B " (5) = - 10 < 0, el beneficio es maximo, 20 000 euros,
después de transcurridos 5 afios.
11. Las dimensiones de la finca son 30 metros por 30 metros y su superficie sera de 900 metros cuadrados.
12. El valor que hace minimo el coste de contratacion es x = 20 trabajadores eventuales. El coste asciende a
700 euros.

Puede verse en la gréfica.

4
3.51

3‘
2.5

2 4
1.5 1

1]

—

05 Min = (20, 0.7)

0 T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
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13. Observando el dibujo adjunto tenemos:

3 x y
6x+10y=3660 = Yy =366—-—X
5 y
X
. . 3 y
El dreasera A(X) = x - | 366 — gx . X
X y
Esta funcion alcanza un minimo para x = 305 m.
y
X

Las dimensiones de las pistas seran 305 metros por 183 metros.

. . .40 20
14. Las dimensiones seran ? cmy — cm.

3

15. Llamamos r al radio de la base y h a la altura del cilindro. Segln el enunciado, ocurre que:

h® -+ (2r)* = 1607 r’ = M.

El volumen, V, del cilindro es: )
V(r,h)=zr2.h = V (h)=nh-W=%-
Laderivada V ~ (h) = % - (25600h — 3h?) se anula parah = + 92,38 cm..

(25600h — h?)

Tenemos que V " (92,38) < 0, por tanto, el volumen es maximo parah =92,38 cmy r = 65,32 cm.

16. Llamaos x e y a las dimensiones del cartel. La funcion a minimizares A (X,y) =X - V.

La relacion entre las variables x e y es:

(x=8) -(y — 5) =100 o oy X+60
X—8
2
Sustituyendo en la funcién anterior, obtenemos: A(X) = w
X —

5x* — 80x — 480
(x — 8)?

La primera derivada, A" (X) = , e anula para x = 20,65.

Por tanto las dimensiones del cartel seran x = 20,65 cm ey = 12,91 cm.

261 |



EE?I‘EX Matemadticasl! SOLUCIONARIO

17. Las soluciones son:
) . y J3 3 .
a) Concava hacia las y positivas en - 33 y hacia las y negativas en

( Jéj [ﬁ j o [ J3 3) (\/_ 32}
— 0, — — |U | —. + o |; puntos de inflexionen | — —, —
3 3 3 9 3 9

b) Céncava hacia las y positivas en (— oo, 2) y hacia las y negativas en (2, + o) ; punto de inflexion en
(2,0).

¢) Cdncava hacia las y positivas en (4, + ) y hacia las y negativas en (— oo, 4) ; punto de inflexion en
(4, 16).

d) Concava hacia las y positivas en (— o0, 1) y hacia las y negativas en (1, + o) ; no tiene puntos de
inflexion.

e) Céncava hacia las y positivas en (— 2, 2) y hacia las y negativas en (— 00, — 2)u (2. + oo); puntos

de inflexion en (— 2, In 16) yen (2, In 16).

f) Concava hacia las y positivas en (— o0; —1,02)u(1,02; +oo) y hacia las y negativas en
(— 1,02; 1,02); puntos de inflexion en (- 1,02; - 15,42) y en (1,02; - 15,42). Esto lo observamos en la
imagen siguiente:

104
f(x) = x° — 16 x
5,
. 0
-3 -25 2 -1.5 -1 -05 0 05 1 1.5 25 3

-5

_10.

A#F(-1.02, -15.42)
= (1.02, $15.42)

_15.

,20,
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18. Las representaciones graficas son:
a) 5
4
3
Max = (2, 2)
2
1
0
-2 -1 2 3 4
Inf = (1, 0)
-1
Mi;|=(04 2)
-3
-4
-5
b) -
b
Poe
—
:

-2

mmemsssssssssssssssssseseddennan
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ACTIVIDADES-PAG. 348

19. Sea f(x) = x® + ax? + bx + ¢ . Se debe verificar:
f'(-1)=0;f"(-3)=0; f(-1) = 0. De estas igualdades obtenemos el sistema siguiente y su solucion:

a-b+c=1 a=>6
3-2a+b=0 =<b=9
27—-6a+b=0 c=4

De modo que la funcién esy = x3 + 6x2 + 9x + 4.

., 1
20. Las asintotas de la funcion son lasrectasx =-1,x=1e y = E X.

La funcién es creciente en (— 00, — x/§) ), (\/§ + oo) y decreciente en (— «/§, \/§)

343 343

Tiene un maximo relativo en el punto {— \/§ - TJ y un minimo relativo en el punto {«/5 TJ

Es concava hacia las y positivas en (-1, 0)uU (L, + ) y concava hacia las y negativas en
(= o0, —=1) U (0, 1). Tiene un punto de inflexion en (0, 0).

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.

-6 5 -4 -3 -2

-3

-4

e s = el Tt T P PPy ey
L]
w
o
o
[=2]

-5

bt e R YT R S RS
\
\
=1
=
N \
.
“ao
)"/
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. . , X .
21. Llamamos x e y a las dimensiones del rectangulo y > al radio de la

semicircunferencia como puede verse en la imagen.

El perimetro de la ventana mide:

16— 2x — X

x+2y+z:8
2 4

La superficie de la ventana, en funcion de la variable x, es:

A2 2 2
A(X) = 4x Zx+32x N A(x)=—(4+8ﬂ)x

+ 4X

El valor que hace méaxima a la funcion anterior es X =

=2,24.
4+r

Por tanto, las dimensiones de la ventana seran x =2,24 mey =1,12 m.

22. La funcidn, | (x), que muestra el ingreso anual es:
I (X) = (60 000 — 6x) - X; es decir, | (X) = 60 000x — 6x2.

Esta funcidn alcanza su maximo para x = 5000. Por tanto debe vender la pieza a 5000 euros para obtener un
ingreso anual maximo.

23. Sea la funcion f (x) = ax® + bx? + cx + d.

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos el sistema:

(d=-3
a+b+c+d=4
3a+2b+c=0

18a+2b=0

La solucion del sistemaes:a=1,b=-9,¢c=15yd = - 3. Por tanto la funcion buscada es:

f (x) = x3 - 9x? +15x - 3.
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enunciado.

En la imagen podemos ver la representacion gréafica de la funcion cumpliendo todas las propiedades del

101

Inf= (3, -12)

Min = (5, -28)

24. En el dibujo podemos ver la gréfica de la funcién y = g (x), en trazo continua y en color rojo) y la gréafica
de su funcién derivada, en trazo discontinuo y en color azul.

Hay que tener en cuenta que los
puntos de maximo o0 minimo de y =
f(x) su funcién derivada tiene cortes
en el eje OX y en los intervalos de
crecimiento de y = f(x) la funcion
derivada es positiva y en los
intervalos de decrecimiento de y =
f(x) la funcién derivada es negativa.

309

25

201

151

10 ’

y=g(x)
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25. Sea f(x) = x* + mx? + p. Se debe verificar:

f7(2) =0; f(2) = -75. De estas igualdades obtenemos el sistema siguiente y su solucion:

48 +2m =0 m=-24
=
16 +4m+ p=—75 p=>5

La funcionesy = x* - 24x? +5,

26. a) La gréfica de la funcion y = f (-x) es la simétrica de la funcion dada y = f (x) respecto al eje OY. Su
grafica seré la del dibujo. Sus cortes son (1, 0) y (0, 1) y su asintota larecta y =0

b) Como f (x) crece hasta x = 0, la funcion y = 1/f (x) decrece de (- «, -1) U (-1, 0).
Como f(x) decrece a partir de x = 0, la funcién y = 1/f (x) crece de (0, +o).

Como f(x) tiene un corte en (- 1, 0), la funcion y = 1/f (x) tiene una asintota vertical en x = - 1.

. . 1 , .
Como lim f(x)=0 entonces lim ——— =400 yademascomo lim f (X)=— co entonces

X =+ X —> + o f(X) X —> -

lim
x—>-o f (X)
como la del dibujo.

=0. Su gréfica sera
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ACTIVIDADES-PAG. 349

2 2
X y
. . . . —+—=1

a) Sea y = mx + n la ecuacion de la tangente a la elipse. La ecuacion resultante del sistema 16 9 :

y=mn+n
2 2
. mx + n .
es decir, )1(_6 + % =1 debe tener una raiz doble.

Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:
9x%+ 16m?x?+32mn+16n2—-144=0 = (9 +16m?)x?+ 32mnx + 16n% - 144 =0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)? -4 - (9 + 16m?) (16n2—-144) =0
Operando y simplificando la ecuacién anterior, obtenemos: 16m? —n? + 9= 0.
Supongamos gue P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplira n =y, — mXo

y entonces:
16m?2 — (yo — mX())2 +9=0.

Operando y simplificando, obtenemos: (16 - x§)m2 + 2% Yom + 9 — y¢ =0.

Como las tangentes a la elipse desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y my, de esta Gltima
ecuacion cumplen m; - m; = - 1y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

9— 2
y0—2=—1 = 9—y§=—16+y§ = Xg+y§=25
16 — x§
El  lugar  geométrico es una SPTTEL L DL TR

circunferencia de centro el origen de
coordenadas y radio 5.

4.
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. oxP P - . . .
Para las elipses de ecuacion —- + = =1, el lugar geométrico que se obtiene son las circunferencias

a’> b’
centradas en el origen y de radio /a® + b? , es decir, las circunferencias de ecuacion x2 + y2 = a? + b?.
En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos

deslizadores para los semiejes de la elipse a y b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
elipses como de las circunferencias.

Moviendo los deslizadores obtenemos distintos resultados:

90°

—
]
(18]
o
(w3}
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b) Procedemos como en el caso anterior y obtenemos:

2 2
X y
Sea 'y = mx + n la ecuacion de la tangente a la hipérbola. La ecuacion resultante del sistema <16 9
y=mn+n

x> (mx+ n)?

es decir, — — =1 debe tener una raiz doble.
16 9

Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:
9x%- 16m?x?-32mn-16n2—-144=0 =  (9-16m?)x?-32mnx - 16n? — 144 =0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)? + 4 - (9 - 16m?) (16n% + 144) = 0
Operando y simplificando la ecuacién anterior, obtenemos: 16m? —n? - 9 = 0.
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplird n = yo — mxo
y entonces:
16m? — (Yo — mXo)? - 9 = 0.
Operando y simplificando, obtenemos: (16 - xg}nz + 2X,Yom — (9 + y5) = 0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, mi y my, de esta ultima
ecuacion cumplen m; - m; = - 1y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

- O+yo) _

2-=-1 = 9+yi=16-y5 = x;+Yy; =7
16 - x;

El lugar geométrico es una circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio /7 .

10 10
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P -z X2 2 Lt .
Para las hipérbolas de ecuacion = - y_2 =1, con a > b, el lugar geométrico que se obtiene son las
a b
circunferencias centradas en el origen y de radio ,/a2 — b? | es decir, las circunferencias de ecuacion x2 + y?
=a?- b2

En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos
deslizadores para los semiejes de la elipse a y b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
hipérbolas como de las circunferencias.
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¢) Para la parabola y = ax? procedemos como en los casos anteriores y obtenemos:

2
. . . . =ax
Seay = mx + n la ecuacion de la tangente a la pardbola. La ecuacion resultante del sistema {y , €8
y=mn+n

decir, X® = MX + N debe tener una raiz doble.
Operamos en la ecuacion y la escribimos en la forma:
X2- mx-n=0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
m2+4n=0
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplird n = yo — mxo

y entonces:
m?2 — 4(Yo — MXo) = 0.

Operando y simplificando, obtenemos: M —4mx, 4y,=0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y my, de esta Gltima
ecuacion cumplen m; - m; = - 1y teniendo en cuenta las relaciones de Cardano obtenemos:

4
%:—1 = 4y, =-1 = y,=-

El lugar geométrico es una recta horizontal, que coincide con la directriz de la parabola.
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Para las parabolas de ecuacion y = ax? el lugar geométrico que se obtiene son las rectas horizontales de

ecuacion y = — 22’ gue coinciden con la directriz de la parabola.
a

Y53

tmmdmm B mmeB e e m e m 2 m il ]
y=-033
_1.

S YU SO T - S 1
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UNIDAD 15: Introduccidn a las integrales y sus aplicaciones

1. Las primitivas son:

2 3X2

a) Primitivas de f (x) = 3x son: F1 (X) = 3% +5yF(X) = T 10.

3 3
b) Primitivas de f (x) = 4x? son: F; (X) = 4% r3yF (0= 4% -

c) Primitivas de f (x) = sen x son: F1 (X) =-cos x + my F2 (X) =- cos X — 2.

d) Primitivasde f (X) =e*son Fy (X) =e*— 1y F, (X) = e* + 4.
2. El area del recinto es de 17 uc.

3. a) Los puntos de interseccién de la parabola y la recta son P (- 4, - 7) y Q (3, 0). El recinto puede verse en
el dibujo.
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b) Los puntos de interseccién de la pardbola y larectason P (- 1, - 5). Y Q (2, 10). El recinto puede verse en
el dibujo.

121

101 Q=(2 10)

3

1. La estrategia consiste en establecer una analogia con el cuadrado magico 3 x 3 que contiene los nueve
primero niumeros naturales 1, 2..., 8 y 9 y la constante magica 15.

Hay que utilizarlo como si se jugase al tres en raya.

2. En total el nabab tenia 36 gemas y 6 hijos.

Al mayor leda 1 + ? =6 gemas. Quedan 30.
28
Al2°leda 2 + - =6 gemas. Quedan 24.
21
Al 3 leda 31+ - = 6 gemas. Quedan 18.
14
Al4°ledal+ = =6 gemas. Quedan 12.

Al5°ledal+ ; =6 gemas. Quedan 6.

Al 6° le da 6 gemas.
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3. La solucién queda:

2
. ., r
Area del triangulo = >

" , 1 . .
Area lunula = 5 Area semicirculo — Area (X).

. 1 . " o
Area (X) = ri Area circulo — Area tridngulo =
zr® r?
4 2

. ) 1
Arealunula= — -7 -| ——
2
Ambas areas son iguales.

4. Cortd la cadena en 4 trozos de 1, 2, 4 y 8 cm cada uno.

e El primer dia le dio 1 cm.

e El segundo dia le dio el trozo de 2 cm y le devolvi6 la patrona el de 1 cm.

e El tercer dia le dio el trozo de 1 cm, luego la patrona tiene 1cmy 2 cm.

e El cuarto dia le dio el trozo de 4 cm y la patrona le devolvio los dos trozos que tenia.

® Asi sucesivamente.

ACTIVIDADES-PAG. 366
1. En la imagen vemos la resolucion de esta actividad.

. 3
@ => 8-In(|x])+ (9-x7+27-x2)}36 - x =l

40 -x2 +56

8-x
—— -
V5-x2+7 5./5.-x2+7
21
3'1'5 ‘15'ﬁ'\f-T-xz+12-asen(Tx)HM-x?—Ed]

3

—
V12-7-x2 21/ =T-x2+12
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2. En la imagen tenemos las soluciones de estas integrales definidas.

2
3 5
(E+E-x3) 4-x2 =» 5031936
1]

1
6-x-cos(x?)

. 2+3-sen(x?)

1. Procediendo como se indica en el texto obtenemos un area de 20 unidades cuadradas.

/

A f(x)dx=20

2. En este caso obtenemos un area de 1 unidad cuadrada.

S tx)dx=1
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3. En este caso obtenemos un area de 5,01 unidades cuadradas.

Jix)dx=5.01

1. Las primitivas son:

a) Primitivas de f (x) = 3x%son: F1 (X) =x3+ 3; Fo (X) =x3-5y F3 (X) = x3 — .

b) Primitivas de f (x) = 2x — 5 son: F1 (X) = x? —5x + 1; F, (X) = X2 — 5X - \/Eng (X) =x>-5x+3
c) Primitivas de f (x) = 3 cos (3x) son: F1 (x) = sen 3x; F> (x) =sen (3x) + 1y F3 (x) = sen (3x) — 2.
2. Laprimitivaesf(x) =In |x-2].

3. Las funciones buscadas son:

a)f(x)= x*—x2+3

b) f (x):—%0052x+g

4. Derivando F (x) = 3 x e - e + 3 obtenemos:

F (x)=3e>+3x-e¥*.3-e¥*.3=9x-e¥*=f(x)
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5. Las integrales quedan:

a) j?x6 dx =x" +C

3 1
b)_[s?dX:—S?+C

c)j2§/?dx=gi/7+c

Jx 2

d|—-dx=-—+C
) =

4_
)_[SX 5\/;dx 34—10\/_+C

X 4
ﬂjx3(4x4—x)dx=x——x—5+C

2 5

1
2-3)%dx=——(2-3x)"+C
0 [ (2-3%) 2 (@~

h) j(?xz + 3)6 - 3xdx = 9—:);3(7x2 +3) +C

. 1 1
|)Imdx —m-l—c

g% x

+C

)J~th

COoS“ X 2

k) Qsenxcosxdx:gsen2 Xx+C
2

I)J'InX In X+ C

6. Las funciones primitivas son:

a) jezx dx = %ezx +C
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20 2 .5
b dx = ——2V*+*¢
=13
X3 +2 2 1 X3 +2
c)js X% dx = 3°*2 4 C
3In3

d) j\/S_X dx = ﬁw/Sx +C

€) I e%"?*.cos 2x dx = %ese” >4 C

e _llnx
f)j o dx—ge +C

7. Las funciones primitivas son:

2X 1 2
a)_|.5x2 +ldx_gln Gx*+1)+C

b) Icotg x dx =In |sen x|+ C

c).[3xz3xi7dx:gln‘3x3—7‘+c

d)J‘ZGX—_Qdx=3|n|x2—3x+2|*C
X° —3X + 2

e)_fei"x_zdx:—ln‘e‘X -2|+cC

f)f 4 dx=41In|In x|+ C
X-In x

8. Las funciones primitivas son:

a)J'sen2xdx=—l0032x+C
2
2 3 2
b) [3x - cos (x* +1) dx=Esen x>+ +C

cwﬁ+@%nnm=%@0@+c
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d)I 2e

coszexdx=2tg Xx+C

e) Isecz xdx=tg x +C

Jx 2
f) (SO YX 4y — Zsenx + C
Is& 3

9. Las integrales son:

2 2
a) ngz 1 dx = 3 arctg (3x) +C

5
b) = aresen (4x) + C
J‘w/l 16x2

6X 1 4
C) dx==arctg | =x* |+ C
J.9+ 16x* 4 g (3 j

dx = arcsen (% x} +C

2
Y '[49 — 4x?

10. Las integrales son:

a).[(i—§% ——8)dx——X—+3\/_+4In\x\ 8x +C
= 2I 3-2x°|+C
b)j325 ——gn‘ —x‘+
c) js—dx:Earctg ﬁx +C
5x° +16 20 4
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d) sz_“&dx

X2
=— -—2+x+C
X 2

) [\ax* —12 - 5x* dx =% Jaxt —12f +c

| 3:2)( dx=1arctg (ij—l In [4x* + 9+ C
4x°+9 2 3 4

9) Jsens 5x - cos 5x dx = ziosen4 (5x) + C

tg x
h)jze dx=2e9* +C

2

COS™ X
i)j € dx=-21+e*+C
1+e™

) IGx-e‘”z dx = % e™ +C

2
k)Izz( +4dx:gln‘x3+6x‘+c
X° + 6X 3
dx 1
N[—2 _gx=-—> +cC
)Ix-lnzx In x

m) J‘LZZ dx = — 1 J1—4x* + arcsen (2x) + C
J1-4x 4

n)IL“de:_lm\z+cos4x\+c
2 + cos 4x 4

2
D) j@dx:ZX2 ~12x+91In x|+ C

11. Los valores de las integrales definidas son:
3 27
) [ (x* ~3%) dx = S
0 3 2 |, 3

1
b) jjx—_l dx =[In (x = DF =In 2=069
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0 2 1 2 0 l1-e
d)jlx-ex dx:[zex} :T:—O,86
-1

) [ 37 dx= S O YT
0 In30 In3 In27

0 Xfigdx:[z noE+3)f, =0

9
(2% — 2)3} = 18,67

3

0) J':,IZX —2dx = {

(SO R

) [ (3x +1)* dx = {% (3x + 1)5} — 68,2

0

z 7
i) joz cos 3x dx = E sen (3x)} f o %: -033
0
1 3 1/2 VA
i) |2—=——— dx = [3-arcsenx | "~ =—
J) _[0 \/ﬁ [ ]0 2

2

k) jz StX dx = Earctg (gj +% In (x2 + 4)} =152

0 yv2
X°+4 0

1) J.Osm 2-tg x dx =[-2In [cos X ]Z% = 0,69

12. El valor de las areas, en cada caso, es:

1
a) [ (4-4x) dx= ax— 2| 533
1 3 .
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"Lax=[in|x[]' =in2=0,69
b)J'z; x=|In|x|},=In2=0, N
2.
1.
Area = 0.69
0 |
0 3 4 5
1 2
o[ (e +2) dx= Lo yox| 28 *3 519 ©
0 2 0 2 9

Area=5.19

13. Las integrales son:

a) [t (0 - 9] dx

o) [© F(x) dx — [ f (x) dx

o [T[F 00— g0)dx+ [Tg (3 - (9] ox
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14. Las regiones pueden verse en los dibujos, asi como el valor de las areas de las mismas.

. 3, 2, 3, X3 ? X3 :
a) Area= [ (" —4)dx =—[ (X —4)dx+ [ (« -4)dx= - R et

1 2

Area =4 u?

i 5
2
e- -1
= =319 u?.
2
Area =319 u?
: \

-2 -1 0 1 2 3
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c) Areazj'oﬂsen x dx = [~ cos x|7 = (- cos ) —(~ cos 0) = 2 u®.

Area =2 u?

15. Los recintos pueden verse en los dibujos, asi como las areas de los mismos:
a) 3x + by = 15; eje OX; eje OY
5
a) Area = J's 3xaa)dx=|— 2k rax| =[P 41s =75u’.
oL 5 10 10

0

4 -
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2
b) Area= —'[Oz(x2 —2x)dx=— {%—xz} =—( g—4j=%=1,33u2.

4
3
5]
1 1 .
Area=1,33u?
-2 -1 1 3 4
-1 3

Area = 0,33 u?

1 -08 -06 -04 -02 /D02 04 06 08 12 14 16 18 2
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d) Area= [*(- x* +6x ~5)dx + [ (- x* +6x —5) dx — [ (2~ 2x) dx=

=10,66 — 10,66 — (—36) = 36 u°.

Area =36 u?
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. _ 1 3 1 B 5 _1_ 2
f) Area= 2-“0(3x—x)dx—J.OZXdX}_Z-[Z—l}_E_0,5u

Area=0,5u?

16. La gréafica de la funcion f (X) puede verse en el dibujo:
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El valor de las integrales es:

4 5 3 5
[0 de=]" f()dx= v [J () dx=[2xdx+[ (12— 2x) dx =16 u”
&1 6
51 5
4 al
31 3
21 2
1 1
4 3 =2 -1 o 1 2 3 4 5 6 4 3 2 44 Jo 1 2 3 4 5 &
-1 1

17. Las funciones que verifican f ** (x) = 6x — 6 son: f* (X) = I(Gx —6)dx=3x* -6x+C.

Como f " (-2) =0 entonces C=-24 yf” (x)=3x?—6x -24.
Hallamos f(x) = j(3x2 —6X —24) dx =x° —3x* —24x + K .

Como f (0) = -2, entonces K = -2.

Por tanto, la funcion es f (x) = x® — 3x? -24x -2

1 -
18. Sea P el punto de coordenadas (a, > az) . La ecuacion de la recta tangente a la curva dada en P es:

y =ax — 1,2
2
Imponiendo las condiciones del problema obtenemos que:
al , a 1., a® al
j—x dx—j ax——-a° |dx=9 > ———=9 = a=6.
02 % 2 6 8

El punto es P (6, 18).
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19. a) Las gréficas de la funcién y de la cenefa aparecen en los dibujos:

b) El &rea de la region sombreada es:
Area=[ “(x* —4)dx+ [ (x - 2)? dx =8 u’
0 0

c) El precio de este trozo de cenefaes 8 - 120 =960 €

20. a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios calculamos:

[/(5000 + 12000x) dx = 650 000 €

Durante los 10 primeros afios esta empresa ahorra 650 000 €

b) Como el precio de compraes 116 000 €, el nimero t de afios que tardara en amortizarla viene dado por:

[(5000 +12000x) dx =100 000 => 5000t + 6000t* =100 000 =t =3,94 afios.

ACTIVIDADES-PAG. 371

a) Expresamos la hipérbola x - y = 1 como la funcién y = % . La derivada de la funcién es y " = — iz . Sea
X

P (t, %) un punto de la funcién.

La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:
1 1 )
——-=—-—(x-t = X+ty=2t
Y3 2 (x—1) y
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Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:

2 = X:2t
A:{X+t yO 2 = { = A=(2t0)
y:

Comprobamos que P [t, %J es el punto medio del segmento de extremos A= (2t,0)y B = (0, %) :

0 2
Xy +Xg 2t+0 1
XM: 2 = 2 =

_YatV¥s _

2 2

=VYp

1
t=Xp Ym T

El area del triAngulo OAB es:
Area:%-OA-OB = Area=%-2t-% =  Area=2u?

b) Visualizamos esta situacion con GeoGebra:
b1) Dibujamos la funcién introduciendo en el Campo de entradas f (x) = 1/x.
b,) Con Desplaza Vista Gréafica ampliamos la zona del dibujo.
bs) Con Punto en Objeto dibujamos el punto P sobre la gréafica de la funcién.
b4) Con la herramienta Tangentes dibujamos la tangente a la curva en el punto P.
bs) Con Interseccion de Dos Objetos hallamos los puntos A, sobre OX, y B, sobre OY.
be) Con Punto Medio o Centro hallamos el punto medio, M, del segmento de extremos Ay B.
b7) Con la herramienta Poligono dibujamos el tridngulo OAB.
bs) Con Elige y Mueve desplazamos el punto P
sobre curva y observamos que los puntos Ay B
se desplazan sobre los ejes coordenados, pero el
punto M y el punto P coinciden, ademas el

triangulo OAB cambia de forma y su &area no
varia y vale siempre 2 unidades cuadradas.

Tangente: y = —x+2

TridnguloOAB = 2
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Tangente : y = —4x+4
TridnguloOAB = 2

P =(0.5,2)
(0.5, 2)

R12) Tangente: y = —1.12x +2.12
TrianguloOAB = 2

P=(0.94 1.06)

C) La derivada de la funcién y = K esy’ =- LZ .Sea P (t, %) un punto de la funcién.
X

X

La ecuacion de la recta tangente a la curva en P es:

y_%z_tﬁz(x—t) = kx+t2y=2kt

Los puntos de corte A (con OX) y B (con OY) con los ejes coordenados son:
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2 = =2t
A:{k“tg 2k {X = A=(2t,0)
y:

x=0 x=0 2k
kx + t°y = 2kt y=— t

t

Comprobamos que P (t, 8 es el punto medio del segmento de extremos A= (2t,0) y B = (0, ZTK) :

0+2—k
_YatV¥Yes t _k_
= = =—=Yp

2 2 t

_ XpatXg 2t+0

X
M 2 2

t=Xp Ywm

El area del triAngulo OAB es:

Areazé-OA-OB = Area:%-Zt-ZTk =  Area =2k u®
Notas:
1. El area del tridngulo, que depende del valor del pardmetro k, no depende de la situacion del punto de
tangencia P.

2. Las caracteristicas del triangulo si dependen de la situacién del punto P.

Visualizamos esta situacién con GeoGebra:
a) Insertamos un deslizador al que denominamos K.

b) Dibujamos la funcion introduciendo en el
Campo de entradas f (x) = k/x.

c) Repetimos los mismos pasos que en la
construccion anterior

d) Con Elige y Mueve desplazamos el deslizador y \B

el punto P sobre curva y observamos lo que Tangente : y = —0.95x + 2.76

TrianguloOAB = 4
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Tangente : y = —0.9x + 3.79
TridnguloOAB = 8

P

C1) Si el triangulo de vértices O (0,0), A=(2t,0)y B = (0, szj es isdsceles se cumpliré:

S 2t? = 2k = t2=k = t=+4k

OA=0B = 2t
Las coordenadas de P [t, %} seran P (ir Jk , £ Jk )

C2) La longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo de vértices O (0, 0), A=(2t,0)y B = (O, szj es:

Lhip (1) = Lag (1) = ‘,(Zt)z + (szJ =2 ‘/tA ;kz

Derivamos y anulamos la derivada para obtener: L" (t) =

2t2 t4 — k?

Jere ¢

L(=0 = t*'-k?’=0 = t'=k? = t==++k

Las coordenadas de P [t, %} seran P (i Jk , £ Jk )
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UNIDAD 16: Distribuciones bidimensionales. Correlacién y regresion

ACTIVIDADES-PAG. 374
1. La media y la desviacion tipica son: X = 1866 y o =0,065.

Los jugadores que se encuentran por encima de X+o = 1,866 + 0,065 = 1,931 son 5 del intervalo [1,90;
1,95) y 2 del intervalo [1,95; 2,00); en total 7.

2. La media y la desviacidn tipica son x =105 y o =2395.

El intervalo buscado es:
(x - o, X + &) = (105 — 23,95, 105 + 23,95) =(81,05; 128,95).

En el intervalo anterior se encuentran 9 + 18 + 19 + 8 = 54 valores del total, que representan el

54 100=67,5% del total.
80

3. La nube de puntos parece en el gréafico.
La recta ajustada a ojo puede ser al bisectriz del primer cuadrante, y = x.
La correlacion sera positiva y fuerte, proxima a 1.

Si calculamos el coeficiente de correlacion lineal obtenemos r = 0,927.

b
’
”
’
121 Segundo o
ejercicio e
/’,
¢"
10 e 0
‘f
’l
’I
’1
8 o ¥ o
b
’I
’I
¢/
6 /’ .
’
4
e . o
’f
’I
7
41 -
l,’
Pl [
I"
21 ’,r'
R Primer
b
0 /" ejercicio
2 4 6 8 10 12
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ACTIVIDADES-PAG. 393
1. Veamos los dos casos limite:
1°: Sir= 0, entonces, V=1 - h - R?, que coincide con el volumen del cilindro.
2°: Sir=R, entonces, V=m-h - (R2+ R% =2 - -R?- h, perosir=R el volumen es cero.

Luego la formula es falsa.

2. Los nimeros felices de una cifrason 1y 7.
Los numeros felices de dos cifras son: 10, 13, 19, 23, 28, 31, 32, 44, 49, 68, 70, 79, 82, 86, 91, 94 y 97.

Los primeros niimeros felices de tres cifras son: 100, 103, 109, 129, 130, 133, 139, 167...

3. Después de varios intentos vemos que la situacion final, para lograr el objetivo buscado, que debe quedar
en la via muerta superior es: W1 W- L.

Llamamos A al lugar en que inicialmente esta el vagon W1 y B al lugar donde esta inicuamente el vagén W..
Los pasos a seguir son:

1°L coge W1 y lo lleva a la via muerta de abajo.

2° L da la vuelta al circuito pasando por el tinel y empuja a W hasta el punto A.

3°L coge W1y lo lleva junto a Wo.

4° | da la vuelta al circuito y empuja a ambos vagones a la via muerta de arriba, quedando la situacion
gue buscabamos, W1 W- L.

5° L remolca a W- hasta el punto A.

6° L da la vuelta al circuito y engancha a W1 llevandolo a la posicion B.

7° L vuelve a la via muerta de arriba y los vagones han cambiado de posicion.

4. Este problema es una doble simetria. P
Construimos P “, simétrico de P respecto a la ; “
banda (1), y Q ~ simétrico de Q respecto a la ) 7
banda (2). ) : A

Unimos P "y Q ~ y llamamos A y B a los
puntos en que larecta P "Q  corta a las bandas.

La trayectoria pedida es PABQ.
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ACTIVIDADES-PAG. 395

1. a) Utilizando la tecla y procediendo como se explica en el texto, obtenemos los
siguientes parametros:

2 —Var Stat 2 _\/ar Stat 2 —Var Stat
x =181.00 + Y =7850 oy=4.27
> x =1448.00 ' > xy = 113805.00
2.y =628.00 inX = 175.00
3 x* = 262264.00 2 mins = >
' D.y" =49444.00 maxX = 190.00
Sx=5.01 Sy =457 minY = 70.00
oX = 4.69 oV = 4.97 maxY = 85.00
| n=8.00 y=4
LD xy=113805.00
i i i
- - o :
Para calcular el coeficiente de correlacion de Pearson r=—>— calculamos previamente la
o, "o,
covarianza:
foxy — —
Oy = M —-X-y= 113805 —181-7850=17125
N
Con este valor obtenemos: r=—u 17,125

o, o, 469427

y

b) La recta de regresion del peso (Y) sobre la estatura (X) es:

y-y="2(x-x) = y-7850= 147;51:25 (x—181) = y=0,78x — 62,39
GX 1

La recta de regresion de la estatura (X) sobre el peso (Y) es:

- O - 17,125
X—X=—3(y - = x-181=="-
05 =) 4,27°

(y-7850) = x=0094y+107,34

Con la calculadora se determinan asi:

e Para la recta de regresion del peso (Y) sobre la estatura (X), en el menu de tecla STAT,
elegimos CALC seguido de la opcion 4:LinReg(ax+b), tecleando posteriormente L1, L2

(teclas 2nd 1; tecla , teclas 2nd 2) y obtenemos, como vemos en la imagen, la recta de
ecuacién y =0,78 x — 62,39

LinReg
y=ax+b
a=.78
b =-62.39
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e Para la recta de regresion de la estatura (X) sobre el peso (Y), en el menu de tecla STAT,
elegimos CALC seguido de la opcion 4:LinReg(ax+b), tecleando posteriormente L2, L1
(teclas 2nd 2; tecla , teclas 2nd 1)y obtenemos, como vemos en la imagen, la recta de
ecuacion x=0,94y + 107,34

LinReg
y=ax+b
a=.94
b=107.34

2. a) Utilizando la tecla - y procediendo como se explica en el texto, obtenemos los
siguientes parametros para los datos de la tabla del enunciado:

2 — Var Stat 2 — Var Stat
= 2195 i —Vvar S_tztw " oy = 100.84
3 x =170.00 Yool S xy = 62600.00
> x" =3950.00 : e = 35
S - 6.4 Z y~ =992600.00 maxX =32.00
X = 6. minY =210.00
- Sy = 107.80 ,
oX = 6.50 y = 100.84 maxY = 500.00
| n=8.00 y=2
IS xy =62600.00
i i ||

- - o .
Para calcular el coeficiente de correlacion de Pearson r=—=— calculamos previamente la

o, 0o,
covarianza:
o, = % ~X-y= @ ~ 21,25 337,50 = 653125
17
Con este valor obtenemos: — 053125 _ 0,996

o, -0, 65010084

y

La recta de regresion del numero de conejos (Y) sobre el numero de zorros (X) es:

_ o _
yoy=2 (-0 = y-33750- 625’135

(x —21,25) = y=1548x + 8,52

La recta de regresion del nimero de zorros (X) sobre el namero de conejos (YY) es:

x—>_(=0X2y (y—y) = Xx-2125= 635125

ronss (Y ~33750) = x=006y-043
O'y y
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Con la calculadora se determinan asi:

e Para la recta de regresion del nimero de conejos (Y) sobre el nimero de zorros (X), en el
menu de tecla STAT, elegimos CALC seguido de la opcion 4:LinReg(ax+b), tecleando
posteriormente L1, L2 (teclas 2nd 1; tecla , teclas2nd 2)y obtenemos, como vemos en
la imagen, la recta de ecuacion y = 15,48 x + 8,52

LinReg
y=ax+b
a=15.48
b =8.52

e Para la recta de regresion del numero de zorros (X) sobre el nimero de conejos (Y), en el
menU de tecla STAT, elegimos CALC seguido de la opcion 4:LinReg(ax+b), tecleando
posteriormente L2, L1 (teclas 2nd 2; tecla , teclas2nd 1)y obtenemos, como vemos en
la imagen, la recta de ecuacién x =0,06 y — 0,43

LinReg
y=ax+b
a=.06
b=-.43

b) Estimamos la cantidad de conejos que habria si hubiera 10 zorros, calculando en la recta de
regresion de Y sobre X, de ecuacién y = 15,48x + 8,52, el valor que se obtiene al hacer x = 10.

Operando, obtenemos:
Six=10 = y=1548-10+852 = y=16332.

Por tanto, si hubiera 10 zorros, la cantidad de conejos estimada seria 163.

c) Estimamos la cantidad de zorros que habria si hubiéramos contado 350 conejos, calculando en la
recta de regresion de X sobre Y, de ecuacion x = 0,06y — 0,43, el valor que se obtiene al hacer y = 350.

Operando, obtenemos:
Siy=350 = x=0,06-350-043 = x=20,57.

Por tanto, si hubiera 350 conejos, la cantidad de zorros estimada seria 21.
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ACTIVIDADES-PAG. 396

1. Las soluciones son:

La media: X = 1725.

La desviacion tipica: o = 12,91

El nimero de paises en:

(X — o, X + &) = (159,59; 185,41) es 161.

(x — 20, X + 20 ) = (146,68;198,32) es 200.

(x — 30, X + 30) = (133,77; 211,23) es 200.

2. Los valores pedidos son:
276

Las medias aritméticas son: Z =——=267y g =

10

Las desviaciones tipicas son: o, = \/@ - (26,7)* =338y o,

10

—— =285.

\/@ —(28,5)° =294
10

Seré aconsejable optar por la marca B, ya que tiene mayor media y, a su vez, menos desviacion tipica.

3. En cada caso queda:

a) No existe correlacion.
b) Existe correlacion negativa y fuerte.
c) Existe correlacién positiva y fuerte.
d) No existe correlacion.

4. a) La tabla de doble entrada es:

Y X
Viajes / Viajes 1 2 4 TOTALES
hijos padres
1 3 3
2 3 4
3 1
4 1 2
5 2 2
6 3 3 6
7 2 1
TOTALES 5 6 6 20
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b) El diagrama de dispersion es:

1

2

Se observa una correlacién negativa fuerte (puede calcularse el coeficiente de correlacion r = - 0,944).

ACTIVIDADES-PAG. 397

5. a) La tabla bidimensional de doble entrada es:

X 3 4 5 6 7 8 9 10 | Totales
Y
3 2 2
4 1 2 2 5
5 3 3 2 5 13
6 3 3
7 0
8 5 6 11
9 0
10 5 7 4 16
Totales 1 7 8 7 5 11 7 4 50
b) La tabla bidimensional simple es:
X, 3| 4 (414 5 5 |5 6 7 |8 8 9 10
y, | 4| 3 |4|5] 4 5 16 8 5 8] 10 10 10
f 112 |2]3] 2 3 13 5 5|6 5 7 4
c) Las tablas de las distribuciones marginales son:
X, 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
i 1 7 8 7 5 11 | 7 4 50
Y, 3 4 5 6 7 8 10 Total
f 2 5 13 3 0 11 16 50
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d) La distribucidn correspondiente a la variable X condicionada a que Y tome el valor 5 es:

Xily _s

3

4

5

6

7

8

9

10

Total

f

0

3

2

5

0

0

0

13

e) La distribucion correspondiente a la variable Y condicionada a que X tome el valor 5 es:

Yily_s 3 4 5 6 7 8 9 10 Total
f 0 2 3 3 0 0 0 0 8
6. a) La tabla bidimensional simple es:
X, 3 4 14| 5 6 7
Y, 1 3 4 | 4| 5 4 5
f 1 4 10 | 12 |15| 5 4
b) Los pardmetros buscados son:
Xi f; foox | f-x
3 3 9 27
4 10 40 160
5 22 110 550
6 20 120 720
7 5 35 245
Sumas | 60 314 1702
- 314 1702
X=——=523 o, = \/— - (5,23)* =1,01
60 60
Yi fi fioyi | £ -yt
1 1 1 1
2 6 12 24
3 16 48 144
4 28 112 448
5 9 345 225
Sumas | 60 218 8402
- 21 42
y= 6—08 = 3,63 y = 8— - (3,63)> =0,93
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¢) La media aritmética y la desviacion tipica de la distribucion de la variable X condicionada a que Y valga 4

€s.

Xi/y:4 fi fi 'Xi/y=4 fi '(Xi /y:4)2
3 0 0 0
4 0 0 0
5 12 60 300
6 15 90 540
7 1 7 49

Sumas 28 157 889

- 157 889
/Y:4_§:5’607 ley_4:\/__(5607)

= 0,56

d) Calcula los parametros anteriores para la distribucion de la variable Y condicionada a que X valga 5.

yi/X:54 fi fi'yi/x:S fi'(yi/x=5)2
1 0 0 0
2 0 0 0
3 10 30 90
4 12 48 .
5 0 0 0
Sumas | 22 /8 182
_ 282 282
y/X:5:E_355 O-y/X =5 \/__(355)

7. Las respuestas a los apartados son:

a)
XY 1 2 3 Total
1 9 0 0 9
2 14 7 0 21
3 16 9 5 30
4 20 | 12 8 40
Total 59 | 28 13 100
Xi fi Yi fi
1 9 1 59
2 21 2 28
3 30 3 13
4 40
by x=301 o, =098

=0,50

305 |



EE?LEI Mateméticasl! SOLUCIONARIO

y=154 o, =071
8. Las soluciones son:

al ¥
a) 4 Y
s B
3 3
2 i
-
1 L3
s} 1 2 4 4 58 & 7 &8 9 1¢

b) Para amabas variables queda:

% = 7,8 horas dormidas y o, =0,89

X

- 141 .
y = = - 2,82 horas television y o, =0,55
c) El porcentaje de individuos por encima de al media es 20+5—(1)0+1 = 0,62, es decir, el 62%.
d) Para el calculode r = Tx , calculamos la covarianza: oy, = 1078 _ 78282 =-0,436.
Oy - Oy 50
El coeficiente de correlaciones: r = _— 0436 =-0,89.
0,89 - 0,55

La correlacion es muy fuerte y negativa.

ACTIVIDADES-PAG. 398

9. Lacovarianzaes O ,; = % -115-14,3=-2/55.
El coeficiente de correlacion es: I = ﬂ = —0,255.
3,67 2,72

La correlacion es negativa y débil.

10. La correspondencia de cada grafico con su coeficiente de correlacion es:

a)r=0,05 b)r=0,71 c)r=-0,98 d)r=0,93 e)r=-0,62
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11. Los parametros estadisticos son:
Xx=268, y=154; o, =182, o, =797, o,, =847

- . 8,47
a) El coeficiente de correlaciones: r = —————— = 0,58.
182 - 7,96
. 8,47 .
b) La recta de regresién es: y —15,4 = E(X — 2,68), es decir, y = 2,56x + 8,54.
12. a) El diagrama de dispersidn puede verse en el dibujo.
550
Numero de
500 conejos .
450
400 [ ]
350
300 . .
250 P L ]
200 ®
150
100
50 Numero de
rapaces
—2002 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 3k 38

Los parametros que se obtienen en el calculo del coeficiente de correlacion lineal son:
x=208 o, =603 y=330 o, =9455 o, =564

El valor del coeficiente es:
564

r= —— = 0,9892
6,03 - 94,55

Observamos que el valor obtenido nos permite afirmar que existe un excelente grado de dependencia
positiva, es decir, que a mayor nimero de conejos, existe mayor nimero de rapaces.

b) Las rectas de regresion son:

De Y sobre X es:

564
-330=

(x—208) = y=1551x+7,39

De X sobre Y:
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X —208= 564
94

(y —330) = x=0,06y+1

2

Sus graficas pueden verse en el dibujo.

550

Numero de
500 conejos

450 x=0,06y +1

y=1551x +7,39
400
350
300
250
200
150

100

Ndmero de
rapaces

50

}//,o’é 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

c) Estimamos la cantidad de conejos que habria si hubiera 10 rapaces:
En la recta de regresion de Y sobre X: si x =10, entonces y = 15,51 - 10 + 7,39 = 162,49 ~ 162 conejos.

En la recta de regresion de X sobre Y: si x =10, entonces 10 =0,06y +1 = y =150 conejos.

d) Estimamos la cantidad de rapaces que habria si hubiera 350 conejos:

En la recta de regresion de Y sobre X: si y = 350, entonces 350 = 15,51 - y + 7,39 = 22,09 = 22 rapaces.
En la recta de regresion de X sobre Y: si y = 350, entonces x = 350y + 1 = 22 rapaces.

Es mas fiable la segunda estimacion, ya que el valor inicial de la primera se aleja bastante de la media de

rapaces.

13. Al ser el coeficiente de correlaciéon r = 0,7; obtenemos:

O xy - 07 = O _ = oy, =26,25.
oy Oy 5-75

r =

La recta de regresion de Y (estatura de los hijos) sobre X (estatura de los padres) es:

y-170= 222 (x _168) = y=105x 6.4

52

Si un padre mide 180 cm, se estima que su hijo tendray = 1,05 - 180 — 6,4 = 182, 6 cm.
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Nota: Todos los datos se han convertido en centimetros.

ACTIVIDADES-PAG. 399

14. Calculamos previamente los pardmetros correspondientes a las distribuciones marginales y la covarianza,

obteniendo:
X; Yi Xi2 yiz Xi Y,
x=108_1) o, = 1836 152 _ 7,75 0 3,50 0 12,25 0,00
9 9 3 6,25 9 39,06 18,75
6

800 | 36 | 64,00 | 48,0
— 84,40 86352 9 920 | 81 | 8464 | 8280
y=—9 =938 0,= \/ 9 (9,38)" =283 12 | 1020 | 144 | 10404 | 12240
15 | 11,00 | 225 | 121,00 | 165,00
18 | 1160 | 324 | 13456 | 208,80
~12.938 = 2093 21 | 1205 | 441 | 14520 | 253,05
24 | 12,60 | 576 | 158,76 | 302,40
108 | 8440 | 1836 | 83652 | 1201.20

~1201,20

Xy

a) El coeficiente de correlacion lineal vale:
20,93

r=—""°_-09
7,75- 2,83

La recta de regresion del peso () en funcion de la edad (X) es:

20,93
y-938=""2

(x-12) = y=0,35x+519

En el dibujo puede verse la nube de puntos y la grafica de la recta de regresion.

16
Peso
141
121

101

y=0,35%x+519

Meses

b) Los valores de la varianza residual y el coeficiente de determinacion son:
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La varianza residual vale:

X; Y, . =0,35x, + 5,19 =Y. -V, e’
ol = 530 _ 0,70 0 3,50 5,19 -1,69 2,86
9 3 | 625 6,24 0,01 0,00
El coeficiente de determinacion es: 6 8,00 7,29 0,71 0,50
) 9,20 8,34 0,86 0,74
Rz =1- 270 _ g 12 | 10,20 9,39 0,81 0,66
8,00 15 11,00 10,44 0,56 0,31
18 11,60 11,49 0,11 0,01
21 12,05 12,54 -0,49 0,24
24 12,60 13,59 -0,99 0,98
6,30

c) El incremento del peso esperado en un mes, podemos calcularlo como la diferencia de los pesos esperados
para dos meses consecutivos, por ejemplo parax =1y x = 2:

Six=1,entonces ¥ (1) =0,35-1+ 519 =554 kg.
Six=2,entonces Yy (2) =0,35-2 + 519 = 5,89 kg.
La diferenciaes ¥y (2) — y (1) =589 — 5,54 = 0,35 kg.

Puede observarse que el peso esperado en un mes coincide con el coeficiente de regresion

m=22% _ 035,
7,75

d) El peso esperado para un nifio de 14 meses es: ¥ (14) = 0,35-14 + 519 = 10,08 kg.

El peso esperado para un nifio de dos afios y medio (30 meses) es: ¥ (30) = 0,35 - 30 + 5,19 = 15,66 kg.

15. a) El diagrama de dispersion puede verse en el °]
dibujo. ¢

7

6 L ] .

(]
5]
o
[ ]
3
N
[ ]
N
0 L4 Py
0 10 20 30 40 50 60 70 80

b) Los pardmetros que se obtienen en el calculo del
310 |




EE?I‘EX Matemadticasl! SOLUCIONARIO

coeficiente de correlacion lineal son:

x=45 o, =2291 y=375 o, =268 o, =-5941

El valor del coeficiente es:
- 59,41

r= ——=-0,968

22,91 2,68
Observamos que el valor obtenido nos permite afirmar que existe un excelente grado de dependencia
negativa, es decir, que a mayor profundidad, existe menos oxigeno en el agua del embalse.

c) La recta de regresion de Y sobre X es:

— 59,41
~375= " (x — 45 = = - 011X + 8,85
y 57 01 ( ) y

Su gréfica puede verse en el dibujo.

y=-0,11x + 8,85

d) Calculamos las estimaciones de la cantidad de oxigeno en el agua a las distintas profundidades que se
piden:

Para x =25 m, tenemos quey =- 0,11 - 25 + 8,85 = 6,1 mg/L.
Para x = 55 m, tenemos que y =-0,11 - 55 + 8,85 =2,8 mg/L.
Para x = 85 m, tenemos que y =-0,11 - 85 + 8,85 =- 0,5 mg/L.

Puede observarse que los dos primeros valores son razonables, pero el dltimo carece de sentido.
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e) Nos ayudamos de los calculos que aparecen en la tabla.

X. Y, y. =—011x, + 885 =y, -, e’
10 7,50 7,75 -0,25 0,0625
20 6,00 6,65 - 0,65 0,4225
30 5,40 5,55 -0,15 0,0225
40 5,80 4,45 1,35 1,8225
50 3,60 3,35 0,25 0,0625
60 1,40 2,25 -0,85 0,7225
70 0,30 1,15 -0,85 0,7225
80 0,02 0,05 -0,03 0,0009

3,8384

3,84

La varianza residual vale: of = ? = 0,48

El coeficiente de determinaciones: R®> =1— g—fg =0,93

16. a) Como la recta de regresion de Y sobre X es 4x — 3y = 0, su pendiente es el coeficiente de regresion y
vale:

— 4 —
m= g = —2
La pendiente de la recta de regresion de X sobre Y, 3x — 2y = 1, es:

m = E — &

2
ZO'y

La relacién entre el coeficiente de correlacion lineal y los coeficientes de regresion nos permite calcular:

r= 1/m-m'=1/g-g=x/§=1,41

El coeficiente de correlacién es muy alto y nos permite afirmar que las variables estan muy relacionadas.

b) Sabemos que las dos rectas de regresion pasan por el punto ()_(, 9) centro de gravedad de la nube de
puntos.

Para calcular las medias de las variables, calculamos el punto de corte de las dos rectas. Resolviendo el
sistema, obtenemos:
4x -3y =0 Xx=3
=
Xx-2y=1 y=4

La nota media en teoriaes X =3 y la nota media en préactica es 9 =4,
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17. La representacion grafica puede verse en el dibujo.
401
35

301

G = (36.39, 27.23)
25

20

15

y=091x-588
10
x= 0,85y + 13,24

0 /=/ 1V 15 20 25 30 35 40 45 50 55

El centro de gravedad de la distribucion es el punto de corte de las rectas de regresion. Por tanto:

y =0,91x — 5,88 - X = 36,39
Xx=085y +1324 y = 27,23

El centro de gravedad es el punto G ()_( = 36,39; 9 = 27,23).

El cuadrado del coeficiente de correlacién lineal es igual al producto de los coeficientes de regresion.
Sustituyendo, obtenemos:

r’=m-m = r>=091-08 = r=,/0,7735=0,8795.
18. Observando los graficos vemos que el angulo formado por las rectas es mas pequefio en las

distribuciones 1) y IV). Por tanto, en estos casos es mas significativo.

Analizando las ecuaciones de las rectas obtenemos los resultados que siguen.

) El coeficiente de regresion de la rectay = x + 2 vale m = 1, lo que significa que la covarianza o, es no

nula. Por lo tanto, no puede ser el coeficiente de regresion de la otra recta m” = 0, como ocurre con la recta x
= 4. Es decir, esta situacion carece de sentido, ya que no es posible que haya una distribucion con estas dos
rectas de regresion.

I1) En este caso, mzﬂ, m':§y r=1/£-§ =\/§=0,82.
5 6 5 6 3

[11) Para esta distribucionm =0, m =0 yr=0.
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IV) En esta distribucion, m =1, m "= g yr= \/g =0,89.

De nueve podemos ver que la correlacion es significativa en los apartados I1) y 1V).

19. El diagrama de dispersion puede verse en el dibujo.

30001

25001 L

2000

15004

10004

5001

0 O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Los parametros que se obtienen en el calculo del coeficiente de correlacion lineal son:
x=1244 o, =5152 y=23337 o, =52361 o, =-2559318

El valor del coeficiente es:

Fo "~ 2559318 _ 00,9487
51,52 - 523,61

Se trata de una correlacion negativa, en los lugares con mas dias de lluvia hay menos horas de sol y
reciprocamente.
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La recta de regresion de Y sobre X es:

— 2559318

2

y — 23337 = (x —124,4) = y=-964x + 353312

Si se han registrado x = 100 dias de lluvia se predicen:

y=-9,64 - 100 + 3533,12 =~ 2568 horas de sol.

y =-9,64x +3533,12

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

20. a) Tomando el afio 1978 como afio 1, la representacion grafica puede verse en el dibujo.

10007 |n¢linacion

800+

[ ]

'y ° L . 4 * ° ® H
600+
400+
2001
Afo
0 T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A la vista de la nube de puntos parece que tiene una tendencia lineal que crece con el tiempo.
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Para poder confirmarlo hallamos el coeficiente de correlacion lineal.

I R A i S (A B "= % ~o0
1 667 1 | 444889 667 366
2 673 4 452929 1346 o, = /_ —55% =287
3 688 9 | 473344 2064 10
4 696 16 | 484416 | 2784 — 7076
5 | 698 | 25 | 487204 | 3490 y=—p 7076
6 713 36 | 508369 | 4278
7 717 | 49 | 514089 | 5019 o, = \/M _ (707,6)? = 27,39
8 725 64 | 525625 | 5800 1
9 742 81 | 550564 | 6678
10 757 | 100 | 573049 | 7570 39696
55 | 7076 | 385 | 5014478 | 39696 O, = 0 55-707,6 =778
. o 77,8
El coeficiente de correlacion lineal vale = ——— =0,99.
287 27,39

b) La ecuacion de la recta de regresion de la inclinacion (Y) en funcion del tiempo (X) es:

778

—707,6=—-"
d 8,24

(x=55 = y =9,44x + 655,68

c) Calculamos el coeficiente de determinacion.

X, Y; Y. =9,44x. + 655,68 =¥, -, e’
1 667 665,12 -1,88 3,5344
2 673 674,56 1,56 2,4336
3 688 684 -4 16
4 696 693,44 -2,56 6,5536
5 698 702,88 4,88 23,8144
6 713 712,32 -0,68 0,4624
7 717 721,76 4,76 22,6576
8 725 731,2 6,20 38,44
9 742 740,64 1,36 1,8496
10 757 750,08 -6,92 47,8864
163,6322
La varianza residual vale: o = 163:'[& =16,37
. o ) 16,37
El coeficiente de determinaciénes;: R =1— —— =0,
750,21
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d) El valor ajustado para 1918 en la recta de regresion es:
¥ (—59) = 9,47 -(— 59) + 655,68 = 96,95

El valor obtenido es muy diferente de 71, esto es debido a que el afio 1918 estd muy alejado del intervalo de
afios que estamos considerando.

21. Calculamos los pardmetros de la distribucion bidimensional considerando el nimero de horas como
variable X y el nimero de gérmenes como la variable Y.

- 15

Xi Yi Xi2 Yiz Xi Y X= E =25

0 20 0 400 0 £e

1 26 1 676 26 o, = /— —-25%2 =171

2 33 4 1089 66 6

3 41 9 1681 123 - 220

4 47 16 | 2209 188 y=—=3667

5 53 25 2809 265 8864

15 220 55 8864 668 o, = \/_ — (36,67)% =1153
6

Oy = 668 _ 2,5 - 36,67 =19,67
6

a) La ecuacion de la recta de regresion del nimero de gérmenes (YY), por centimetro cubico, en funcién del
tiempo (X) es:

19,67
-36,67="—"—(x—-25 =
y 1,71 ( )

y =6,73x +19,85

b) Calculamos el coeficiente de determinacion.

X. Y, Y, =6,73x, +1985 | e =¥, -V, e’
0 20 19,85 0,15 0,0225
1 267 26,58 -0,58 0,3364
2 33 33,31 -0,31 0,0961
3 41 40,04 0,96 0,9216
4 47 46,77 0,23 0,0529
5 53 53,50 -0,50 0,2500
1,6795
1,6795
La varianza residual vale: o’ = e - 0,2799
0,2799
El coeficiente de determinacion vale R? =1 — =0,9979

7 =
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El coeficiente de correlacion es r = /0,9979 = 0,9989.

c) Estimamos el nimero de gérmenes a las 6 horas:
y (6) =6,73 -6 + 19,85 = 60,26

Al cabo de 6 horas habré uno 60 miles de gérmenes por centimetro cubico. Esta estimacion tiene una gran
probabilidad de ser valida ya que el coeficiente de determinacion es muy alto.

22. De las rectas de regresioén no podemos asegurar cudl es la de regresion de Y sobre X y cudl la de X sobre
Y.

Supongamos que la primera de ellas es la de regresion de Y sobre X, se tiene:
y=-2x-1

y su coeficiente de regresion es m = - 2.

La segunda corresponderd a la de regresion de X sobre Y, se tiene:
3 4

X=——V — —
5y 5

alw

y su coeficiente de regresibnes m "~ = —

Con los datos anteriores se obtiene el coeficiente de determinacion es:
, 3 6
RE=m-m=(-2)|-2|==>1
5 5
lo cual carece de sentido.
En consecuencia, es necesario elegir las rectas de la otra forma posible.

La recta de regresion de Y sobre X es 5x + 3y + 4 = 0, se tiene:

w| o

y su coeficiente de regresiébn es m = —

La recta de regresion de X sobre Y es 2x +y + 1 =0, se tiene:

L, 1
2 2

- L , 1
y su coeficiente de regresiones m "~ = — E
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El sigo negativo de m y m “ nos indica que la dependencia lineal entre las variables es de tipo inverso, y el
coeficiente de determinacion es:

R*=m- ':(—gj- :§:O,83
5 6

Como el coeficiente de correlacién es r = + VR? y estamos ante una dependencia de tipo inverso, este

coeficiente vale:
r=-.,083=-091.
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