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1. Introduccion

El muestreo es uno de los métodos estadisticos que hoy en dia tiene mayor utilidad e
importancia. Su técnica consiste, a grandes rasgos, en obtener una informacion deseada sobre
una poblacioén a partir de los datos extraidos de una parte de la misma.

Los problemas de muestreo se plantean en multitud de ocasiones en la vida cotidiana,
tal es el caso, por ejemplo, de una entidad bancaria que piensa en la posibilidad de abrir una
sucursal en un barrio de una ciudad. Para saber si esa sucursal sera rentable se deben conocer
los ingresos de la poblacion del barrio. Logicamente el método perfecto para conocer este
dato seria visitar a cada uno de los vecinos y obtener, directamente de ellos, los datos
necesarios. Es evidente que este método, ademds de inusual, resultaria costosisimo en tiempo
y dinero. En este caso, el banco recurrira a la utilizacién de un método de muestreo, que
pasara por los siguientes puntos:

» Seleccion de una parte (muestra) de la poblacion total.

» Estudio en la muestra de la variable buscada (en el caso de la entidad bancaria los
ingresos).

» Extension de los resultados obtenidos para la muestra a la poblacion total.

Estos tres pasos dan origen a un conjunto de problemas que deben resolverse para una
correcta aplicacion del método:

1. Coémo debe llevarse a cabo la seleccion de la muestra.

2. Cual debe ser el tamafio adecuado de la muestra elegida.

3. Cuadl es el grado de fiabilidad de la extension de los resultados obtenidos desde la
muestra a la poblacion total

En la actualidad, la técnica de muestreo se aplica a los més variados problemas:
deteccion de la intencion de voto a un determinado partido politico, control de calidad de un
producto, obtencion de las medidas antropomorficas de una poblacion para confeccionar
prendas de vestir, etc.

2. Estadistica descriptiva e inferencial

Estadistica es la ciencia que tiene por objeto el estudio de los colectivos. Basandose en
el calculo de probabilidades y en el andalisis matematico, la estadistica se centra en la toma,
organizacion, recopilacion, presentacion y analisis de datos tanto para la obtencidon de
conclusiones como para la toma de decisiones razonables de acuerdo con tales anélisis.

En una coleccion de datos que atafien a las caracteristicas de un colectivo de individuos
u objetos (por ejemplo, las alturas y pesos de los estudiantes de un Instituto de Educacion
Secundaria, o las piezas defectuosas y no defectuosas producidas por una fabrica), es a
menudo imposible o poco practico observar la totalidad de los individuos u objetos, sobre
todo si éstos son muchos. En lugar de observar el colectivo entero, llamado poblacion o
universo, se observa una pequefia parte del mismo, llamada muestra.

Es conveniente considerar una muestra;:
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- Cuando el nimero de elementos de la poblacion es muy grande, puesto que el
estudio completo de la misma exigiria demasiado tiempo y muchos recursos.

- Cuando sea muy costosa la observacion estadistica, aunque el numero de elementos
de la poblacién no sea muy grande.

Es necesario considerar una muestra:

- Cuando la observacion estadistica exige destruir los elementos observados (por
ejemplo, algunos ensayos fisicoquimicos de control de calidad).

- Cuando la poblacion es infinita.

La parte de la estadistica que trata solamente de describir y analizar un colectivo dado
sin sacar conclusiones e inferencias de un colectivo mayor se llama estadistica descriptiva.

Si una muestra es representativa de una poblacion, se pueden deducir importantes
conclusiones acerca de ésta, a partir del andlisis de la muestra. La estadistica inductiva o
estadistica inferencial es la parta de la estadistica cuya finalidad es obtener conocimientos de
una poblacion a partir de las observaciones relativas a una muestra de la misma. Al no poder
estar totalmente seguros de la veracidad de tales inferencias, se utiliza la teoria de
probabilidades para dar una medida de la certidumbre de las mismas.

=>» 2.1 Consideraciones sobre la toma de muestras

En la eleccion de una muestra deben tenerse en cuenta dos cuestiones fundamentales:

1. La representatividad de la muestra elegida.

2. Tamaifio de la muestra.

» La representatividad se conseguira siempre que los individuos que forman la
muestra constituya una reproduccion, a pequeia escala, de la totalidad de la poblacion.
Esto es, que la muestra sea una reproduccion sin sesgo de la poblacion.

Esta cuestion es de una importancia transcendental, ya que si la muestra no es repre-
sentativa, a la hora de extender los resultados obtenidos a través de la muestra a la
poblacion se produciran unos desfases con la realidad, ocasionando grandes errores de
prediccion.

» La otra cuestion que debe tenerse en cuenta es ¢l tamaiio de la muestra, que esta
relacionado intimamente con el grado de fiabilidad que se desea obtener cuando se
extiendan los resultados obtenidos a partir de ella a la poblacion total.

Logicamente, cuanto mayor sea el tamano de la muestra mayor sera la fiabilidad de los
resultados obtenidos. Por ejemplo, si se quiere establecer la media de la estatura de
una poblacion de 1.000 individuos y se consideran dos muestras, una de 10 y otra de
900 personas, cabe esperar que el resultado obtenido a partir de la segunda muestra
sea mas fiable que el de la primera.
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La determinacion del tamafo de la muestra es un problema que se estudiara con
detalle mas adelante.

3.- Técnicas de muestreo

Se han desarrollado diversas técnicas o disefios para la eleccion de muestras y lograr
una buena representatividad. Cada disefio es adecuado para determinados tipos de problemas.

Los disenos para muestras se clasifican en probabilisticos y no probabilisticos.
O Definicion:

Una muestra es probabilistica si cada unidad de la poblacion tiene asignada alguna
probabilidad de ser seleccionada en la muestra, probabilidad que debe ser conocida.
Al contrario de lo que generalmente se cree, no es necesario que esta probabilidad
sea la misma para todas las unidades de la poblacion; en todo caso cada unidad debe
tener una probabilidad de ser seleccionada y esta probabilidad debe ser conocida por
el investigador.

Dado que la probabilidad de seleccionar cada unidad de la poblacion es conocida, un
estadistico puede utilizar las diversas reglas y leyes sobre probabilidad para evaluar la
confianza de las conclusiones que se obtengan a partir de muestra probabilisticas. En otras
palabras, cuando una muestra es probabilistica, el riesgo de decisiones y conclusiones
incorrectas se puede medir utilizando la teoria de la probabilidad.

O Definicion:

Una muestra es no probabilistica cuando algunas unidades no tienen posibilidad de
ser seleccionadas o si la probabilidad de seleccionar una unidad cualquiera no es
conocida o no puede determinarse.

Una vez mas, cuando se toma una decision en base a la informacion de una muestra,
existe siempre un riesgo de error. Asi, si 1.000 articulos seleccionados de las producciones de
dos maquinas A y B dan 20 % y 24 % de defectuosos, respectivamente, existe un riesgo de
error al concluir que la maquina A es mejor que la B. Existe la posibilidad de que ambas
maquinas tengan la misma eficiencia y que la diferencia observada se deba a la casualidad o a
fluctuaciones muestrales. El riesgo de llegar a una conclusion errdnea puede ser medido so6lo
si la muestra es una muestra probabilistica; no puede ser determinado en el caso de una
muestra no probabilistica. Por esta razon, sélo las muestras probabilisticas pueden ser objeto
de un analisis y un tratamiento estadisticos. En este tema, estudiaremos en detalle las
muestras aleatorias simples, que constituyen el tipo mas comin de muestras probabilisticas.
Ademas examinaremos brevemente otro tipo de muestras.

4.- Muestreo probabilistico

= 4.1 Muestreo aleatorio simple

O Ejemplo:
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Para ilustrar el procedimiento utilizado en la seleccion de una muestra aleatoria
simple, consideremos una poblacion compuesta de cinco personas: Alvarez, Bravo,
Cascos, Diaz y Espinete. Supongamos que deseamos formar una comision (una
muestra) de tres miembros de esta poblacion, utilizando una seleccion aleatoria
simple.

(Cuantas muestras de #res elementos podemos seleccionar de esta poblacion?

Representando cada nombre por su letra inicial, tenemos las

5 5! 5.4-3.2 . .
3 |=3Ra =322 = 10 muestras posibles siguientes:

ABC, ABD, ABE, ACD, ACE
ADE, CDE, BCD, BCE, BDE

Nuestro método de seleccidon nos proporcionaria una muestra aleatoria simple si cada
una de estas 10 muestras tiene la misma probabilidad de ser seleccionada. Una forma de
hacerlo seria escribir cada una de estas 10 combinaciones en una hoja de papel, echar las 10
hojas en una caja, revolver bien y extraer una hoja. Si la combinacion extraida es CDE,
nuestra muestra estard formada por Cascos, Diaz y Espinete. Si bien este método de obtener
una muestra aleatoria simple es directo, los estadisticos prefieren un procedimiento
alternativo que es igualmente bueno pero mas facil de aplicar.

Se ha demostrado que cada una de las 10 muestras tiene la misma probabilidad de ser
seleccionada si se escribe cada uno de los cinco nombres en una hoja de papel, se echan las
cinco hojas en una caja, se revuelve bien y se extraen sucesivamente tres hojas. Este método
alternativo elimina la tarea de enumerar todas las muestras del tamafio deseado que pueden
seleccionarse de una poblacidn, tarea que es enorme cuando el numero de unidades en la
poblacion es grande.

Puede ser de interés demostrar que ambos métodos para seleccionar una muestra
aleatoria simple dan a cada muestra posible igual oportunidad de ser seleccionada. Con el
primer método, cada una de las 10 muestras posibles tiene la misma oportunidad de ser
seleccionada. La probabilidad de seleccionar cualquiera de estas muestras, digamos CDE
(Cascos, Diaz y Espinete) es %. Para demostrar nuestra proposicion, por lo tanto, debemos
probar que la probabilidad de seleccionar una comision formada por Cascos, Diaz y Espinete
con el segundo método es también %.

Utilizando el segundo método de seleccion de la muestra, hay seis maneras con las
cuales se puede obtener una muestra formada por Cascos, Diaz y Espinete (no necesariamente
en ese orden). La muestra resultante es Cascos, Diaz y Espinete si se elige a Cascos en la
primera extraccion, a Diaz en la segunda y a Espinete en la tercera. La muestra resultante es
también Cascos, Diaz y Espinete si se elige a Cascos en la primera extraccion, a Espinete en
la segunda y a Diaz en la tercera. A continuacion se enumeran las seis maneras posibles de
seleccionar una comision formada por Cascos, Diaz y Espinete:

1. Cascos, después Diaz, después Espinete (CDE);
Cascos, después Espinete, después Diaz (CED);
Diaz, después Cascos, después Espinete (DCE);
Diaz, después Espinete, después Cascos (DEC);
Espinete, después Cascos, después Diaz (ECD);

Nnhwb

5
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6. Espinete, después Diaz, después Cascos (EDC).

Cada uno de los seis sucesos anteriores representa la seleccion de una comision formada
por Cascos, Diaz y Espinete. Como los seis sucesos son mutuamente incompatibles, la
probabilidad de seleccionar una comision formada por Cascos, Diaz y Espinete es igual a la
suma de las probabilidades de estos seis sucesos. Estas probabilidades son:

PCNDNE)=%-1-3=%. PCNEND)=%-7-T=

PDNCNE)=%-%-3=5. PDNENO)=%-1-T=5
1 1 1 1 1 1 1 1
PENCND)=5-5-3=%. PENDNO)=5-5-37=%

De donde deducimos que la probabilidad de seleccionar la muestra Cascos, Diaz y

. o, 1 1 1 _ 6 _ 1
Espinetees: cg+ 450+ 50t 50 T 60 T 60 = 60 = 10-

O Definicion:

El muestreo aleatorio simple consiste en seleccionar n elementos sin reemplaza-
miento de entre los N que componen la poblacion, de tal modo que todas las muestras

N
de tamario n que se pueden formar Cy, = p Jtengan la misma probabilidad de salir
elegidas.

1

N
n

La probabilidad de elegir una muestra es : P =

La probabilidad de que un elemento determinado de la poblacion forme parte de la
N-1
n—1

==

muestra viene dada por: P =

N
n

= 4.2 Uso de numeros aleatorios

La utilizacion de hojas de papel y de una caja para seleccionar una muestra aleatoria
simple es un procedimiento bastante elemental, que se hace alin més engorroso e impractico a
medida que el nimero de unidades elementales de la poblacién se hace mayor. En lugar de
este procedimiento, resulta mas practico utilizar una tabla de nimeros aleatorios.

» (;Qué son los numeros aleatorios? Son las cifras 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 dispuestas de
una manera particular. La tabla 1 es un ejemplo de una tabla de nimeros aleatorios. Las
diferentes cifras estan distribuidas de una forma que todas aparecen aproximadamente
con la misma frecuencia en la tabla; ademads, una cifra determinada cualquiera no tiene

6
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ninguna relacién con las que la rodean. En otras palabras, las diversas cifras estan
distribuidas al azar; sin embargo, por razones de conveniencia, en cada fila se han
colocado 40 cifras en grupos de cinco.

O Ejemplo:

Para ilustrar el uso de una tabla de nimeros aleatorios, utilizaremos el problema
practico de seleccionar una muestra aleatoria simple, consistente en 10 cuentas
pendientes elegidas de una poblacioén de 6532 cuentas.

Como primer paso, asignamos un numero de serie a cada cuenta, en nuestro caso, un
numero de cuatro cifras. (si el nimero de cuentas en la poblacién hubiera sido 623,
habriamos asignado a cada una un numero de tres cifras; asi la cantidad de cifras de
cada nimero de serie depende del total de cuentas en la poblacion.) Asignamos el
numero 0001 a la primera cuenta, 0002 a la segunda, 0123 a la que ocupa el lugar 123°
y 6532 a la ultima. Una vez que todas las cuentas han sido numeradas, podemos
comenzar a seleccionar nuestra muestra leyendo las primeras cuatro cifras de la
primera linea de la tabla de numeros aleatorios; el numero es 1507, al cual le corres-
ponde la cuenta que ocupa el lugar 1507 en la lista de cuentas de la poblacion, cuenta
que pasa a ser entonces la primera cuenta de la muestra. Continuando de esta manera
obtenemos las otras nueve cuentas:

1920, 5385, 1259, 5183, 6093, 6262, 2737, 4042, 2110

(Notese que cuando un numero de la serie no corresponde a una cuenta, pasamos a la
siguiente linea y que si un numero de la serie aparece dos veces, debe ignorarse la
segunda vez.)

La tabla de numeros aleatorios podria haberse utilizado de alguna otra manera; por
ejemplo, podriamos haber leido las primeras cuatro cifras a partir de cualquier lugar
de la tabla; ademads, para seleccionar las segundas cuatro cifras podriamos habernos
desplazado en cualquier sentido (hacia los lados, en diagonal) con tal que ese despla-
zamiento se mantuviera sistematicamente.

= 4.3 Muestreo aleatorio sistematico

Se empieza numerando todos los elementos de la poblacion desde 1 a N. Para
seleccionar los n elementos que constituyen la muestra, es preciso obtener el coeficiente de
elevacion #n = 5. Después se elige al azar un namero 7, llamado origen, comprendido entre 1

y h (1 <i<h), que nos indica el punto de arranque de la seleccion.
La muestra esta formada por los elementos:
i, ith, i+2h, ..., i+(-1)h
Este procedimiento exige, que para que se pueda aplicar correctamente, la poblacion

no presente ninguna ordenacion por la variable objeto de estudio y, si la hay, previa-
mente habra que desordenarla.
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O Ejemplo:

Siguiendo con el ejemplo de las 6532 cuentas, para elegir las 10 cuentas de la muestra
a través del muestreo aleatorio sistematico obtenemos el coeficiente de elevacion #4:

=4 =82 _ 6532~ 653

Elegimos en las tablas de nimeros aleatorios un ntimero al azar comprendido entre 1 y
653. Para ello seleccionamos una columna de niimeros, por ejemplo la primera, y en
ella, por ejemplo, los tres ultimos digitos, hasta encontrar un niimero i entre 1 y 653,
que resulta ser el 70.

La muestra de las 10 cuentas la componen: 70, 70+653, 70+1306, 70+1959, 70+2612,
7043265, 70+3918, 70+4571, 70+5224, 70+5877

es decir, las cuentas de numero:
70, 723, 1376, 2029, 2682, 3335, 3988, 4641, 5294, 5947.

» Antes de concluir este apartado, debemos sefialar que para seleccionar una muestra
aleatoria simple es necesario disponer de una lista de todas las unidades elementales de
la poblacion. Esta lista se denomina marco poblacional. En forma ideal, un marco
poblacional debe contener cada unidad elemental de la poblacion y excluir los
duplicados.

» En muchas investigaciones de mercado es dificil disponer de un buen marco
poblacional. Los investigadores utilizan "marcos de trabajo" tales como guias
telefonicas, listas de contribuyentes o de electores, u otro tipo de listas preparadas con
fines especificos. Si bien algunos de estos marcos son adecuados en muchos casos,
todos ellos tienen diversas imperfecciones que introducen algunos riesgos y limitan su
utilizacion.

» Hasta ahora hemos considerado solamente la seleccion de una muestra aleatoria simple
de una poblacion finita para la cual era posible preparar una lista de todas las unidades
elementales. Ahora, ;como podemos seleccionar una muestra aleatoria simple de una
poblacion infinita para la cual no podemos obtener una tal lista? Por ejemplo, ;como
podemos seleccionar una muestra aleatoria simple de 100 bombillas eléctricas de un
proceso productivo en el que se fabrican miles de bombillas por dia? La respuesta a esta
pregunta es simple: un proceso productivo es un proceso aleatorio y 100 bombillas
cualesquiera constituyen una muestra aleatoria simple de la produccion total.
Felizmente, la mayoria de las poblaciones infinitas son generadas por procesos que son
al menos aproximadamente aleatorios y cualquier nimero de unidades elementales
constituyen una muestra aleatoria simple de la poblacion formada por todas las
unidades elementales.

= 4.4 Muestreo estratificado
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En una muestra estratificada, la poblacion se divide en un determinado nimero de
grupos o estratos. El objeto de esta estratificacion es obtener un grupo relativamente mas
homogéneo respecto de la caracteristica en estudio. De cada grupo o estrato, se selecciona una
muestra aleatoria simple y estas submuestras se combinan en una gran muestra.

Asi, por ejemplo, si se desea estimar el gasto anual en arriendo por familia en una
ciudad o region geografica puede ser conveniente dividir las familias de esa ciudad en
diversos estratos, de acuerdo a cuales sean sus ingresos. Como ilustracion podrian dividirse
en tres grupos: aquellos con ingresos anuales inferiores a 1.000.000 PTA.; aquellos cuyos
ingresos anuales estan entre 1.000.000 y 5.000.000 PTA. y, por ultimo, quienes tienen
ingresos superiores a 5.000.000 PTA. Una vez que la poblacion se ha dividido en estos tres
estratos, se selecciona una muestra aleatoria simple de cada estrato y estas tres submuestras se
combinan en una gran muestra.

A condicion de que nuestra estratificacion sea efectivamente adecuada para dividir la
poblacion en grupos mas homogéneos con respecto a los gastos anuales en arriendo,
obtendremos una estimacién mas precisa del gasto anual medio en arriendo utilizando una
muestra estratificada que con una muestra aleatoria simple seleccionada de la poblacion total,
en el supuesto que ambas muestras sean del mismo tamafio. La estratificacion tiene una
ventaja adicional: proporciona informacion tanto para cada estrato como para toda la
poblacion. Debe mencionarse, sin embargo, que el costo de obtencion de una muestra
estratificada es mayor que el de la obtencién de una muestra aleatoria simple del mismo
tamafio ya que la estratificacion involucra el trabajo adicional de clasificar la poblacion en los
diversos estratos.

5.- Muestreo no probabilistico

Las muestras no probabilisticas se caracterizan por el hecho de que no es posible
determinar la probabilidad de inclusién de cada unidad elemental de la poblacion en la
muestra. Por esta razon no hay forma de medir el riesgo de llegar a conclusiones erroneas a
partir de muestras no probabilisticas. Dado que la confiabilidad de los resultados de estas
muestras no puede medirse, las muestras no probabilisticas no se prestan para tratamiento y
andlisis estadisticos. Los tipos mds comunes de esta clase de muestra son las muestras de
conveniencia y las muestras basadas en la opinion.

=>» 5.1 Muestreo de conveniencia

Las unidades elementales que se incluyen en una muestra de conveniencia se eligen por
su facilidad de acceso y su conveniencia. Un fabricante de un cierto articulo alimenticio que
desea tener informacion acerca de la preferencia que el consumidor dispensa a su producto
puede, por ejemplo, incluir un cupdn en algunos paquetes de su producto. El cliente debe
llenar el cupon contestando las preguntas ahi formuladas. Los cupones recibidos por el
fabricante constituyen la muestra.

=» 5.2 Muestreo basado en la opinion
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Las unidades elementales que se incluyen en una muestra basada en la opinion son
seleccionadas por un experto en base a que son representativas de la mayoria de las unidades
elementales de la poblacion. Estas muestras se utilizan en los casos en que el costo o el
tiempo disponible hacen necesario que la muestra sea de tamafio muy pequenio.

6.- Parametros poblacionales y estadisticos muestrales

O Definicion:

Un estadistico es un numero que describe un determinado aspecto de una muestra.
La media aritmética, la mediana, la moda, la fraccion o proporcion y la desviacion
tipica son todos estadisticos si se calculan para una muestra (parte de la poblacion).

Debe hacerse una clara distincion entre un parametro y un estadistico. En tanto que un
pardametro describe un determinado aspecto de la poblacion, un estadistico describe
un determinado aspecto de una muestra. La media aritmética es un parametro si se
calcula para toda la poblacion en tanto que si se calcula para una muestra, es un
estadistico.

Dado que un parametro se calcula para toda la poblacion, su valor es constante; en
cambio, el valor de un estadistico varia de una muestra a otra; luego, un estadistico es
una variable. Para ilustrar esto, consideremos el siguiente ejemplo:

Supongamos que nuestra poblacion consiste en las "edades" de las siguientes cinco
casas:

X1 =2 arnos; xy=2 arios; x3=4 afos, x4=5 anos; xs=2 anos

La media aritmética de la poblacion es constante y vale 3:

242444542 ~
u=""5——-=3 arios.

Si seleccionamos una muestra aleatoria simple de dos casas y estas resultan ser la
primera y la segunda, la media aritmética de esta muestra es 2 afios; en cambio, si la
muestra consiste en la tercera y cuarta casas, la media aritmética es ahora 4'5 afios. Se
ve asi que la media aritmética puede cambiar de una muestra a otra.

Los estadisticos mas comunes son la media aritmética, la proporcion y la desviacion
tipica. La media aritmética de una muestra aleatoria simple, que se designa por x, se calcula
de la misma manera que la media aritmética de la poblacién. En simbolos,

n
Xi

- i=1
X ="

donde x;indica el i-ésimo elemento de la muestra y » el tamafio de la muestra.

10
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La proporcion de una muestra aleatoria simple, que se designa por p, también se calcula
de la misma manera que la proporcion de la poblacion.

El principal objetivo de muchos problemas de Estadistica es determinar el valor de
algin parametro de una poblacion, por ejemplo, la media aritmética y. Para lograr este
objetivo, los estadisticos rara vez calculan el valor del pardmetro utilizando los datos de la

poblaciéon completa, sino que tratan de estimar su valor a partir de una muestra
cuidadosamente seleccionada.

Asi, los estadisticos utilizan la media muestral X como un estimador de la media
poblacional x; también utilizan la proporcion muestral 4, como estimador de la proporcion
poblacional p y la desviacion tipica muestral gz como estimador de la desviacion tipica
poblacional g.

Abhora, ;cuan confiable es X como estimador de ¢? El valor de i es una constante en
tanto que el valor de X varia de una muestra a otra. La confiabilidad de X como estimador de u
no puede determinarse a menos que podamos describir en forma precisa el comportamiento
de X o bien el modo de su variabilidad de una muestra a otra. Si i es conocido, ;cudles son
los posibles valores de X en las diferentes muestras? Si esta pregunta se contesta satisfactoria-
mente, entonces se podra establecer facilmente la confiabilidad de X como estimador de u.

O Definicion:

Se llama error muestral de un estadistico al valor absoluto de la diferencia entre
dicho estadistico y su parametro correspondiente.

Los errores muéstrales se clasifican en:

- Errores de sesgo: Son debidos a que la muestra no representa a la poblacion sino
que ha sido elegida con cierta parcialidad o sesgo. Esta clase de errores provienen del
método aplicado para elegir la muestra y, como consecuencia de ello, el valor del
estadistico o estimador obtenido no tiende a aproximarse al valor del parametro
respectivo de la poblacion.

- Errores aleatorios: Se deben al azar y no a la parcialidad o sesgo. Su cuantia puede
ser estimada aplicando la teoria de probabilidades.

Decimos que un estadistico es preciso cuando el error muestral de dicho estadistico es
pequetio; es decir, cuando su valor se acerca mucho al de su parametro correspondiente.

7. Distribucion de un estadistico

=» 7.1 Distribucion muestral de medias

La relacion entre la media poblacional y las medias de las diversas muestras que pueden
seleccionarse de una poblacion se puede ilustrar muy bien mediante una operacién de
muestreo a partir de una poblacién conocida.

11
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O Ejemplo 1:

Consideremos que la poblacion consiste en las alturas de tres plantas diferentes culti-
vadas en un laboratorio de botdnica y son las siguientes:

x1=1lem x2=3cm x3=5cm
La media y la desviacion tipica de la poblacion se calculan a continuacion:

14345
p="3=3cm

_ [03R6a%3? (3 242
o —\/ 3 - \/j K cm

» En la poblacion anterior vamos a formar todas las muestras posibles con
reemplazamiento de tamaino 2, y a determinar la media aritmética X; en cada una de
ellas.

4
2

dos que pueden seleccionarse de nuestra poblacion de tres plantas; en consecuencia,
hay 6 medias muestrales posibles. ;Cual es la representatividad de estas medias
respecto de la media poblacional?

] = 6 muestras posibles con reemplazamiento de tamafio

Hay CR3, =C4, = [

Tabla 1 Tabla 2
Pares |Muestras |5, X2 X=% |pi=PX=%) |%i-pi |X}-pi
(1,1) 1,1 1 1 I 1 1
(1,3) 1,3 2 4 2 |3 1 3
(1,5) 1,5 3 9 3|5 2 2
(3.,1) 1,3 2 4 4 |3 3 2
(3,3) 33 3 9 5 |+ 3 z
(3,5) 3,5 4 16 Totales i 2
(5,1) 1,5 3 9
(5,3) 3,5 4 16
(5,5) 5,5 5 25

Totales 27 93

Para examinar estas 6 muestras con mayor detalle, observemos la fabla I y calculemos
primero su media aritmética o esperanza matematica, designada por (¢ :

_ 12434243444 34445 27
© = -9

X 9 = 3cm:/,l

12
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Podemos entonces decir que el promedio de todas las medias muestrales posibles es
igual a la media poblacional, o fz = . Sin embargo, una media muestral particular
puede ser mayor o menor que la media poblacional pero, en todo caso, su promedio es
igual a la media poblacional.

Continuando nuestro examen de las propiedades de las medias muestrales, calculemos
la desviacion tipica de las 6 medias muestrales posibles. Se designara por g;:

o [z [ [ [5_ 2
O0x= 479 = 9 TAN9 TAN3 T gm

La distribucion anterior de las medias muestrales equivale a definir una variable
aleatoria X de ley de probabilidad representada en la tabla 2.

La esperanza matematica £ [X] y varianza V1X] de esta variable aleatoria es:
v _ 27
E[X]:zPi.xi:F:
MX1=Zp; -5 - (E[X])’ = §-32 =5 = =1
Se cumple: E[X] =Uz Yy ViX]= 0')22
Observa que se han obtenido:

M = media de la poblacion = 3 cm. ; X; = media de cada muestra de tamafio 2 (con
reemplazamiento) ; [z = media de todas las medias de las muestras de tamafio 2 = 3
cm.; E [X' ]= esperanza matematica de la variable aleatoria X = 3

y que se cumple: u = u; = E[X] =3

De igual forma se han obtenido:

o = desviacion tipica de la poblacion = fcm; o5 = desviacion tipica de la distri-

bucion formada por todas las medias de las muestras de tamafio 2 =
2J2

=3 =7 = Ln; V[X] = varianza de la variable aleatoria X = 3

[ES

O Ejemplo 2:

Consideremos la misma poblacion del ejemplo 1 formada por las alturas de tres

plantas diferentes: x1 = lem, x2=3cm y x3=35cm. La media y desviacion

-~ : 22 26
tipica poblacionales eran: 4 =3cm 'y 7= 5 =3 om.

13
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» En la poblacion anterior vamos a formar todas las muestras posibles sin
reemplazamiento de tamafio 2, y a determinar la media aritmética Xx; en cada una de

ellas.
Tabla 3 Tabla 4

Pares |Muestras|x; X2 X=% |pi=PX=%) |Xi-p: |7 pi
(1,3) 1,3 2 2 |+ 2 1
(1,5) 1,5 3 9 3|3 3 2
(3.1) 1,3 2 4 |5 3 1
(3.5) 3,5 4 16 Totales 5 2
(5,1) 1,5 3 9
(5,3) 3,5 4 16

Totales 18 58

Hay C3, = [ 2 J = 3 muestras posibles, sin reposicion, de tamafio dos que pueden

seleccionarse de nuestra poblacion de 3 plantas; en consecuencia hay tres medias
muestrales posibles. Para examinar estas tres medias muestrales con mayor detalle,
calculemos primero su media aritmética, observando los datos de la tabla 3:

18
Uz =" =3cm

Podemos entonces decir que el promedio de todas las medias muestrales posibles es
igual a la media poblacional, iz = u. Continuando con nuestro examen de las propie-
dades de las medias muestrales, calculemos la desviacion tipica:

o= % -3 =%~ =g=%:@0m

La desviacion tipica gz(o error estandar) de la distribucion de medias muestrales
indica la diferencia "promedio"” entre los diversos valores de X; y (5. En promedio,

cada media muestral difiere de la media poblacional en \/g cm. Un valor pequeiio de
o zindica dos hechos:

primero, los diversos valores de X; son cercanos entre si;

segundo, la diferencia promedio entre estos valores y (s = i es pequefia.

En consecuencia cualquier valor X; es una buena estimacion para (.

Si bien el error estandar (g5) de la media mide la diferencia promedio entre las
medias muestrales y la media poblacional, no es necesario considerar todas la

14
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muestras para determinar este error. Felizmente, es posible calcular gzsi se conoce la
desviacion tipica de la poblacion g. Se cumple:

N—n

o
Ox =" " N1

donde N es el tamafio de la poblacion y n el tamafio de la muestra.

iy . 2/6
Refiriéndonos a nuestra poblacion de tres plantas con 4 = 3cm, o=—75-, N=3y
2.J/6
~ 5 ent .= 32 23 1 23 2/6  Je
n =2, entonces: 0z =~ = T3 5 T T 6 T3

Este valor deg zes idéntico al obtenido anteriormente.

La distribucion anterior de las medias muestrales equivale a definir una variable
aleatoria X de ley de probabilidad representada en la tabla 4.

La esperanza matematica £ [X' ] y varianza V[X' ]de esta variable aleatoria es:

Mo

E[X] = ii-pi=%=3

1

MR = 3 2 p,— (ELT) = 2 -9 = 3

@ Podemos decir entonces que si se seleccionan todas las muestras posibles, sin
reposicion, de tamafio #n de una poblacion dada de tamafio N, se tiene:

p=u:=EX] y o:=-%- /37 =+/VX]

N—n . .r ., . .
@ El factor ,/ 3= se denomina correccion por poblacion finita y es aproximadamente 1
si se muestra una poblacion infinita.

@ Si la poblacion es finita pero el tamafio de la muestra es pequefio en relacion al de la
poblacion (tamarnio muestra no superior al 10 % de la poblacion), el factor de
correccion por poblacion finita también sera aproximadamente 1. Por ejemplo, si en un
problema N = 1001, n = 49, entonces

Jae = [HO 22— 07952 = 0'9757

@ Es de gran interés observar que el error estandar (o) se hace mas pequefio cuanto
mayor sea el tamafio de la muestra. A medida que el tamafio de la muestra aumenta, las
diversas medias muestrales se hacen mas uniformes en su valor y, en consecuencia,
cualquier media muestral es una buena estimacion de la media poblacional. En otras
palabras, una muestra grande es mas confiable que una pequeiia.

15
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¢ Concluiremos este examen de las propiedades de la media muestral, con una tltima e
importante propiedad: las medias muestrales estin distribuidas en forma
aproximadamente normal cuando el tamarfio de la muestra es 30 o mds. Debe
destacarse que esto es valido aun cuando las muestras se obtengan a partir de una
poblacion origen que no esté distribuida normalmente. Por otra parte, cuando la
poblacion origen tiene distribucion normal, las medias muestrales tienen distribucion
normal por pequeiio que sea el tamafio de la muestra.

@ Se toma, normalmente, como criterio que en todas aquellas muestras que cumplan que
5 -n > N sera necesario distinguir los dos tipos de muestreo, mientras que en caso
contrario, que sera el mas habitual, se usard inicamente el muestreo con reposicion.

Resumen

Consideremos todas las posibles muestras aleatorias (con o sin reposicion), de tamafio
n, de una poblacion de tamafio N > n, en la que se estudia la variable estadistica X.

Calculemos las medias, X, X7, ...,X; de las diferentes muestras, y construyamos, a
partir de ellas, la distribucion muestral de medias.

Se verifican las siguientes propiedades:

Poblacion Infinita Finita
Extracciones
o _ o 10 N—n o
O-x—ﬁ n < 500V, w1 =1, 0r =5

Con reposicion

Sin reposicion

> Sin > 30, entonces la distribucion muestral de medias es normal X = N(,u, 0x), tanto
si la poblacion de origen es normal como si no lo es.

» Si la poblacion de origen es normal, entonces la distribucion muestral de medias es
normal.

» En muestras cuyo tamafio verifica 5+n > N es necesario distinguir los dos tipos de
muestreo.
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O Ejemplo 1:

El cociente de inteligencia medio de la poblacion estudiantil de Zaragoza es it = 95 y
la desviacion tipica es = 14. Se extrae una muestra aleatoria (sin reposicion) de

49 estudiantes de esa poblacion. ;Qué probabilidad hay de que resulte una media
igual o inferior a 92 ?

QO Solucion:

La distribucion muestral de medias se aproxima a una normal (por ser n = 49 > 30)

con:
o 14
. N—n
ya que al ser N mucho mayor que n, se verifica: T ~ 1.

Tipificando el valor X1 = 92 de la distribucion muestras de medias , podremos acudir
a las tablas de la distribucion normal N(O, 1) y averiguar la probabilidad correspon-
diente al valor tipificado z:

P(F<92) et p( L < 2295 - p(7.<-1'50) = 0/0668

O Ejemplo 2:

Dos mil muestras aleatorias diferentes de 100 alumnos son seleccionadas en una gran
universidad en la que la edad promedio de los alumnos es u = 20aiios y la desviacion
tipica es g = 2 anos. Habra 2000 medias muestrales. La media de la primera muestra
puede ser 22 arios; la de la segunda, 19; la de la tercera, 20, etc.; Sin embargo, las

figura 1

~

0,6826 J
0,9544

17
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2000 medias muestrales tendran una distribucion aproximadamente normal con una

2

La media de cada una de las 2000 muestras puede ser o no 20 anos, sin embargo, al
ser X=N(20,0'2), el 68 % de las medias muestrales estard en el intervalo
(19'8,202) =(u— oz, u+03). El 95 % de las medias muestrales estard en el

intervalo (19'6,20'4) = (u — 20z, u + 205)

O Ejemplo 3:

El valor promedio de las cuentas pendientes que figuran en los archivos de una firma
comercial es de 125 dolares con una desviacion tipica de 24 dolares. ;Cudal es la
probabilidad de que una muestra aleatoria simple de 36 cuentas seleccionadas del
archivo tenga un promedio igual o menor a 115 dolares?

25 0

Q Solucion:

Si se seleccionan todas las muestras
posibles de tamafio 36 del archivo
de la firma comercial, entonces los
valores de X estdn distribuidos
normalmente con una media

Uz = =125 dolares y una desvia-
4 . —g _ 24 _
cion tipica 05 =" = 36 = 4

dolares. La probabilidad de que la

media de la muestra de tamafio 36 sea igual o menor que 115 dolares se puede calcular

como sigue:

P(X < 115) "em® p(z < 15135y - p(7.<-2'5) = 00062

O Ejemplo 4:

La media de las puntuaciones del C.I. (coeficiente de inteligencia) de los alumnos de
una universidad es 110y la desviacion tipica 10. (a) Si las puntuaciones del C.1. estin
distribuidas normalmente, ;jcudl es la probabilidad de que la puntuacion de un
alumno cualquiera sea mayor que 1127 (b) ;Cual es la probabilidad de que la
puntuacion media de una muestra de 36 alumnos sea mayor que 112? (c¢) ;Cudl es la
probabilidad de que la puntuacion media de una muestra de 100 alumnos sea mayor

que 112?

Q Solucion:

(a) La probabilidad de que la puntuacion del C.I. de un alumno cualquiera sea mayor

que 112 se calcula como sigue:
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puntuacion  del C.l=

Distribucién de las puntuaciones =X= N(l 10, 10)
A
N P(X>112) = P(Z > 112)

=P(Z>02)=04207

ITO ‘}2

(b) Las medias de las diversas muestras de 36 alumnos tienen una distribucion normal

X=N(us= 110,05 = —==) = N(110,1'67). Por o tanto:

P(X>112)=P(z>110) — p(751'2)=0'1151

1'67

Puede ser de utilidad comparar las dos
Distribucion de las medias distribuciones normales utilizadas en
A las partes (a) y (b) del ejemplo. La
distribucion normal en (a) describe una
poblacioén real, lo cual consiste en las
puntuaciones del C.I. de todos los
alumnos. La media poblacional es 110
y la desviacion tipica 10. Por otra
parte, la distribucion normal en (b)
112 describe una poblacién tedrica, la cual
consiste en las medias de todas las
muestras posibles de 36 alumnos que
pueden seleccionarse en dicha universidad. La media es también 110, pero su desvia-
cion tipica, llamada error estandar, solo 1'67.

(¢) Las medias de las diversas muestras de 100 alumnos tienen una distribucion

normal, N(,ug =112,0; = 0 _ 1)

Distribucion de las medias J100
A . La probabilidad de que la puntuacion
media del C.I. en una muestra aleatoria
de 100 alumnos sea mayor que 112
puede determinarse del modo que sigue:

P(X>112) = P(z > 1210

) 110 iz =P(Z>2)=0'0228

Observemos finalmente que la distribu-
cion normal de la figura de la izquierda también describe una poblacion teorica. Esta
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poblacioén, sin embargo, estd formada por la medias de todas las muestras aleatorias
posibles de 100 alumnos que pueden seleccionarse de esa universidad.

O Ejemplo 5:

Se sabe que la media de ingresos, en el barrio donde la entidad bancaria esta
estudiando abrir una sucursal, es de 87.500 PTA. con una desviacion tipica de 8.500
PTA. Se desea saber cudl es la probabilidad de elegir una muestra de 60 personas
donde la media de ingresos sea mayor que 88.000 PTA.

Q Solucion:

Distribucién de las medias . o
A Las medias muestrales se distribuiran
[ segin una normal N(87'5,1'097) ya

que:

Uz =u=387'5 miles de PTA.,
Oz = # = % =1'097 miles de
< f AN > PTA. y ademas ,/% ~ 1. La grafica
87'S 88 de la izquierda nos define la distribu-
ciéon de las medias y la probabilidad

buscada es el area de la parte rayada. Se calcula asi:
P(Y>88)=P(z>-2%)-

=P(Z>0'46) =0'3228

= 4.2 Distribucion muestral de proporciones

En el presente apartado examinaremos problemas que tratan acerca de la proporcion
poblacional. Describiremos la relacion entre la proporcion muestras, fi,, y la proporcion
poblacional, p. La relacion entre la proporcion poblacional y las proporciones de las diversas
muestras que pueden seleccionarse de esa poblacion puede ilustrarse mediante la descripcion
de la operacion de muestreo a partir de una poblacion conocida.

O Ejemplo 1:

Supongamos que esta poblacion consta de cinco bolitas: una de ellas es verde y las
cuatro restantes son blancas. Designando la bolita verde por V y las blancas por B, la pobla-
cion puede representarse por:

20
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Poblacion de cinco bolitas

Bolita Color
1 \%
2 B
3 B
4 B
5 B

La proporcion de bolitas verdes, designada por p , en esta poblacion, es 020. Suponga-
mos ahora que seleccionamos fodas las muestras posibles de cuatro bolitas de esta poblacion
y calculamos la proporcion de bolitas verdes, p;, para cada muestra,

Muestras posibles Proporcion muestral
n=4 Di

1,2,3,4 (V,B,B,B) 025

1,2,3,5 (V,B,B,B) 025

1,2,4,5 (V,B,B,B) 025

1,3,4,5 (V,B,B,B) 025

2,3,4,5 (B,B,B,B) 0'00

Asi, mientras la proporcion poblacional p de bolitas verdes es 020, la proporcion
muestral p; es 0,25 para las cuatro primeras muestras y es cero para la tltima. Para examinar
con mas detalle estas cinco proporciones muestrales posibles, calculemos su media aritmética
o promedio. El promedio de todas las proporciones muéstrales, designado por ., = E(p), es

_ P1Ap2tp3tpatps  0/2540'2540'2540°2540 1 020 =

P 5 = 5 =35 = =P

Podemos por lo tanto decir que si bien las proporciones muéstrales individuales pueden

sobrestimar o subestimar la proporcioén poblacional, su promedio es igual a esta proporcion
poblacional.

Calculemos ahora la desviacion tipica de estas cinco proporciones muestrales posibles.
Su desviacion tipica, llamada error estandar de la proporcion 'y designada por g ,se calcula a
continuacion.

Pi (Pi—p) (pi_p)2
025 0'05 0'0025
025 0'05 0'0025
025 0'05 0'0025
025 0'05 0'0025
0'00 020 0'04

Y ;
n"Z(rIn)z;e{:t)ms =y % = 0,01 = 0/1
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El error estandar de la proporcion indica la disparidad «promedio» entre las diversas p;
y p. Las primeras cuatro proporciones muestrales difieren de la proporcion poblacional en

0'05 y la quinta en 0'20. Sin embargo, en promedio, cada proporciéon muestras difiere de la
proporcion poblacional en 0'10.

Un valor pequefio de g, indica dos cosas: (1) Los diversos valores de p;son cercanos
entre si; (2) la diferencia promedio entre estos valores de p;y pes pequeiia; en consecuencia,
cualquier valor de p;es una buena estimacion de p.

Si bien el error estdndar de la proporcién mide la diferencia «promedio» entre todas las
proporciones muéstrales posibles y la proporcion poblacional, no es necesario en la practica
seleccionar todas las muestras posibles para determinar su valor. Existe un modo alternativo
de calcular este error estandar de la proporcion. Se ha encontrado que

[ p(1-p) [N=n
O-p = n * N-1 »

donde pes la proporcion poblacional, N es el tamafio de la poblacion y n el de la
muestra.

Para nuestra poblacion de cinco bolitas, donde p = 0’20, el error estandar de las
proporciones de todas las muestras posibles de tamafio 4 es

Este valor es idéntico al obtenido anteriormente.

Supongamos una poblacion de tamafio /V, en la que se estudia el atributo o la variable
X. Sea x;un valor de la variable X y n; su frecuencia absoluta (nimero de elementos que
presentan dicho valor). Definimos la proporcién, p, de los elementos de la poblacion que
presentan el valor x;como el cociente: p = n—]\j En consecuencia, la proporcion de elementos
de la poblacion que no presentan el valor x; sera 1 — p.

Por ejemplo, en las elecciones municipales de un municipio de 50.000 habitantes

censados, el partido A obtuvo 15.200 votos. La proporcion, p, de los que votaron al partido

A fue, por tanto, p = % =0'304, y la de los que no votaron fue: 1 — 0’304 = 0'696.

Asi, podemos decir que si se seleccionan todas las muestras posibles de tamafio 7 de
una poblacion dada, y calculamos en cada una de ellas, la proporcion, p;, de elementos que
presentan el valor x;, obtenemos la distribucion muestral de proporciones, cuya media
designaremos por i, y su desviacion tipica por g,.

Se verifican las siguientes propiedades:

(@) u, =p (entodos los casos)

22



S. Rocrigues

1—
B o,=

reposicion)

N—n . .y . .
~-1 (si la poblacion es finita y las muestras son sin

., .y . N—n . ,
(¢) El factor de correccién por poblacion finita, .|~ , se aproximara a | cuando la

poblacion sea de tamaio infinito, cuando el tamafio de la muestra sea inferior al 10%
del de la poblacion o si las muestras son con reposicion. Bajo cualquiera de estas

p(-p)

condiciones, el error estandar de la proporcion estara dado por g, = 7

» Concluyendo nuestro examen de las propiedades de las
diversas proporciones muestrales, agregaremos una
ultima e importante propiedad: Las proporciones
muéstrales tienen una distribucion aproximadamente
normal cuando el tamano de la muestra es

suficientemente grande (n > 30).

» En resumen, podemos enunciar este teorema general: Si
se seleccionan todas las muestras posibles de tamario n
de una poblacion con proporcion p, entonces las

proporciones muéstrales resultantes tienen distribucion aproximadamente normal,

tienen promedio igual a i, = p y desviacion estandar o error estandar igual a o .

Para aclarar las aplicaciones del teorema anterior, supongamos que se seleccionan todas
las muestras posibles de 100 alumnos de una universidad en la cual la proporcion de alumnos
del ultimo curso es del 20 %. De acuerdo con nuestro teorema, las diversas proporciones

muéstrales estaran distribuidas en forma aproximadamente normal, con una media de 0'2 y

un error estandar o desviacion tipica de 0'04.

Como la distribucion de las proporciones muestrales es aproximadamente normal, el
68% de dichas proporciones estard en el intervalo (p—a,,p+07,) =(0'16,0'24) o sea,

entre el 16 % y 24 %.

Del mismo modo, el 95% de estas proporciones muestrales estara en el intervalo

(p-— 20,,p+ 20'p) =(0'12,0'28), o, aproximadamente entre 12% y 28%.

-

0'34 | 0'34

0'16 02 024

0'475 0'475

0'12 0'2 028
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O Ejemplo 1:

En el "referéndum" sobre la permanencia de Espafia en la OTAN, celebrado el 12 de
marzo de 1986, participaron 17217290 votantes de un censo cifrado en 28828434. La
proporcion, p, de los que votaron fue:

17217290 I
P = Jgs2sa3s = 05972
y, por tanto, la de los que no votaron 1 - p =1 - 0'5972 = 0'4028. En una muestra

aleatoria (sin reposicion) de 100 personas censadas, ;cudl es la probabilidad de que la
proporcion de votantes sea mayor que 0'7 ?

QO Solucion:

La distribucién muestras de proporciones se aproxima a una normal con:

Up=p=05972 y ag,=4 p'(ln_p) . %:’11

. N—n
Por ser N mucho mayor que n, se verifica: 3= ~ 1

Por lo que: 0, = 1/% =0'0490

Tipificando el valor p; = 07 de la distribucién muestra de proporciones . podremos
acudir a las tablas de la distribuciéon normal N(O,1) y averiguar la probabilidad corres-
pondiente al valor tipificado z:

Por tanto:

P(P>0'7) = P(2 > Y091 _ p(752'10) = 0'0179

O Ejemplo 2:

Es sabido que el 64 % de los votantes de un cierto distrito electoral apoyan al partido
A. ;Cual es la probabilidad de que una muestra aleatoria simple de 100 votantes de
ese distrito de una proporcion de simpatizantes
de A del 60 % o menos?

Q Solucion:

Por lo que ya hemos visto, sabemos que si se
seleccionan todas las muestras posibles de 100
votantes de ese distrito, las proporciones

0'2033

0'6 064
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muestrales estaran distribuidas en forma aproximadamente normal y tendran promedio
! !
de i, = p = 0'64 y error estandar de g, = % =0'048

La probabilidad de que la proporcion de simpatizantes de A en una muestra de 100
votantes

Plp<0'6)=P(Z <&

del

distrito

0'6

0'64

60 % o menos se calcula asi:

V6064 _ p(Z <—0'83) = 0'2033

Supongamos ahora que se toma una muestra
de 400 votantes del distrito. ;Cudl es la
probabilidad de que la proporcion muestral
sea del 60 % o menos?

Si se toman muchas muestras de votantes de
tamafio 400, entonces las diversas proporcio-
nes muestrales estan distribuidas de forma
aproximadamente normal con una media de

U, =064 y un error estandar de
Op =4 % = 0'024, La probabilidad de

que la proporcion muestral de simpatizantes del partido A en una muestra de 400
votantes sea de 60 % o menos se calcula de la siguiente forma:

P(P<0'6)=P(Z<

06064 _ p(z<—1'67) = 0'0475.

Asi, en tanto que la probabilidad de que una muestra de 100 votantes de una propor-
cion de simpatizantes de A del 60 % o menos es de 02033, esta probabilidad se
reduce a 0'0475 cuando el tamafio de la muestra se aumenta.

O Ejemplo 3:

El 40 % de los estudiantes de postgrado de una universidad son casados. Si se selec-
cionan al azar 100 alumnos de postgrado, ;jcual es la probabilidad de que la propor-
cion de alumnos casados de esta muestra este entre el 32 %y el 47 % ?

0'32

0'4

0'47

Q Solucion:

Si se toma una gran cantidad de muestras de
100 alumnos de postgrado, la distribucion de
las diversas proporciones muestrales es
normal:  N(u,=0'4,0,=0'049). La
probabilidad de que la proporcion de
alumnos casados en una muestra de tamafo
100 esté entre el 32 % y el 42 % se determina
a continuacion:
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P(0'32<P<0'47)=P(-1'63<7Z<1'43) = 08720

O Ejemplo 4:

El departamento de adquisiciones de una gran ensambladora de televisores utiliza la
regla siguiente para decidir si acepta o rechaza una partida de 10.000 partes envia-
das semanalmente por un proveedor: Seleccionar una muestra de 400 partes de cada
partida recibida. Si el 3 % o mas de las partes seleccionadas son defectuosas, recha-
zar toda la partida: si la proporcion de piezas defectuosas es inferior al 3 %, aceptar
la partida. ;Cual es la probabilidad de rechazar una partida que contiene realmente
2 % de partes defectuosas?

Q Solucion:

Si bien la partida contiene un 2 % de partes
defectuosas, o sea que p=0'02, es posible que
una muestra de 400 partes tenga una proporcion
del 3 % o mas partes defectuosas y, en conse-
cuencia, la partida sea rechazada. Para determinar
003 la probabilidad de rechazar esta partida, veamos
en primer lugar la distribucion de las proporcio-
nes de las diversas muestras de tamano 400 que
pueden seleccionarse de esta partida. Su media es
0'02 y la desviacion tipica es 0'007. La probabilidad de obtener una proporcion
muestral del 3 % o mas y en consecuencia rechazar la partida se calcula a
continuacion:

P(p>0'03)=P(Z>1'43)=0'0764

8. Estimacidén de parametros

La técnica de muestreo se utiliza, normalmente, para determinar un dato estadistico
(parametro) de una variable en una poblacion. Por ejemplo, se puede desear hallar la media
de la altura de los hombres de una ciudad. La variable que se ha de estudiar es la altura de los
ciudadanos y el pardmetro deseado es la media de todas las alturas.

El proceso que se debe seguir consiste en elegir una muestra aleatoria y representativa
de los individuos de la ciudad y a partir de ella obtener un valor (estadistico a) que permita
concluir que la media de la variable altura, dentro de la poblacion total, es a, con un cierto
margen de error que sera necesario cuantificar.

Parece claro que el valor mas probable de la media de alturas de la poblacién coincide
con el valor de la media de la muestra, pero esta suposicion es bastante arriesgada, ya que no
existe ningun inconveniente inicial para suponer que el valor mas aproximado a la media de
la poblacion sea la media de la variable en la muestra, la moda, o cualquier otro valor.

Por ejemplo, si la media de la poblacion total es 172 cm. puede darse el caso de
seleccionar una muestra cuya media sea 165 cm. y la mediana 169 cm., con lo que en esta
muestra seria mejor estimacion la mediana que la media.
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Sin embargo cuando se habla de estimar un parametro no se considera una sola muestra,
sino el conjunto de todas las posibles muestras. Es un hecho estadistico probado por métodos
que superan el alcance de este curso (método de maxima verosimilitud y método de minimos
cuadrados) que las medias de todas las posibles muestras se concentran mas proximamente a
la media de la poblacion que el conjunto de las medianas de dichas muestras. Por esta razon
se determina que la media de la muestra es mejor estimacion de la media de la poblacion que
la mediana.

Hay dos formas de expresar la estimacion de parametros:

» Estimacion puntual.

> Estimacion por intervalos.

En la primera, a partir de la muestra, se decide que el valor del pardmetro que se desea
estimar es un nimero real con un cierto margen de error, mientras que en el segundo se
establece un intervalo al que el pardmetro en cuestion debe pertenecer con un determinado
nivel de confianza.

Asi, en el calculo de la media de las alturas de la poblacion podria establecerse a partir
de la muestra, resultados como los siguientes:

» La media de la poblacion es de 173 cm. con un error de +4, con un riesgo del 95
% (estimacion puntual) o,

» la media de la poblacion esta comprendida entre 170y 175 cm. con un nivel de
confianza de 99 % (estimacion por intervalos).

=» 8.1 Estimacion de la media de una variable de poblacion

El problema que se resuelve en este apartado es la estimacion de una variable en una
poblacioén a partir de la media de una muestra.

« Estimacion puntual

Utilizando el método de estimacion de pardmetros de méxima verosimilitud se llega al
resultado siguiente:

Si . y o son, respectivamente, la media y la desviacion tipica de la variable en la
poblacion y X; y g; la media y la desviacion tipica de la variable en la muestra de
tamafio 77, se cumple que las estimaciones mds probables de i y ¢ son, respectivamen-

te,X;y 0;+ 77 expresado habitualmente del modo siguiente:

Ew =5 E@ =0, |2

Sin embargo decir que X;es el valor més probable de la media de la poblacion es decir
muy poco, ya que es necesario cuantificar el riesgo que se asume al considerar como
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el valor de x;. Esta cuantificacion se realiza a partir del hecho, ya conocido, de que la

distribucion muestral de las medias se ajusta, siempre que # > 30, a una distribucién
normal

N, =)

Asi, cuando se toma como media de la poblacion la media de la muestra X;, el riesgo
de que el valor X;se aleje mas de e unidades de u viene dado por

RZP()_(>ILL+3)+P(X'<IU_6) Tl'piﬁéando
=PZ>5 )+ PZ <S5 =P(Z> L)+ P(Z< F) =

=2-P(Z>+%)

S~

u_e u u+e

Por tanto, a la hora de realizar una estimacion puntual aparecen tres valores que estan

relacionados entre si: el riesgo (R), el error (e) y el tamafio de la muestra (7). Siempre que se
conozcan dos de ellos serd posible determinar el otro.

=>» Caso 1: Se conocen ey n y se quiere conocer R.

Bastara con utilizar la expresion:
—n. e
R=2-P(Z> g).()

para resolver el problema.

ag .
Hay que tener en cuenta que para calcular gz = /5 €s necesario conocer g, dato que en

muchas ocasiones serd desconocido. Si se da esta situacion bastard con utilizar como o
su estimacion puntual:
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O Ejemplo 1:
Una maquina fabrica clavos y se sabe por experimentacion que la desviacion tipica de la

variable (longitud de los clavos) es 1 mm. Se quiere calcular la probabilidad (riesgo) de

que al elegir una muestra de 125 clavos su media se aleje de la media real mas de 0'2
mm.

La media de la muestra x; tiene que cumplir:

Xi>u+02 o bien xi<u—02

por lo que la probabilidad buscada sera:

/| R=2-P(z>2)

R=2-P(Z>2'247)=0'0246

\ 4

- 02 1) M+ 02

=>» Caso 2: Se conocen n vy R vy se quiere calcular e.

También se solucionara este problema a partir de la formula:
R=2-P(Z> =)
aunque ahora se realizara una blisqueda inversa en las tablas de la normal.
O Ejemplo 2:

En el caso del ejemplo anterior se conoce ahoran = 125, ¢ = lmm. y R = 0'0802
y se quiere calcular e.

De acuerdo con la formula anterior:
00802=2-P(Z> %)
y por tanto: P(Z > 5-) =0'0401

Igualdad que, gracias a la tablas, da lugar a:

7=175=e=1'75-7==0'156
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En este ejemplo se observa claramente que, a medida que el tamafio de la muestra
aumenta, el error disminuye.

=>» Caso 3: Se conocen Ry ey se quiere calcular n.

Quizas éste sea uno de los problemas mas interesantes que pueden plantearse ya que,
en la practica, determinar el tamafio de la muestra que se selecciona es una de las
primeras dificultades que hay que solventar.

También en esta situacion, la formula basicaes: R =2« P(Z > gix)

O Ejemplo 3:

Ahora se busca el tamario que debe tener la muestra para que la probabilidad de que
la media de la muestra se aleje mds de 0'18 sea igual a 0'1286, sabiendo que o = 1.

Asi, R=0'1286,e=0'18 y g = 1. Por tanto:

0'1286 =2-P(Z>2%) = 00643 = P(Z> L)

U8 _ 152> g:=0'1184

Como gz = % se tiene 0'1184 = # de donde n = 71'308.

Por consiguiente, el tamafio de la muestra tendra que ser de, al menos, 72 clavos.

En los tres casos vistos anteriormente se ha tenido en cuenta que la distribucion

muestral de las medias se aproximaba a la normal N(,u, %) En caso de muestras pequefias,

estos calculos no son validos a no ser que la distribucion de variable dentro de la poblacion

total sea normal. En la estimacion puntual no se estudiara el caso 7 < 30, pero si se hara en
la estimacion por intervalos que es la que habitualmente se realiza en los casos practicos.

« Estimacion por intervalos

El problema consiste ahora en determinar dos valores @ y b entre los que la media
estara situada con un cierto nivel de confianza. Se habla de nivel de confianza y no de proba-
bilidad de que se verifique

a<pu<b

ya que el concepto de probabilidad en esta situacion no tiene sentido pues, una vez
fijado el intervalo (@, b) , se cumple una de estas dos situaciones:

u € (a,b)loque dalugara P(u € (a,b)) =1
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u & (a,b)lo que dalugara P(u € (a,b)) =0

Por esta razon, J. Neyman acufid el nuevo término: nivel de confianza. ;Qué significado
tiene decir que (a, b) es el intervalo de estimacion de la media u al nivel de confianza 1 — q
?. Larespuesta a esta pregunta es la siguiente:

Si se eligieran 100 muestras y a partir de cada una de ellas se obtuviera un intervalo, de

la misma forma que se ha hecho con el (@, b), cabria esperar que en 100 - (1 — @) de estos
intervalos la media estaria contenida en ellos.

. . . .y . ag
Sabiendo que la distribucion muestras se aproxima a una normal N(,u, T )la respuesta
en sentido gréfico seria la que se observa en la figura de la pagina siguiente.

El area rayada es igual a 1 —a. Al valor de a también se le denomina nivel de
significacion.

/

47
a U b

Para estimar 4 mediante un intervalo se distinguirdn dos casos:

* estimacion de ¢ mediante muestras de tamaiio > 30

* estimacién de 4 mediante muestras de tamaiio < 30

Tanto en un caso como en otro, aparecen dos nuevos casos segun sea conocida o no la
desviacion tipica de la variable dentro de la poblacion total (¢). Sin embargo, esto no
representa ningin problema ya que en caso de desconocerla, se tomara su estimacion puntual

i % y se trabajara del mismo modo que si g fuese conocida.

=> Muestras de tamaiio mayor o igual a 30.

Si se tipifica la variable "media de la muestra", se obtiene que la nueva variable:

se distribuye segin una normal N(0, ).
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El nivel de confianza 1 — a con el que se desea realizar la estimacion de la media da
lugar a dos valores opuestos.

—/ L
2 2
de tal modo que el 4rea determinada por la funcién densidad de N(0, 1), el eje de

abscisas 'y las coordenadas en

—Zs y Ziseal-a.

De acuerdo con el concepto de nivel de
confianza, si X; es la media de la muestra

elegida y z es la variable tipificada, se

cumple:
47
-Z .0 y/

CR P(-Zs<z<Zs)=1-a

y por tanto, para un nivel de confianza 1 — a
se cumple:
Xi—u -
—Z% <J—X<Zr_£ = —O')E.Z% <xi—,u<af.Z% =

= Xi—0:Zs <pU<Xi+0zls
Por lo que el intervalo buscado es:
(fi - O'g.Z%,)Ei + O-)EZ%)

El tnico problema que falta por resolver es el calculo de Z 4, pero esta cuestion se
salva facilmente sin méas que imponer la condicion

2-P(Z>7:)=a
y buscar en las tablas de la normal tipificada los valores de Z a.
Precisamente el valor de Z 4 recibe el nombre de valor critico correspondiente al nivel

de confianza 1 — a. Asi, si se quiere conocer el valor critico asociado a un nivel de
confianza del 95%, bastaria con realizar las siguientes operaciones:

2-P(Z>7:)=0'05= P(Z>Z4)=0025

y, consultando las tablas de la normal tipificada, se obtiene:
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Zs=1'96

Del mismo modo, podria obtenerse el valor critico correspondiente a cualquier nivel
de confianza. La siguiente tabla muestra los valores criticos mas usuales:

nivel de confianza | 90% | 95% | 96% [ 98% | 99 %
valor critico 1'645 1'96 [ 2'055 | 2'325 | 2'575

O Ejemplo 4:

Una fabrica conservera desea conocer el tiempo que tarda en estropearse un
producto que tiene almacenado. Elige una muestra de 200 unidades, resultando que
el tiempo medio de descomposicion de estos productos es de 172 horas. Por
experiencias anteriores se conoce que la desviacion tipica de la variable "tiempo de
descomposicion" es de 3'5 horas. Para el nivel de confianza del 95 %, ;jentre qué
valores podra estimarse el tiempo medio de descomposicion para la totalidad del
producto almacenados.

QO Solucion:

A partir de lo visto anteriormente
1-a=0'95=Zs=1'96
y, por tanto, el intervalo buscado es:
we (171'515,172'485)

Por consiguiente, cabria esperar que si se erigiesen 100 muestras de tamafio 200 y se
hallara para una de ellas el correspondiente intervalo, en 95 de estos intervalos estaria
la media buscada.

Un problema que se suele plantear a menudo es el de calcular el tamafio de la muestra

para que la anchura del intervalo al cual pertenece la media con un nivel de confianza
1 — a, sea una cantidad prefijada de antemano.

O Ejemplo 5:

Se desea saber que tamario debe tener la muestra elegida al azar entre todos los
productos de la fabrica del ejemplo anterior para que el intervalo al que pertenece la
media del tiempo de descomposicion de la totalidad de los productos de la fabrica,
con un nivel de confianza del 95 %, sea igual a 2 horas.

QO Solucion:
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Ahora es conocido g5+ Ze = 1 y se pide hallar n.

1 _ _a_

Como Z4 = 1'96 = o5 = Tog = 0’5102, y a partir de gz = o se tiene

Es decir, sera necesaria una muestra de al menos 48 unidades.
» De una forma general este problema puede resolverse del siguiente modo:
Si la anchura del intervalo es 2L se cumple:

A

=L, yportanto, N = L22

=L=>-%+-7

O-)Z'Z n

a
2

SIS

= El tamaiio de la muestra es menor de 30

La distribucion de la variable "media de las muestras' ya no se aproxima con garan-
tias a la normal N(,u, %)y todos los procedimientos que se han explicado hasta
ahora ya no son validos. Se puede demostrar que la variable

X

I=—=
Jr

responde a una distribucidon que recibe el nombre de distribucion t de Student, con
n — 1 grados de libertad.

Esta distribucion de Student se caracteriza por:
> ttoma valores entre —00 )+ 00

» La distribucion es simétrica respecto al eje de ordenadas y posee un maximo en # = 0.

» La grafica de la funcion densidad es semejante a la de la normal, aunque algo mas
aplanada.

» Para conocer la probabilidad de que 7 sea mayor que una determinada cantidad, por
ejemplo

P(t>2,120)

es necesario fijar una nueva variable que recibe el nombre de "grado de libertad"”,
variable que condiciona la grafica de la funcion densidad.
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¥ normal tipificadc

t de student

con 3 grados
de libertad

< >

» Si la muestra crece de tamafio, la distribucion ¢ de Student se aproxima a la normal.

El célculo de probabilidades con esta nueva distribucion es semejante al que se realiza
a partir de la normal, con la diferencia de que, en este caso, es necesario indicar el
numero de grados de libertad. La Tabla 4 nos facilita este calculo, fijando en la filas
los grados de libertad y en las columnas las correspondientes probabilidades. Asi, con
16 grados de libertad se cumple:

P(t>2'120) =0'025

lo que graficamente indicaria que el area
rayada en la figura de la izquierda es
igual a 0,025.

De acuerdo con esto y siguiendo un proceso andlogo al empleado con la normal para
muestras de tamafio grande, si se desea estimar la media 4 de una variable dentro de una
poblacion con la media X de una muestra de tamafio 7 (n < 30) y con un nivel de confianza
1 — ase cumplira:

x_
P[—tﬂ < L,u <taj:1—a
2 NG 2

doénde te indica el valor critico dentro de una distribucion ¢ de Student con n-1 grados
de libertad para un nivel de confianza 1 — a; en este caso, los valores criticos dependen,
ademas del valor de 1 — a, del nimero de grados de libertad. Precisamente la tabla de la

distribucion # es una tabla de valores criticos pues permite calcularlos de una forma directa,
no como sucedia en la normal.
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Es decir, con un nivel de confianza 1 — a se verifica: :

Cte < e > e <Ry <ta T
s S =<k £ m H<1g-"m

g ag

= X—1le- I <pu<x+ie -
lo cual da el intervalo estimado para

= o = .o
(x—t%-ﬁ,x+t ﬁ)

ol

O Ejemplo 6:

Se desea estimar mediante un intervalo la media de la velocidad punta de un modelo
de automovil con un nivel de confianza del 95 % sabiendo que la desviacion tipica es
de 2 Km/h. Para resolver este problema se eligen al azar 15 vehiculos y se observa
que la velocidad punta media que alcanzan los vehiculos de la muestra es de 192

Km/h.

QO Solucion:

Con estos datos, el clculo de £ con a = 0'05 y 14 grados de libertad, buscado en

las tablas es:
to'02s.14 = 2'145

y por consiguiente el intervalo es:

! 2 / 2 _ / /
[192—2 145'ﬁ’192+2 145-ﬁ] =(190'8923,193'1077)

=>» 8.2 Estimacion a partir de una muestra de la proporcion de un suceso
en una poblacion

El proceso que se seguird es idéntico al realizado para la estimacion de la media,
variando solamente la normal, ya que, en este caso, se trabajara con:

o

y, por tanto, todas las férmulas vistas anteriormente son validas para este caso, sustitu-

p(-p)
yendo i, por py oz por g, = 7
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O Ejemplo 7:

Una cadena de television, para decidir sobre la continuidad en antena de un progra-
ma, realiza una encuesta de aceptacion de dicho programa. Se encuesta a mil perso-
nas y se obtiene que el 54 % es partidario de la continuidad de dicho programa. Se
pide determinar un intervalo del porcentaje de la poblacion con un nivel de confianza
del 98 %.

Q Solucion:

Si se llama p al porcentaje de toda la poblacion, se obtiene:

pe [0’54— JOSR 91305,0/54 + 234046 -2’235)
p < (0'54034,0'5766)

y por lo tanto con un nivel de confianza del 98 % puede asegurarse que el porcentaje
de personas favorables a la continuidad del programa estard comprendido entre el
5034 %y el 57'66 %.

O Ejemplo 8:

En una encuesta realizada a 80 de las 2000 personas activas con que cuenta un
municipio, se ha comprobado que 36 trabajan en el sector primario. Calcula los
limites de confianza del 95 % de la proporcion exacta del total de empleados en este
sector.

QO Solucion:

El intervalo de confianza correspondiente a este nivel de confianza es:

(pi—1'96-6,,pi+1'96-0,), siendo p; = 2¢ = 0'45

Aun cuando el enunciado del problema no lo especifique, parece razonable que la
muestra ha sido obtenida sin reposicion, por lo que el error tipico debera estimarse a
partir de :

_ [piQ=p) N-n _ [0'45-0'55 2000-80 _
Op= 7 cANT =4 s v 20000 = 00545

Por lo que el intervalo de confianza sera: (0'3432,0'5568)

En conclusion, la proporcion poblacional, de la que la muestra extraida constituye la
mejor estimacion, se halla comprendida entre 0'3432 y 0'5568 con una probabilidad o
nivel de confianza de 0'95.
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9. Hipobtesis estadisticas

En el trabajo cientifico nos vemos obligados con frecuencia a tomar decisiones relativas
a la poblacion sobre la base de la informacion obtenida de muestras de la misma. Tales
decisiones se llaman decisiones estadisticas. Por ejemplo, podemos querer decidir, basados
en datos muéstrales, si un método pedagogico es mejor que otro, o si una moneda esta trucada
0 no.

Al intentar tomar una decision, es util hacer hipdtesis o conjeturas sobre la poblacion
implicada. Tales hipdtesis, que pueden ser ciertas o no, se llaman hipdtesis estadisticas. Son,
en general, enunciados sobre las distribuciones de probabilidad de las poblaciones.

HIPOTESIS NULA: En muchos casos, formulamos una hipotesis estadistica con el tnico
proposito de rechazarla o invalidarla. Asi, si queremos decidir si una moneda esta trucada,
formulamos la hipdtesis de que la moneda es buena (o sea, que la probabilidad de obtener
cara es p=0'5). Andlogamente, si deseamos decidir si un procedimiento es mejor que otro,
formulamos la hipotesis de que no hay diferencia entre ellos (o sea, que cualquier diferencia
observada se debe simplemente a fluctuaciones en el muestreo de la misma poblacién). Una
hipotesis de este tipo suele llamar hipdtesis nula y se denota por Ho.

HIPOTESIS ALTERNATIVA: Toda hipdtesis que difiera de una hip6tesis nula dada se
llama hipdtesis alternativa. Por ejemplo, si la hipotesis nula es p=0'5, hipotesis alternativas
podrian ser:  p=+0'5, p>0'5 6 p<O'5. Una hipdtesis alternativa de la hipdtesis nula se denota
por H; .

= 9.1 Contraste de hipotesis

Si suponemos que una hipoétesis es cierta pero vemos que los resultados hallados en una
muestra aleatoria difieren notablemente de los esperados bajo la hipdtesis (o sea, esperados
sobre la base del puro azar), entonces diremos que las diferencias observadas son significati-
vas, y nos veremos inclinados a rechazar la hipotesis (o al menos a no aceptarla ante la
evidencia obtenida). Por ejemplo, si en 40 lanzamientos de una moneda salen 35 caras,
estariamos inclinados a rechazar la hipdtesis de que la moneda es buena, aunque cabe la
posibilidad de equivocarnos.

Los procedimientos que permiten determinar si las muestras observadas difieren signifi-
cativamente de los resultados esperados y, por tanto, nos ayudan a decidir si aceptamos o
rechazamos hipotesis, se llaman pruebas de decision o contrastes (o test) de hipotesis o
reglas de decision.

El contraste de hipotesis mas simple se plantea cuando se dispone de un estadistico
observado en una muestra aleatoria de tamafio n obtenida de una poblacion formada por N
elementos y se desea saber si el valor desconocido del respectivo pardmetro poblacional es o
no igual a un determinado parametro tedrico dado. La formulacion de las correspondientes
hipoétesis nula, Hy, y alternativa, H;, podria ser asi:

- Hipotesis nula, Ho: La muestra en la que ha sido observado un cierto estadistico
(%5, pi, 0, ...) procede de una poblacién cuyo respectivo parametro es igual a un
determinado parametro teérico dado (,u, p,a,...)
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- Hipotesis alternativa, H;: La muestra en la que ha sido observado un cierto estadis-
tico (¥, pi, 0, ...)procede de una poblacién cuyo respectivo parametro difiere de un
determinado parametro teérico dado (,u, p, 0o, ..)

Cualquiera que sea la solucién que tomemos, en favor o en contra de la hipodtesis, no
estara exenta del riesgo de cometer errores, cuya naturaleza es necesario conocer antes de
iniciar cualquier contraste de hipdtesis.

= 9.2 Errores

Las pruebas de decision estadistica no garantizan la certeza absoluta de la decision, tan
solo una probabilidad, mas o menos alta, de acertar al rechazar o no una hipotesis. Conside-
raremos dos tipos de errores de decision:

ERROR DE TIPO I: Se comete al rechazar la hipotesis nula, Hy, cuando es verdadera.

ERROR DE TIPO II: Se comete al no rechazar la hipotesis nula, Hy, cuando es falsa.

Para que las reglas de decision (o contrastes de hipotesis) sean buenas, deben disefarse
de modo que minimicen los errores de decision. Y no es una cuestion sencilla porque, para
cualquier tamafo de la muestra, un intento de disminuir un tipo de error suele ir acompafiado
de un crecimiento del otro tipo. En la préctica, un tipo de error puede ser mas grave que el
otro, y debe alcanzarse un compromiso que disminuya el error mas grave. La Unica forma de
disminuir ambos a la vez es aumentar el tamafo de la muestra, que no siempre es posible.

=> 9.3 Nivel de significacion y de confianza

Al contrastar una hipotesis, la probabilidad de cometer un error de tipo I se llama nivel
de significacion (o riesgo) del contraste. Esta probabilidad, denotada a menudo por a, se
suele especificar antes de tomar la muestra, de manera que los resultados obtenidos no influ-
yan en la decision.

Se llama nivel de confianza (o fiabilidad) de un contraste hipdtesis al nimero 1 — a.

Si, por ejemplo, se escoge el nivel de significacion 0'05 (5%) al disehar una regla de
decision, entonces hay una probabilidad de 0'05 (5%) de rechazar la hipotesis nula cuando sea
verdadera; es decir, tenemos un nivel de confianza de 0'95 (95%) de tomar la decisién
correcta al rechazar la hipétesis nula. En tal caso decimos que la hipotesis nula ha sido
rechazada a un nivel de significacion 0'05 (o a un nivel de confianza 0 95), lo cual quiere
decir que la hip6tesis nula tiene una probabilidad de 0'05 de ser verdadera.

El nivel de significacion a se fija para cada contraste de hipotesis y, en consecuencia, es
siempre conocido.

Razones de orden practico han consagrado el uso de los niveles de significacion de
0'05 y 0'01, sobre todo el primero, si bien se pueden usar otros valores.

La probabilidad de cometer un error de tipo II, denotada por f5, no puede fijarse y,
aunque en general disminuye a medida que aumenta la probabilidad de cometer un error de
tipo 1, la relacion entre ambas no es lineal.
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Puesto que f3 es desconocida, la conclusién de un contraste de hipétesis nunca serd la
aceptacion de la hipotesis nula H,. A lo sumo podrad anunciarse en términos de no oposicion
a su aceptacion o de inexistencia de diferencias estadisticas significativas, mediante formulas
similares a las siguientes: "nada se opone a aceptar la hipotesis nula ..." o bien "la diferencia
encontrada no es estadisticamente significativa

En cambio, un contraste de hipotesis si puede concluirse con un rechazo de H0 ,o0
una aceptacion de H, con un determinado riesgo o, porque la Unica probabilidad de error al
rechazar la hipotesis nula es de tipo I, que ha sido fijada previamente.

= 9.4 Contrastes de hipotesis basados en la distribuciéon normal

Supongamos que, bajo cierta hipdtesis nula Hy, la distribucion muestral de un estadis-
tico E es normal con media i y desviacion tipica g,. Asi, pues, la distribucion de la variable
tipificado Z, dada por:

E—ue

/=,

es la distribucién normal standard N(O, 1)

rZona de no rechazo
L de Ho

Z=-1'06 Z=1"96

Zona critica
(Rechazo de Ho)

Como se ve en la figura, si al escoger una sola muestra aleatoria hallamos que el valor
de Z de su estadistico, E, estd fuera del intervalo [-1'96,1'96], debemos concluir que tal suceso
podria ocurrir con una probabilidad de s6lo 0'05 (la zona critica sefialada en la figura), si la
hipdtesis nula Ho dada fuera cierta. Diremos, entonces, que este valor de Z difiere de forma
significativa de lo que cabria esperar bajo la hipotesis nula, y nos vemos obligados a rechazar
la hipdtesis nula Ho.

El 4rea sefialada, 0'05, es el nivel de significacion (o riesgo) del contraste. Representa
la probabilidad de equivocamos al rechazar la hipdtesis nula (o sea, la probabilidad de
cometer un error de tipo I). Asi, pues, decimos que la hipodtesis nula se rechaza al nivel de
significacion 0'05, o que el valor de Z del estadistico muestral dado es significativo al nivel
0'05. También podemos decir que la hipotesis nula se rechaza a un nivel de confianza 0'95.

En general, si al escoger una sola muestra aleatoria encontramos que el valor de Z de su
estadistico estd fuera del intervalo [-k., , k], debemos concluir que tal suceso podria ocurrir
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con una probabilidad a, si la hipdtesis nula Hy dada fuera cierta. En estas condiciones, se
rechaza la hipotesis nula a un nivel de significacion q.

Zona critica
(Rechazo de Ho)

Lo o2 |

2=k ¢ 2=k ¢

El conjunto de valores de Z fuera del intervalo [-k. , k. ] se llama zona critica de la
hipotesis (o zona de rechazo de la hipotesis o zona de significacion).

El conjunto de valores de Z en el intervalo [-k. , k. ] se conoce como zona de no
rechazo de la hipotesis (o zona de no significacion).

kc recibe el nombre de valor critico de Z.
Basandonos en lo que acabamos de exponer, podemos formular la siguiente regla de

decision:

» Rechazar la hipotesis nula al nivel de significacion a, si el valor de Z para el estadistico
E esté fuera del intervalo [-k.,k.] (osea,siZ>k. 60 Z<-k). Esto equivale a decir
que el estadistico muestral observado es significativo al nivel a.

» No rechazar la hipotesis nula en caso contrario (o sea, si -k.< Z <Kk.).

El valor de Z juega un papel muy importante en el contraste de hipotesis. Se le llama
estadistico de contraste o razon critica, y 1o denotaremos por Zc .

= 9.5 Contrastes unilaterales v bilaterales

En el contraste o test precedente estdbamos interesados en los valores extremos del
estadistico E o en su correspondiente valor de Z a ambos lados de la media (o sea, en las dos
colas de la distribucion normal). Tales contrastes se llaman contrastes bilaterales o contras-
tes de dos colas.

No obstante, podemos estar interesados tan so6lo en valores extremos a un lado de la
media (o sea, en una de las colas de la distribucion normal), tal como sucede cuando se
contrasta la hipdtesis de que un proceso es mejor que otro (lo cual no es lo mismo que
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contrastar si un proceso es mejor o peor que otro). Tales contrastes se llaman unilaterales o
de una cola.

En tales situaciones, la zona critica es una region situada a un lado de la distribucion
(a la derecha o a la izquierda), con area igual al nivel de significacion a, tal como se ve en la

figura.
Zona de no rechazo Zona de no rechazo
de Ho de Ho

Zona critica
(Rechazo de Ho)

ZONA CRITICA A LA DERECHA ZONA CRITICA A LA IZQUIERDA

La tabla siguiente muestra los valores criticos de Z (para contrastes unilaterales y bilate-
rales) correspondiente a los niveles de significacion mds importantes. Los valores criticos de
Z para otros niveles de significacion se hallan utilizando la tabla de la distribucion normal
(Tabla 3).

0'10 0'05 0'01 0'005
Nivel de significacion: o (10 %) (5 %) (1 %) (0'5 %)
Valor critico de Z para tests 128 1'645 233 2158
unilaterales: k.
Valor critico de Z para tests 1'645 1'96 259 781
bilaterales: k.

O Ejemplo 1:
Se pretende saber, mediante un contraste de hipotesis, si una muestra formada por
1000 esparioles con derecho a voto en marzo de 1986, de los que 640 participaron en
el referéendum sobre la OTAN celebrado el dia 12 de dicho mes, procedia de una

extraccion aleatoria realizada entre las personas censadas en la Comunidad Valen-
ciana, donde el porcentaje de participantes en la consulta fue del 66'5%.

Q Solucion:

Para ello, se procede a formular las hipdtesis nula y alternativa siguientes:
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Hipotesis nula Hy: La muestra en la que ha sido observada la proporcion de partici-

pantes, p; = % =0'64, procede de una poblaciéon cuya proporcion es igual a la

proporcion, p = 0'665, registrada en la Comunidad Valenciana.

Hipotesis alternativa H,: La muestra procede de una poblacion con una proporcion
de participantes diferente a la proporcion, p = 0'665, registrada en la Comunidad
Valenciana.

Se trata de un contraste bilateral.

Comenzaremos por tipificar el valor de p; = 0'64

_PitMp  PitHp  0'64-0'665 /
Z= N | 0/665-0'335 =-1'67
n 1000

Si fijamos un nivel de significacion a = 0’05, el valor critico de Z (Ver la tabla
anterior) correspondiente es kc = 1'96.

Observamos que -1'67 <Z < 1'67; por lo que la diferencia entre la proporcién observa-
da, p; = 0'64, y la proporcién poblacional, p = 0'665, puede ser debida a las varia-
ciones inherentes a la aleatoriedad del muestreo; por cuyo motivo nada se opondria a
aceptar Hy, es decir, no rechazara esta hipdtesis, lo cual, sin embargo, no significa que
se haya demostrado su cumplimiento.

= 9.6 Contraste entre un estadistico v su parametro

Los contrastes de hipotesis mas sencillos tienen como objetivo decidir si una muestra
aleatoria, en la que se ha observado un determinado estadistico, puede proceder de una pobla-
cion cuyo respectivo parametro es conocido.

Para grandes muestras, las distribuciones muéstrales de algunos estadisticos son norma-
les (o casi normales), por lo que en estos casos podremos aplicar los contrastes de hipotesis
basados en la distribucion normal que hemos explicado en el apartado 9.1.

Un procedimiento practico sistematico para realizar un contraste de hipdtesis entre un
estadistico y su parametro consiste en:

1. Establecer las hipotesis:
- Hipétesis nula Hy

- Hipotesis alternativa H,

2. Hallar el valor critico kc

, ,,. E-ue
3. Hallar la razon critica /. = —,
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siendo:

E : Valor del estadistico obtenido de la muestra.
Ue: Media de la distribucion muestral del estadistico.

o .: Error tipico del estadistico.
4. Tomar la decision estadistica:

-Si|Z.| < k.: Nada se opone a aceptar H,.

-Si|Z.| > k.: Se rechaza H, y se acepta H, con riesgo a.

» Contraste de la media

. , ” ¥i s
En el caso de la media, la razon critica, Z., es: Z, = lgi -

donde:

X;: Media obtenida de la muestra aleatoria.
Uz Media de la distribuciéon muestral de medias.
oz Error tipico de la distribucion muestral de medias.

U : Media teorica de la poblacion en la que se toma la muestra aleatoria.

O Ejemplo 2:

La superficie media de las explotaciones agrarias espaniolas, segun el censo de 1982,
es de 18'90 Ha y su desviacion tipica de 116'52.

(a) ;Puede afirmarse que difiere de la superficie media de las explotaciones
censadas, la de una comarca en la que la media de una muestra aleatoria de 500
explotaciones ha resultado ser de 14'5 0 Ha, con una desviacion tipica de 110'30, si
se acepta un riesgo de 0'05 ?

(b) ;Seria correcto afirmar, con un riesgo de 0'01, que la superficie media de las
explotaciones de una comarca, en la que se supone una mayor abundancia de las
unidades de explotacion grandes, sea realmente superior a la del conjunto de Esparia,
si la observada en una muestra de 2000 explotaciones pertenecientes a dicha
comarca, tomadas al azar, es 25'90 Ha?

Q Solucion:

(a) Debe decidirse si la superficie media desconocida, u, de las explotaciones de la
comarca en la que se ha tomado la muestra, es igual o no a la media poblacional
conocida, 18'90 Ha; por lo que plantearemos las dos hipotesis:
- Hipdtesis nula Ho: g= 18'90
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- Hipdtesis alternativa H;: ¢ #18'90
En consecuencia, optaremos por un contraste bilateral con los datos siguientes:

Tamano de la muestra: n = 500

Riesgo aceptado: a = 0'05

Valor critico: k. = 1'96

Media aritmética de la muestra: x; = 14'50
Media teorica poblacional: ¢ = 18'90

Desviacion tipica poblacional: g = 116'52

No sera preciso utilizar la desviacion tipica de la muestra dada en el enunciado del
problema porque se conoce la desviacion tipica poblacional.

, . . , 116’52
El error tipico de la media, gz, serd: gz = % =750 521

La razon critica, Zc, valdra:

Xi—Usz 14'50-18'90 !
ZC = 0% = 521 ~ _0 84

Puesto que |Z.| = 0'84 < 1'96, nada se opone a aceptar la hipétesis nula HO. Es
decir, que la superficie media de las explotaciones de la comarca aludida puede ser
igual a la media de las explotaciones censadas y no seria correcto afirmar, con los
datos conocidos, que sea diferente a ésta.

(b) Se trata de comprobar si la superficie media desconocida, i, de las explotaciones
de la comarca origen de la muestra, es superior a la media poblacional conocida, 18'90
Ha. La decision consistira en optar por una de las dos hipotesis siguientes:

- Hipdtesis nula Ho: 4 = 18'90
- Hipdtesis alternativa Hi: 4 > 18'90

En consecuencia, aplicaremos un contraste unilateral (con la zona critica a la
derecha) con los datos siguientes:

Tamafio de la muestra: n = 2000

Riesgo aceptado: g = 0'01

Valor critico: k. =2'33

Media aritmética de la muestra: x; = 25'90
Media teorica poblacional: ¢ = 18'90

Desviacion tipica poblacional: g = 116'52
, . , 116'52 /
El error tipico de la media, g3, serd: g5 = = 2000 © 2'61
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. , Xi—fls '90-18’
La razon critica, Zc, valdra: Z. = af: =2 936118 20 ~2'68

Como |Z.| =2'68 > 2'33, se rechaza la hipétesis nula Ho y se acepta la hipétesis
alternativa H, con un riesgo g, = 0'01. Es altamente probable que la superficie media

de las explotaciones agrarias de la comarca sea superior a la media de la totalidad de
las explotaciones censadas en Espaia.

» Contraste de una proporcion

En el caso de una proporcion, la razon critica, Zc , es:
Zc = %
donde:
pi: Proporcion obtenida de la muestra aleatoria.
Up: Media de la distribucion muestral de proporciones.

0 p: Error tipico de una proporcion.

p . Proporcion tedrica de la poblacion en la que se toma la muestra aleatoria.

O Ejemplo 3:

La proporcion de poblacion ocupada en la agricultura entre el total de personas con
trabajo durante el cuarto trimestre de 1985 en Extremadura era equivalente a 0'332.
Comprueba:

(a) Si una muestra de 500 personas con trabajo, de las que 142 estaban ocupadas en
la agricultura, podia haber sido extraida al azar entre las personas que trabajaban en
la Comunidad de Extremadura a finales de 1985.

(b) Si era superior a la aludida proporcion de poblacion agraria calculada para el
conjunto de esa comunidad, la de una comarca en la que, segun los resultados de una
encuesta realizada a 1000 personas con trabajo tomadas al azar, 360 estaban ocupa-
das en la agricultura.

En ambos casos se acepta un riesgo del 5%.

Q Solucion:

(a) Se trata de decidir si la proporcion desconocida, p, de la comarca donde se ha
extraido la muestra difiere o no de la proporcion poblacional 0'332; es decir, elegir
entre las hipotesis:

- Hipotesis nula Ho: p = 0'332
- Hipotesis alternativa Hy: p # 0'332

Por tanto, aplicamos un contraste bilateral con los datos:
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Tamaiio de la muestra: n = 500

Nivel de significacion: a = 0'05
Proporcion teodrica poblacional: p = 0'332
Proporcion de la muestra: p; = % =0"284
Valor critico: kc = 1'96

, . [pU-p)  [0'332:0'668 I
El error tipico, 0, serd: 0, =y~ — =4/~ 550 ~ 0021

, L. Pi~Mp 0'284-0'332 /
La razon critica, Z¢, es: Z. = ~5, =~ g1~ —2 29

Puesto que|Z.| =229 > 1'96, se rechaza la hipétesis nula HO y se acepta la hipite-
sis alternativa H1, con un riesgo a. = 0'05. Por tanto, es poco probable que la muestra

haya sido obtenida al azar de entre la totalidad de las personas que ocupaban un puesto
de trabajo en la Comunidad de Extremadura en el tercer trimestre de 1985.

(b) Se trata de comprobar si la proporcion desconocida, p, de la comarca, de la que
unicamente se conoce la proporcion p; observada en una muestra aleatoria, es superior
a la proporcion poblacional conocida, 0'332. Equivale a elegir entre las dos hipotesis
siguientes:

- Hipdtesis nula Hy: p = 0'332
- Hipotesis alternativa H;: p > 0'332

Puesto que sélo interesa decidir si la proporcion desconocida, p, es superior o no a la
proporcion poblacional dada, 0'332, optaremos por la aplicacion de un contraste
unilateral (con zona critica a la derecha) con los datos:

Tamafio de la muestra: n =1 000

Nivel de significacion: a = 0'05

Proporcion teodrica poblacional: p = 0'332
Proporcion de la muestra: p; = %: 0'360
Valor critico: kc = 1'645

. , _[pU-p) — [0'332.0'668 /
El error tipico, g, sera: g, = 7 = 1000 ~ 00149

, - DiHp 0'360-0'332 /
La razén critica, Zc, es: Z. = —5,~ = votae  ~ 188

Puesto que | Z.|= 1'88 > 1'645, se rechaza la hipétesis nula Hy y se acepta la hipétesis
alternativa H, con un riesgo a, = 0'05. Por consiguiente, la proporcion de personas
ocupadas en la agricultura entre los que contaban con un puesto de trabajo el tercer
trimestre de 1985 era superior en la comarca de referencia que en el conjunto de
Extremadura o, al menos, es altamente probable que asi sucediera.

Ejercicios de contraste de hipétesis

1. Para justificar su peticion de aumento de salarios, los empleados del departamento de
despachos de una firma de venta por correo sostienen que en promedio el departamento
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4.

completa una orden en 13 minutos. Si usted es el gerente general de la firma, ;qué
conclusion obtiene si una muestra de 400 6rdenes da un tiempo medio de terminacion de
14 minutos y una desviacion tipica de 10 minutos? Utiliza un nivel de significacion 0'05.

En la investigacién de varias denuncias respecto del rotulo "PESO NETO 300 g." que

aparece en los frascos de una marca de pasta de cacahuetes tostados de la ciudad, la
Comision de Control del Comercio y la Industria seleccion6 una muestra de 36 frascos.
La muestra dio un peso neto medio de 298 g. y una desviacion tipica de 7'5 g. Utilizando
el nivel de significacion 0'01, ;qué conclusion debe sacar la Comision acerca de la
operacion de la compaiiia fabricante?

Un cierto tipo de fusible esta disefiado para fundirse cuando la intensidad de la corriente

llega a 20 amperios. De un lote de 100.000 fusibles se seleccionan 36, los cuales son
probados en relacion con su punto de saturacion. ;Qué conclusion se obtiene acerca de
la especificacion del amperaje del lote si la muestra da una media de 20'9 amperios y
una desviacion tipica de 1'5S amperios? Utiliza un nivel de significacion 0'01.

En un informe preparado por el Departamento de Investigacion Econdmica de un gran

banco comercial, se expresa que el ingreso familiar anual medio en la zona de
Valparaiso, Chile, es de $25.296. ;Qué conclusion se saca acerca de la validez del
informe si una muestra aleatoria simple de 400 familias de la zona da un ingreso medio
de $25.722 con una desviacion tipica de $6.000. Utiliza un nivel de significacion 0'05.

La Asociacion de duefios de establecimientos comerciales detallistas sostiene que el
salario medio por hora de sus empleados es de $22,00. El Sindicato de empleados
sospecha que la Asociacion exagera el valor del salario medio por hora. En una muestra
aleatoria de 400 empleados, el Sindicato encuentra que el salario medio por hora es de
$21'00 con una desviacion tipica de $8'00. Si el Sindicato desea rechazar una afirmacion
verdadera no mas de una vez en 100, ;rechazara el Sindicato la afirmacion de la
Asociacion?

Un organismo gubernativo de control analiza una muestra de 36 paquetes de carne picada

que vende el supermercado "El Econémico". El rotulo en cada paquete dice "contiene no
mas de 25 % de grasa". [Puede el organismo gubernativo concluir que la carne picada
que vende el supermercado tiene mas del 25 % de grasa si la muestra da un contenido
medio de grasa de 0265 y una desviacion estandar de 0'030? Utiliza un nivel de
significacion de 0'05.

El Departamento de Salud y Bienestar piensa que so6lo el 10 % de las personas de mas de

65 afios de edad dispone de un seguro de salud adecuado. En una muestra aleatoria de
900 personas mayores de 65 afios, 99 tienen un seguro de salud adecuado. ;Qué
condicion puede obtenerse? Utiliza un nivel de significacion de 0'05.

El presentador de un programa semanal de TV desearia que la asistencia al estudio de

grabacion se distribuyera en igual proporcion entre hombres y mujeres. De 400 personas
que asisten al programa en una noche determinada, 220 son hombres. Utilizando un
nivel de significacion de 0'01, ;puede el presentador concluir que la proporcion por sexo
de la concurrencia no es la deseada?

Un laboratorio farmacéutico ha elaborado un medicamento para tratar la presion
sanguinea alta. El laboratorio afirma que el medicamento efectivamente baja la presion
en el 80 % de los casos. Si 175 de 225 pacientes tratados con el medicamento
experimentaron una disminucidn substancial de la presion sanguinea, ;concluiria usted
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que el laboratorio ha exagerado la efectividad del medicamento? Utiliza un nivel de
significacion de 0'01.

En una conferencia de prensa, una alta autoridad anuncia que el 90 % de los habitantes
adultos del pais estan a favor de cierto proyecto economico del Gobierno. Una muestra
aleatoria de 625 adultos indica que 550 estdn en favor del proyecto. Si usted desea
rechazar una hipoétesis verdadera no mas de una vez en 100, ;concluiria que la
popularidad del proyecto ha sido exagerada por la autoridad?

La duracion de las bombillas de 100 vatios que fabrica una empresa sigue una
distribucion normal con una desviacidon tipica de 120 horas. Su vida media estd
garantizada durante un minimo de 800 horas. Se escoge al azar una muestra de 50
bombillas de un lote y, después de comprobarlas, se obtiene una vida media de 750
horas. Con un nivel de significacion de 0'01, ;habria que rechazar el lote por no cumplir
la garantia? (Selectividad Madrid)

Supongamos una poblacion N(,u,O' = 8). Se extrac de ella una muestra aleatoria
simple. Si se sabe que la probabilidad de cometer un error de 3'92 o mas al estimar la
media poblacional 4 mediante la media muestral es de 0'05, ;qué tamafio ha de tener la
muestra? (Selectividad Castilla y Leon)

El nivel medio de protombina en una poblacién normal es de 20 mg/100 ml de plasma
de plasma con una desviaciéon tipica de 4 mg/100 ml. Se toma una muestra de 40
individuos en los que la media es de 18'S mg/100 ml. ;Es la muestra comparable con la
poblacion, con un nivel de significacion del 0'05? (Selectividad Castilla y Leon)

Un fabricante de lamparas eléctricas esta ensayando un nuevo método de produccion
que se considerara aceptable si las lamparas obtenidas por este método dan lugar a una
poblacién normal de duraciéon media de 2.400 horas, con una desviacion tipica igual a
300 horas. Se toma una muestra de 100 lamparas producidas por este método y esta
muestra da una duracion media de 2.320 horas. ;Se puede aceptar la hipotesis de validez
del nuevo proceso de fabricacion con un riesgo igual o menor al 5 %?

Formula la hipotesis alternativa. Define error de I y error de tipo II.  (Selectividad
Castilla - La Mancha)

Se realiz6 una encuesta a 350 familias preguntando si poseian ordenador en casa,
encontrandose que 75 de ellas lo poseian. Estima la proporcion real de familias que
disponen de ordenador con un nivel de confianza del 95 %.

Al medir el tiempo de reaccion, un psicologo estima que la desviacion tipica del mismo
es de 0'5 segundos. ;Cual sera el numero de medidas que debera hacer para que sea del
99 % la confianza de que el error de su estimacion no excedera de 0'1 segundos?

La desviacion tipica de la altura de los habitantes de un pais es de 10 centimetros.
Calcular el tamafio minimo que ha de tener una muestra de habitantes de dicho pais para
que el error cometido al estimar la altura media sea inferior a 1 centimetro con un nivel
de confianza del 99 %. (Y si el nivel de confianza es del 95 %? Explicar los pasos
seguidos para obtener las respuestas. ( Selectividad - Junio 98 )
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