Vectores

Un vector fijo ABes un segmento orientado que va del punto A

(origen) al punto B (extremo).

Elementos de un vector

Direccién de un vector

La direccién del vector es la direccion de la recta que contiene al

vector o de cualquier recta paralela a ella.

Sentido de un vector

El sentido del vector ABes el gue va desde el origen A al extremo B.

Médulo de un vector
El médulo del vector ABes la longitud

B AB
del segmento AB, se representa por | |

El médulo de un vector es un numero

A siempre positivo o cero.

Médulo de un vector a partir de sus

componentes

J=(U1, Uz) |L—l]=,u|u12 ‘H—"z2
u=(2, 4) =32 +4? =25 =5



Médulo a partir de las coordenadas de los puntos

A(xpyl) B(xz.lyg)

‘E‘ = \I(xz _xl)z +|:Vz _Vl)z

A(2,1) B(-3 2) iABi:J(—B—E)Z +(2-1F = .26

Coordenadas de un vector

Alxq:¥4) &

Si las coordenadas de los puntos extremos, Ay B, son:

AlXy, ¥y) B(X,, ¥,)

Las coordenadas del vector #4Bson las coordenadas del extremo

menos las coordenadas del origen.
ﬁ=(x2_x1a Y2— V1)
A2, 2) B(5, 7)

AB=(5-2,7-2) AB=(3,5)



Clases de vectores

Vectores equipolentes

Dos vectores son equipolentes cuando tienen igual mdédulo, direccidon y

sentido.

Vectores libres

<l

El conjunto de todos los vectores equipolentes entre si se llama vector

libre. Es decir los vectores libres tienen el mismo mdédulo, direccion y

sentido.
Vectores fijos
B Un vector fijo es un representante del vector libre.
Es decir, los vectores fijos tienen el mismo modulo,
direccion, sentido y origen.
A



Vectores opuestos

Los vectores opuestos tienen el mismo

moédulo, direccidn, y distinto sentido.

Vectores unitarios

Los vectores untario tienen de moédulo, la

unidad.

Para obtener un vector unitario, de la misma

direccion y sentido que el vector dado se divide

éste por su médulo.

| <4

=

!

Vector de posicidn

El vector ©2 que une el origen de coordenadas O con un punto P se

llama vector de posicidon del punto P.



Vectores ortogonales

Y
| Dos vectores son ortogonales 0
. perpendiculares si su producto escalar es
v
cero.
0 u X

Vectores ortonormales

ap*

| ==

Dos vectores son ortonormales si:
1. Son perpendiculares entre si

2. Los dos vectores son unitarios.

Operaciones con vectores

Suma de vectores

-

-

Para sumar dos vectores libres ¥y Yse escogen como

o4

representantes dos vectores tales que el extremo final

de uno coincida con el extremo origen del otro vector.

Regla del paralelogramo: Se toman como

representantes dos vectores con el origen en

z comun, se trazan rectas paralelas a los vectores
obteniéndose un paralelogramo cuya diagonal coincide con la suma de los

vectores.



Para sumar dos vectores Se suman SuUs respectivas

Componentes.
E:(Ula “2) "_;:(Vla Vz)

U+v = (U, +v,, W, +v,)

Resta de vectores

—AF - - -
Para restar dos vectores libres ¥y VYse suma 4 con el

fa opuesto de V.

b

Las componentes del vector resta se obtienen

restando las componentes de los vectores.

u=(u, u,) F:(VIJ v, )

U+v =(-2+3,5-1)=(1, 4)
u-v=[(-2-3 5-(-1))=(-5, 6)
Producto de un numero por un vector

El producto de un numero k por un vector #es otro

vector:

De igual direccién que el vector .

-

Del mismo sentido que el vector %si k es

positivo.

De sentido contrario del vector ¥si k es negativo.

De moédulo |-“|F|



Las componentes del vector resultante se obtienen multiplicando por K las

componentes del vector.
a:(un u, ) K-y, wy)=(k-u, k-,)
u=(-2,5) v =(3,-1)

—u=(2,-5) 3.v =(9, -3)

Combinacién lineal de vectores

Dados dos vectores: ¥y Y y dos numeros: a y b, el vector se

au + bV dice que es una combinacién lineal deuyv

Una combinacién lineal de dos o mas vectores es el vector que se

obtiene al sumar esos vectores multiplicados por sendos escalares.

Cualquier vector se puede poner como
combinacidon lineal de otros dos que

tengan distinta direccién.

g w=2U+3V
Esta combinaciéon lineal es Unica.
Ejemplos:

Dados los vectores ¥ =(1 2)ey =(3.-1)  hallar el vector combinacién

lineal z-2xa+3y

z=2(1,2)+3(3, -1)=(2, 4)+(9, -3)=(11, 1)



El vector , z=(2,1) ;se puede expresar como combinacion lineal

de x = (8, -2) e y = (1, 4) los vectores ?
(2, )=a(3, -2)+b(1, 4)
(2, 1) = (3a, —2a) +(b, 4b)

(2, )=(3a+b, -2a+4b)

2= 3a+b a—l b—l
1=-2a+4b -2 2
Z-1x41ly

27 2

Vectores linealmente dependientes e independientes

Vectores linealmente dependientes

Varios vectores libres del plano se dice que son linealmente
dependientes si hay una combinacién lineal de ellos que es igual al

vector cero, con todos los coeficientes a; de la combinacidon lineal
distintos de cero..

Propiedades

1. Si varios vectores son linealmente dependientes, entonces al

menos uno de ellos se puede expresar como combinacién lineal de los
demas.

a v, ta v, +--+a v, =0



También se cumple el reciproco: si un vector es combinacidn
lineal de otros, entonces todos los vectores son linealmente

dependientes.

2. Dos vectores del plano son linealmente dependientes si, y sélo

si, son paralelos.

3.Dos vectores libres del plano 4= (ui, uz) vy v= (vi, Vv2) son

linealmente dependientes si sus componentes son proporcionales.

u=kv (ul.' uz)zk(vls Vz)
Uy _Hy g
Vv, V,

Vectores linealmente independientes

Varios vectores libres son linealmente independientes si ninguno

de ellos puede ser escrito con una combinacién lineal de los restantes.

—_— —_— —_—  —

a v, +a v, +--+a v, =0

a;=az=--=a,=20

Los vectores linealmente independientes tienen distinta

direccion y sus componentes no son proporcionales.

Ejemplo

Deterrminar si son linealmente dependientes o independientes los

vectores.:
u=(3,1)y v= (2, 3)

3-3+2-1

M| L
L] =

son linealmente independientes



Base

Dos vectores 4 vy v con
distinta direccion forman
una base, porque cualquier
vector del plano se puede
poner como combinacion

lineal de ellos.

Las coordenadas de un vector respecto de una base son los coeficientes

que permiten expresar el vector como combinacion lineal de los vectores de

la base:

X=au+bv

Ejemplos
w=2u+3v

l_. —

Ejemplo

x=(ab)

Qué pares de los siguientes vectores forman una base:

u=(2-3)

2.2
31

v =(5 1)

2+-15

w = (-4, 6)

[u, v

12=12

MO



=— 30 -4

| Ln
|
Ju
=i
3

Base ortogonal

i Los dos vectores de la base
y son perpendiculares entre si.
_\1
A 4o
_;'-‘J'
A
re-— ;
g
.
""Il.l:I F
J’:

Base ortonormal

] Los dos vectores de l|la base son
perpendiculares entre si, y ademas tienen

moédulo 1.

1 % -

1

+ =
Esta base formada por los vectores 'y Jse denomina base canénica.

Es la base que se utiliza habitualmente, de modo que si no se advierte

nada se supone que se esta trabajando en esa base.

Ejercicios

Qué pares de los siguientes vectores forman una base:

u=(2 -3) v=(51) w = (-4, 6)

11



3:% 2 #-15 {a’, n}’]

3

2 _- 12=12 O
3 6

o 30 = -4 {v, w}
1 6

Sean los vectores libres #= (2, 1), v= (1,4)y W= (5, 6). Determinar:

1. Si forman una base 4y w

_1 2.421.1 L1
4

=N

Al ser linealmente independientes constituyen una base.

2. Expresar w como combinacion lineal de los vectores de la base

(5,6)=a2,1)+b(1,4)

S5=2a+b

a=>2 bh=1
6=a+4b
W =20 +V

3. Calcular las coordenadas de C respecto a la base.
Las coordenadas de Erespecto a la base son: (2, 1)

Un vector wtiene de coordenadas (3, 5) en la base candnica. ¢Qué
coordenadas tendréa referido a la base u= (1, 2), v= (2, 1)?

(3,5)=a(1,2)+b(2,1)
3=za+2ba=3-2ba=7/3

5=2a+b5=2(3-2b)+bb=1/3 Las coordenadas del vector
w en la base B son (7/3, 1/3).

12



Sistema de referencia

En el plano, un sistema de

Y
referencia esta constituido por un
punto O del plano y una base (4 ,
v V).
o X .
, - El punto O del sistema de
u
referencia se Illama origen.
Ortogonal
Y
\ Los vectores base son perpendiculares vy
. tienen distinto modulo.
v
0 u X
Ortonormal
v Los vectores de la base son perpendiculares,
iguales y unitarios, es decir, de modulo 1.
|I - - jro. -
0 j X
Se representan por las letras '+ J.
f=1.7+0.F i =(1, 0)
j=004+1.3 i=(01)

Las rectas OX, OY se llaman ejes de coordenadas o0 ejes coordenados

cartesianos.

13



Producto escalar

El producto escalar de dos vectores es un numero real que

resulta al multiplicar el producto de sus médulos por el coseno del
angulo que forman.

U-V=|IJ|-|V|-CDSG.'

Ejemplo

u=(3 0) v =(5, 5) uv = 45°

U-v=-3+0? .52 +5% . cos 45° =

=3.5.¢§.§=15

Expresién analitica del producto escalar
E-F:ul-v1+u2.v2

Ejemplo

u=3 0 v =(5,5)

U-v=3.540.5=15

Expresién analitica del médulo de un vector

|LT| R TRTIEN TRETIETANTEEN T

u=(3 0) v =(5,5)

Ejemplo

=+ -u=+33+0-0=3 |E|=ﬁ=m=5@

14



Angulo formado por dos vectores
Es el menor de los angulos que determinan entre si. Utilizando la
expresion analitica del producto escalar tenemos:

U, -v, +u,.Vv,

cCOoSs a:Julz +u22-,\fl,?|-v22
Ejemplo
u=(3,0 v =(5, 5)
cosg—.__ 3-9+0-5 N2

B0 5 2

a=45°

Condicién analitica de la ortogonalidad de dos vectores

Dos vectores no nulos son perpendiculares si su producto escalar es

cero L
u-v=0 U v+, v, =0
Ejemplo
u=(3, 0) v =(5, 5)
U-v=3.54+40.5«0 No son perpendiculares

Interpretacion geomeétrica del producto escalar

El producto de dos vectores no nulos es igual al médulo de uno
de ellos por la proyeccion del otro sobre él.

H

J.F=|v|.DA'

COS a= DA':)U.CDSa

Y
m




Ejemplo

Hallar la proyeccion del vector = (2, 1) sobre el vector v= (-3, 4).

-~ 2.(-3}+1-4
Plu,v)= (3)+ __2

JE3Y 12 5

Propiedades del producto escalar

1Conmutativa
U-v=v.u
2 Asociativa

k-(u-v)={k-u)v

3 Distributiva

U-(V+'1.-'?)=U-V+U-W

El producto escalar de un vector no nulo por si mismo siempre

es positivo.
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