Aplicaciones de vectores

Coordenadas del punto medio de un segmento

E{xerE}
Las coordenadas del punto medio de un segmento son la
I .
semisuma de las coordenadas de los extremos.
X, +X v, ty
— 1 2 — 1 2
Alg.y,) Ko = > ¥u = T
Ejemplo:

Hallar las coordenadas del punto medio del segmento AB.

A(3, 9) B(-1, 5)
. _3-1 945
o9 9

M(1, 7)

Condicidn para qué tres puntos estén alineados

Cleg¥sl  Los puntos A (X1, Y1), B(X2, y2) ¥y C(xs3, y3) estan alineados
siempre que los vectores AB y Actengan la misma

direccién. Esto ocurre cuando sus coordenadas son

proporcionales.
A DX )

Ky =%y =Y2—].-’1
Xz— Xz ViV

Calcular el valor de a para que los puntos estén alineados.

A2, 1) B(4, 2) C(6, a)

a=3

2
4

4 - 2-1
o — a—2



Simétrico de un punto respecto de otro
AI
Si A' es el simétrico de A respecto de M, entonces M es el
punto medio del segmento AA'. Por lo que se verificara

igualdad:

|

I
f\
S

Ejemplo:

Hallar el simétrico del punto A(7, 4) respecto de M(3, - 11).
A AM = MA"

(-4, -15)=(x-3, y +11)

A'=(-1, -26)



Ecuaciones de la recta

Ecuaci6on vectorial

Definimos una rectar como el conjunto de los puntos del plano, alineados
con un punto Py con una direccién dada V¥.

Plx,yy)

______KIX-Y_]' Si P(Xx1, yi1) es un
r punto de la recta r, el
vector PX tiene igual
direccion que ;, luego
es igual a ;multiplicado

por un escalar:

PX =k -v k elk

PX - 0OX - OP OX-0P =k -v
OX =0P +k -v
(X, ¥ =X,y )+ K- (v, v,
Ejemplo:

Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director v = (2,5).

Escribir su ecuacion vectorial.

(x,¥)=(-13+k.-(2,5)

Ecuaciones paramétricas

A partir de la ecuacién vectorial:

(Xa}"’)=(x1ay1:‘+k '(VI.'VZ)

Realizando las operaciones indicadas se obtiene:

(XJF)Z(X1+k "-""rlayl"'k'vz)



La igualdad de vectores se desdobla en las dos igualdades escalares:

X =% +k- v,

.V=y1+k'vz

Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director v=

(2,5). Escribir sus ecuaciones paramétricas.

x =-1+2k

y =3+ 5k

Ecuacion continua de la recta

Si de las ecuaciones paramétricas despejamos el parametro k.

X =X, +k v, Vi

y =y, tk-v, kY%

o

Y si igualamos, queda:

X—% _¥-¥
l"Hrl VZ

-

Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director ¥=

(2,5). Escribir su ecuacion continua.

X+1 y-3
2 )



Ecuacidon punto-pendiente de la recta

Pendiente

r.~ La pendiente de una recta es la
Pz“‘zl?zl,-"'- tangente del angulo que forma la recta

con la direccion positiva del eje OX.

Pendiente dado el angulo

m=Ig «

Pendiente dado el vector director de

la recta

i Pendiente dados dos puntos

m:yz_yl

X — X,

/ Si el angulo que forma la recta con la parte

positiva del eje OX es agudo, la pendiente

es positiva y crece al crecer el angulo.

Si el angulo que forma la recta con la parte

\ positiva del eje OX es obtuso, la pendiente

es negativa y decrece al crecer el angulo.




Ecuacion punto-pendiente

Partiendo de la ecuacidon continua la recta

X—%X, _¥-V¥
l"'!rl VZ

Y quitando denominadores:
(X —X%)-Vvo=(y —¥1)-vy
Y despejando:

v
y -y, =2 (x-x)
1

Como
m=o-2
Y1
Se obtiene:
y -y, =m(x—x,)
Ejemplos:

Una recta pasa por el punto A(-1, 3) y tiene un vector director v= (2,5).

Escribir su ecuacién punto pendiente.
y—3=g(x +1)

Hallar la ecuacion de la recta que pasan por los puntos A(-2, -3) y B(4,2).

243 5
T 4426

y+3=g(x +2)



Hallar la ecuacién de la recta que pasan por A(-2, -3) y tenga una inclinacidn
de 45°.

tg 45°=1

Y+3=x+2

Ecuacion general de la recta

Partiendo de la ecuacion continua la recta

X—%X, _¥-V¥
l"'!rl VZ

Y quitando denominadores se obtiene:

(X _xl) -V, = (V —V1)'V1

VX -V, X, =V,y -V},

Trasponiendo términos:

Vo X -V, 1y, —v,x, =0

Haciendo

A=v, B=-v, C=vy, —V,X,
Se obtiene

AXx+By +0 =0

Esta expresion recibe el nombre de ecuacidon general o implicita de
la recta. De esta forma se acostumbra a dar la respuesta cuando se pide

la ecuacion de una recta.

Las componentes del vector director son:



v =(-8, A)

La pendiente de la recta es:

m=-2
- B
Ejemplos:

Hallar la ecuacién de la que pasa por A (1,5) y tiene como vector

director ;igual (-2, 1).

x-1_y-o x-1=-2y +10
2 1

X+2v—-11=0

Hallar la ecuacion de la que pasa por A (1,5) y tiene como pendiente

m = -2.
y-5=-2(x-1) y—-D=-2x+2
2x+y—-7=0

Ecuacion de la recta en forma explicita

Si en la ecuacidon general de la recta:
Ax+By+C =0

despejamos y, se obtiene la ecuacion explicita de la recta:

N
B B
Yy =mx+b

El coeficiente de la x es la pendiente, m.



El término independiente, b, se llama ordenada en el origen de
una recta, siendo (O, b) el punto de corte con el eje OY

Ejemplos:

Hallar la ecuacién en forma explicita de la recta que pasa por A (1,5)
y tiene como pendiente m=-2.

y-5=-2(x-1) y-5=-2x+2

vV =-2X+7

Ecuacion de larecta gue pasa por dos puntos

Sean los puntos A (X1, Y1) Y B (X2, ¥y 2) que

determina una recta r.

Un vector director de la
X,
B L. le recta es:

Er——

| v=A

cuyas componentes son:

V, = X — X, vV, =V, -V,

Sustituyendo estos valores en la forma continua.

X — Xy — V-¥
XX ¥V

Ejemplo:

Hallar la ecuacidon de la recta que pasa por A(1,3) y B(2,-5)

x-1_y-3 —8x+8=y -3
2-1 -5-3

8x+y-11=0



Rectas paralelas a los ejes

Rectas paralelas al eje OX

Una recta paralela al eje OX y de

‘[ﬂ,hl ‘iﬂ,h]
. ordenada en el origen b se expresa
y:
mediante la ecuacion:y = b
m=-2=2_0 (o
Li T T Li n_D
yv=0x+b y=>5b
Ejemplo:
(0,4) (6, 4) m-2=%_0 (04
* - 6-0
y=4
y=0x+4 y=4

Rectas paralelas al eje OY

Una recta paralela al eje OY y que corta al eje
OX en el punto (a, O) se expresa mediante la
$ (an) P (a, O) P
ecuacion: x = a
XxX=a
n-0 n
m = =" ¢k
(a, 0) a-a ¢
L J 1 . 1 1
. x=a
Ejemplo:

10



4-0 4
* (3.4 Mm=——=—¢R
(3. 4) 2370
x=3 X =3
(3,0)
4 ' .
Ejes de coordenadas
Eje OY Los puntos que pertenecen al eje OX tienen
x=0 como caracteristica que su segunda

coordenada es 0, la ecuacién del eje OX es

y = 0.

FIe9%X " Los puntos que pertenecen al eje OY tienen
y=0 como caracteristica que su primera
coordenada es 0, la ecuacién del eje OY es

x = 0.

Angulo que forman dos rectas

Se llama angulo de dos rectas al menor de los
angulos que forman éstas. Se pueden obtener a

partir de:

1 Sus vectores directores

|“1 -V U, W, |
N TR ETIN Ve

COSs &=

2 Sus pendientes

11



r, —my
1-m, -m,

Ejemplos:

Calcular el dngulo que forman las rectas r y s, sabiendo que sus vectores
directores son: ¥=(-2,1)y ;:(2, -3).

(-2,1)-2,-3)| |7

J5-J13 465

a=29° 44

COS & = =0.868

Calcula el angulo que forman las rectas r= x + 3y -2 =0y s= 2x - 3y + 5= 0.

1 2
m =—— M =—
rT73 73
2.1
tg @=|—2_3 | -1,2857
1_3_(_1]
3473
@=52° 8

Las rectas r y s se cortan en un punto A, que es vértice de un triangulo

obtusangulo en A. Determina el angulo A de ese tridngulo.

Il" EE:E S‘E£=—F_2
2 3 1 -7
ll.-"lr = (2; 3) Il.-"ls = (1.' _2)
2:1-3-(-2)
COS & = =0.49614

V(2

12



& =060"15 A=180"-60°15=119" 45

Rectas paralelas y perpendiculares

Rectas paralelas

- Dos rectas son paralelas si tienen el mismo
u . . :
vector director o la misma pendiente.
r_-
- u=v
v o LA AL_ B
uZ VZ IB1 BZ
5 _—
J/_,./-"/Jf mr:ms
F==Ax+By +( =0
Fls Ve=Vs =(-B,A)

s=Ax+By+k=0 kel

Rectas perpendiculares

Si dos rectas son perpendiculares tienen

sus pendientes inversas y cambiadas de signo.

Dos rectas son perpendiculares si sus
vectores directores son perpendiculares.

Er'E; =D
F=Ax +By+0C =0 Fr=(—B,A)
Fls
s=-Bx+Ay+k =0 keR Vs =(A,B)

13



Ejemplos:

Hallar una recta paralela y otra perpendicularar =x + 2y + 3 =0,

gue pasen por el punto A(3,5).

m, || m,
1
m =m_=-=
F F 2
1
y—5=—§(x—3) 2y —-10=-x+3

y—-5=2.(%x-3)
2x-y—-1=0

Calcula k para que las rectas r=x +2y -3 =0y s =x-Kky + 4 =0, sean

paralelas y perpendiculares.

Fs -

rls -

Incidencia

14



Un punto P(p:, p2) pertenece a una recta de ecuacion Ax + By + C = 0,

cuando las coordenadas del punto satisfacen la igualdad:
Ap]_ + sz + C=0

Cuando un punto P pertenece a una recta r se dice que r incide en P
0 que r pasa por P.

Ejemplo:

Analiza si los puntos A (3, 5) y B(0, 1) pertenecen o no a la recta r
Xx+2y-13 =0.

3+2:-5-13=0 A E€r
0+2-1-13#0 B ¢r

Cuando dos rectas r y s tienen un punto comun, se dice que tienen

un punto de interseccién.

Para hallar las coordenadas del punto de intersecciéon de dos rectas,

se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones de las rectas.

Ejemplo:

¢ Hallar el punto de interseccion de las rectas de ecuaciones r = 2 x -
y-1=0ys=x-y+1=0.

{2x—y—1=D P(2,3)

Xx-y+1=0

Posiciones relativas de dos rectas

15



Dadas dos rectas, Ax + By + C = 0, A'x + B'y + C' = 0, para calcular

Su posicion relativa tendremos en cuenta que::

1 Si A - B | las rectas son secantes, se cortan en un punto.
A B
T Wy =16
~x
A ey
- _,..-" S
Tax-dy=-6
. A B C L
2 Si E=_’#_’ , las rectas paralelas, no se cortan en ningun

punto. Son paralelas.

16



3 Si _f=§=§ , las rectas son coincidentes, todos sus puntos

son comunes.

Ejemplos

Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:

."'EEX"'BF_:I-:D Z 3 -1

L2 o Paralelas
s5=dx+6y-5=0 4 6 -3
rex-2¢+3=0 L = __2 =i Colncidentes
55—2}{+4}.-"—6=D -2 4 -6
r=y=2x+1 m =m. =2 Paralelas
55},-"=2><’—5 ’ :

¢,Son secantes lasrectasr=x+y -2=0ys=x-2y+4=07?En caso

afirmativo calcular el punto de corte.

1 ES L 51
1 -2
x+y-2=0 F's = P(0,2)
X-2y+4=0
Distancias

17



Distancia de un punto a una recta

S A
4F‘~\ La distancia de un punto a una
N\
\\ recta es la longitud del segmento
M perpendicular a la recta, trazada
/‘\,\ desde el punto.
P (py:P,) “\r\
,
A-p,+B-p, +C
d(Par)=| pl pz |
JA? + B?
Ejemplo

Calcula la distancia del punto P(2,- 1) a la recta r de ecuacion 3 x +
4y =0.

3-2+4.(-1) 2

dP,r) = — -

Distancia al origen de coordenadas

€]

JA? +B?

d(o,r) =

Ejemplo

Hallar la distancia al origen de larectar = 3x - 4y - 25 = 0.

d(g,r)=ﬂ:§:5

JP+(ay O

18



Distancia entre rectas

Para hallar la distancia entre dos en rectas
paralelas, se toma un punto cualquiera, P, de
una de ellas y calcular su distancia a la otra

recta.

dir,s) = dP,s)

Ejemplo

Hallar la distanciaentrer=3x-4y+4=0ys=9x-12y-4=0.

S .9 -36 = -36 Fls
-4 -12
3:0-4y+4-=0 y=1
PO, 1)er
9:0-12-1-4
dp,s) - |16

JZe122 15

Otra manera de expresar la distancia entre dos rectas es:

_ -

JAZ + B

adr,s)

Ejemplo

Hallar la distancia entre las rectas:

x =2 -3k X+3 w+5
ro= 5= =

Y =1+k -3 1
F=w+35y-5=10 s=Ex+3y +18=10

19



_ |18+5| _ 23

JAZ2+32 A0

dr,s)

Ecuacion de la mediatriz

;F‘Iniyl Mediatriz de un segmento es el lugar
f’:\x\ geométrico de los puntos del plano que
! : *\ equidistan de los extremos.
« : . dP,A) - d(P,B)
Alxy.yy) | B (X5 .¥5)
iu p(X,}*’) A(Xl,}*’l) B(xza}"z)
\/I:K_xl)z +(V‘F1)2 =\"(X—X2)2 +(V_V2)2
Ejemplo:

Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento de extremos A(2 , 5)
y B(41 _7)

diP,A) = dP,B)

V(X =27 +(y —5F =+J(x —4F +(y +77
XZ —4x +4+y? 10y +25 = x* - 8x +16+y? + 14y +49

Xx—-by-9=0

Ecuaciones de las bisectrices

Bisectriz de un angulo es el lugar

geométrico de los puntos del plano que

equidistan de las rectas que forman el

angulo.

20



d(P,r)=diP,s)

r=Ax+By+C =0
s=Ax+By+(C, =0

P(x,y)

A x +B,y +C,| _ | x +B,y +GC, |
A + By A2 +B)?

Ejemplo:
Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos que
determinan las rectasr=3x -4y +5 =0y s =6x+ 8y +1=0.

|3x—4y+5|=|6x+8y+1|
3%+ V6 + 82

10(3x -4y +5) =5i{bx +8y +1)
2(3x -4y +5)=6x +8y +1

O6x -8y +10=6x+8y +1

-1l6y -9=0

10(3x -4y +5) = -5(6x +8y +1)

2(3x -4y +5)=-6x -8y -1
6x-8y+10=-6x-8y-1

12%x +11=0

21



Resumen Ecuacions de la recta

Ecuacion vectorial de la recta

I:XJY:I:(XI.'YI:I-FR '(Vlsvz}

Ecuaciones paramétricas de la recta

X =x,+k v,

y=y, +k v,

Ecuacion continua de la recta

X—% _¥-¥

l"Hrl VZ
Pendiente
Pendiente dado el angulo m=1ig «

Pendiente dado el vector director de la recta

Pendiente dados dos puntos m="2"%1
X =%

Ecuacion punto-pendiente de la recta

y—y1=m(x—x1)

Ecuacion general de la recta

Ax+By+0C =0

Ecuacion explicita de la recta

y=mx+b

22



Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos

X=% _¥ =%
X% VoW

Rectas paralelas

Dos rectas son paralelas si tienen el mismo vector director o la

misma pendiente.

G=v th _ vy Av_ B m, =m
B,

U B,

Rectas perpendiculares
El vector v= (A, B) es perpendicularalarectar= Ax + B y+ C =0.

Si dos rectas son perpendiculares tienen sus pendientes inversas

y cambiadas de signo. m =—

|A-p, +B-p, +C|
VA +B?

Distancia de un punto a una recta diP,r)=
Distancia entre rectas

Para hallar la distancia entre dos en rectas paralelas, se toma un
punto cualquiera, P, de una de ellas y calcular su distancia a la otra

recta.
dir,s) = dP,s)
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